MUZEUM HISTORII POLSKI

Jozef Beluch

Ocena dokladnos$ci w transformacji
wspoirzednych sposobem Helmerta

Acta Scientifica Academiae Ostroviensis nr 27, 17-25

2007

Artykut zostat zdigitalizowany i opracowany do udostepnienia
w internecie przez Muzeum Historii Polski w ramach

prac podejmowanych na rzecz zapewnienia otwartego,
powszechnego i trwatego dostepu do polskiego dorobku
naukowego i kulturalnego. Artykut jest umieszczony w kolekcji
cyfrowej bazhum.muzhp.pl, gromadzacej zawartosc polskich
czasopism humanistycznych i spotecznych.

Tekst jest udostepniony do wykorzystania w ramach
dozwolonego uzytku.



OCENA DOKLADNOSCI W TRANSFORMACJ WSPOLRZEDNYCH SPOSOBEM HELMERTA 17

Jozef Beluch

OCENA DOKELADNOSCI W TRANSFORMACJI
WSPOLRZEDNYCH SPOSOBEM HELMERTA

Wprowadzenie

Problem oceny dokladnosci w transformacjach wspolrzednych
traktowany jest najczesciej w literaturze bardzo ogodlnie i
niejednoznacznie. Zwykle oceng¢ transformacji wykonuje si¢ na
podstawie odchylek wspolrzednych punktow dostosowania przed i po
transformacji, pomijajac $cista charakterystyke doktadnosci pozostatych
transformowanych punktow. Oczywiscie nie w kazdym przypadku
istnieje potrzeba $cistej oceny dokladnosci; to migdzy innymi zalezy od
wzajemnej dokladno$ci wspdtrzednych w ukladach pierwotnych oraz
wtornych, a takze od celu transformacji i funkcji jaka beda peinily
wspotrzedne punktow po transformacji. Na przyklad transformujemy
wspolrzedne punktéw osnowy realizacyjnej wyznaczonej bardzo
dokladnie w ukladzie lokalnym-pierwotnym do uktadu panstwowego, w
ktérym punkty dostosowania w tym wtdrnym ukladzie sa wyznaczone
ze znacznie mniejsza dokladnoscia wowczas problem transformacji i
oceny dokladnosci moze by¢ przedstawiony w sposob nizej opisany.
Zalozymy przy tym, Ze znane s3 srednie bledy wspélrzednych w ukladzie
wtornym do ktorego bedg transformowane wspotrzedne z ukiadu
pierwotnego. Aby transformacja z punktu widzenia operacji
matematycznej byla mozliwa do przeprowadzenia to powinien by¢
speiniony warunek:

2n>u (D)
gdzie
n — liczba punktow dostosowania,
u — liczba parametréw transformacji.
W transformacji Helmerta wstgpuja cztery parametry, w
nast¢pujacych zwiazkach funkcyjnych:

X, =c+bx, -ay,
Y, =d +ax, — by, (2)
gdzie:
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x;, y; - Wspotrzedne ukladu pierwotnego i-tego punktu,
X,, Y, - wspotrzedne ukladu wtornego i-tego punktu,

¢, d — parametry translacji,
a, b — parametry bedace funkcja skali s i kata obrotu ukladu
pierwotnego wzgledem wtdrnego.

a=ssing

b=scoso 3
Z tych zwigzkow mozemy wyznaczy¢ skalg

s’ =a® +b* (4)

oraz kat skrecenia uktadow
@ = arc tg% (%)

W procesie transformacji mozemy wydzieli¢ nastgpujace etapy
postgpowania:

- wyznaczenie parametréw transformacji,

- ocena dokladnosci parametréw transformacji 1 punktow
dostosowania,

- ewentualne ponowne wyznaczenie parametrow transformacji 1
oceny doktadnos$ci, po zmianie liczby punktéw dostosowania lub
zmianie wag wspotrzednych,

- transformacja wspoétrzednych wszystkich punktéow 2z ukladu
pierwotnego x, y do wtornego X, Y,

- ocena doktadnosci przetransformowanych wspétrzednych punktow
do uktadu wtornego,

- korekta wspotrzednych, wyznaczenie tzw. poprawki Hausbrandta.

Wyznaczenie parametrow transformacji

Parametry transformacji wyznaczymy na podstawie zwiazkow (1)
dla znanych wspotrzednych punktéw dostosowania.

Gdy 2n > u wowczas liczba rownan bedzie wigksza od liczby
niewiadomych. Wyliczone najprawdopodobniejsze wartosci parametrow
transformacji nie bgda mogly spetnia¢ dokladnie tego uktadu. Dalsza
procedura obliczen wymaga wprowadzenia do uktadu rownan poprawek.
Poprawki te zdefiniujemy jako réznicg¢ pomigdzy danymi wspotrzednymi
wtérnymi X, Y, punktéw dostosowania, a wspotrzednymi X/, ¥, tych

punktow wyznaczonymi z transformacji
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(kreski nad wspoirzednymi oznaczaja, ze sa to wspoOlrzedne punktow
dostosowania w ukladzie plerwotnym badz wtornym). Zatem:

V; = Y, )7, (6)
gdzie
X! =c+bx, —ay,
Y =d +ax, + by, 7
Wprowadzajac (7) do (6) otrzymamy
Vg ==ya+Xb+c+0-d-X
Vi = Xa+yb+0-c+d-Y,
................................................ - ®)
Vy ==y,a+Xb+c+0-d-X,
V; = Xa+y,b+0-c+d-7,
lub w og6lnej formie macierzowej:
V=AX-L 9
gdzie
’-V,\_’,- —yl fl 1 0 -/\_zI—
5 35 0 b
V?, xl 1 Z Y|
Dy | e A x| leL (10)
................... c —
V- X
i -y, X 10 d 7"
"l |z o5 0 1
Pseudoobserwacjom X, Y,..., X,,Y, mozemy przypisa¢ macierz

wariancyjno-kowariancyjnag. W praktyce najczg¢sciej jednak znamy
diagonalng macierz wariancyjna, a jej odwrotno$¢ mozemy uznaé za
macierz wagowsg

P=diaglm mi ...m2 md |’ (1)
Niewiadome X (g, b, ¢, d) wyznaczymy z rozwigzania uktadu rownan

normalnych:
X =(ATPA)'ATPL (12)
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Weryfikacja wynikéw wyréwnania

Podstawiajac (12) do (9) obliczymy poprawki V, ktérych wartosci
powinny sta¢ si¢ przedmiotem analizy. Gdy przekraczaja one ustalong
graniczng warto§¢ wowczas w dalszym postgpowaniu obliczeniowym
mozemy: zrezygnowac z punktéw dostosowania dla ktérych poprawki
przekraczaja wartosci dopuszczalne albo pozostawi¢ tego typu punkty
ponawiajac  procedure  obliczeniowa z  wagami  odwrotnie
proporcjonalnymi do kwadratow poprawek czyli

bi=—7 (13)

Pierwszy sposob postgpowania stosujemy gdy w procesie
transformacji wystgpuje duza liczba punktéw dostosowania, natomiast
drugi sposob postepowania wybieramy gdy punktéw dostosowania jest
matlo.

Oceng wielkosci poprawek wykonamy stosujac kryterium:

v<km, (14)
gdzie
k — wielokrotnos¢ btedu sredniego (zwykle k=2 lub k = 3),
m, - przecigtna warto$¢ $redniego bledu poprawki v.
Dla okreslenia bledu m, mozna zaproponowaé wzér wyprowadzony
w oparciu o twierdzenie Otrgbskiego [1]

m, = mmli (15)
r
gdzie

m,, - Sredni blad wspotrzednych my lub m;,

q — liczba obserwacji nadliczbowych,
r — liczba rbwnan poprawek.
Biorac po uwage wzory (14) 1 (15) napiszemy ostatecznie

v<km, |4 (16)

n
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Ocena dokladnosci

Podstawowym, a réwnoczesnie ogdlnym parametrem oceny
dokladnosci transformacji jest $redni blad m, wyznaczany wzorem:

viPV
mo=\/ T 17)

gdzie: u — liczba niewiadomych.
W rozpatrywanym przypadku transformacji » = 2n, u = 4, n —
liczba punktow dostosowania, stad

/VTPV
m, = 18
0 2n—4 (18)

W  literaturze geodezyjnej ocena doktadnosci w procesie
transformacji ograniczona jest najczesciej do wyznaczenia btedu m, lub

srednich bledow wspotrzednych:

\YAY, viv
m, =‘,——Xn L m, =1’ Yn s (19)

gdzie: V., V, - macierze poprawek do wspotrzgdnych X oraz Y
punktéw dostosowania,
n - liczba punktéw dostosowania,
natomiast brak informacji o $rednich bledach wspotrzednych pozostatych
punktéow, nie tylko punktow dostosowania. Mozliwos$¢ taka istnieje;
wystarczy zastosowac znane wzory na srednie btedy dowolnej funkcji. W
rozwazanym przypadku funkcje sa wyrazone wzorami (2). Dla tych
funkcji $rednie bledy wyznaczymy wzorami

my = mo\/ F, (ATPA)'FT

m,, = mo[F, (ATPA)'F] (20)
gdzie

po_|oX, oX, X, oOX,
Y |'da b oOc od

[aY,. oY, oy, aY,}
F, = i X4 24

21)
0a 0ob oOc od
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Po wyznaczeniu pochodnych czastkowych wystepujacych we
wzorach (23) otrzymamy

FX,-=[_yi x 1 O]

F,=[ x » 0 1] (22)

Podstawiajac do (20) macierze (22) oraz (ATPA)_I wyznaczone
przy realizacji wzoru (12) policzymy $rednie bledy kazdego
przetransformowanego punktu. Nastgpnie mozna policzy¢ $rednie btedy
potozenia punktow

m, =.\|my +mj (23)

Jesli wspolrzedne punktow dostosowania nie byty obarczone
blgdami systematycznymi badz grubymi to:

<
mpi_m

Sredni blad m,

dalszego wykorzystania wspotrzednych przetransformowanych punktow.
Jesli wspolrzedne te maja spelnia¢ warunki doktadnosciowe punktow
osnowy zaliczanych do okreslonej klasy doktadnosciowej to na przykiad
dla osnowy szczegdtowej 111 klasy nalezatoby przyja¢ m,,,, = 0,10 m.

Problem oceny dokladnosciowej transformacji mozna by na tym
zakonczy¢ gdyby dla punktéw dostosowania przyja¢ wspotrzedne wtorne
obliczone z transformacji. Najcz¢éciej jednak dla punktow dostosowania
pozostawia si¢ tzw. wspotrzedne katalogowe. W tym przypadku, w celu
zminimalizowania deformacji sieci po transformacji (naruszenie warunku
podobienstwa), wyznacza si¢ tzw. poprawki posttransformacyjne
Hausbrandta dla punktow ktore posiadaty tylko wspoétrzedne pierwotne.
Wzory te majq nastgpujacq postaé:

Z": (r iV, ) i (rji Vs )

p dop (24)
ustalamy w zaleznosci od celu transformacji i

VX, = : v, =&=—— (25)
Jj=(,2,..,¢e)
i=(1,2,..,n)

gdzie
e — liczba punktow posiadajacych tylko wspolrzedne pierwotne,
n — liczba punktéw dostosowania,
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1 1
Gi_d_/?i_(Xi—Xj)z“L(Yi_Yj)z

d;- odlegto$¢ transformowanego j-tego punktu od i-tego punktu

(26)

dostosowania.
Ostateczne wspoétrzedne punktdw wylicza si¢ wzorami:
éi = Xj —Vx j
g i Y; -7, X; (27)

W tym przypadku komplikuje si¢ ocena dokladnosci, ale mozna jg
wykonac.

W zwiazku z tym napiszemy macierzowa, szczegolowa forme
wzoru (27) dla wszystkich transformowanych punktéw (z wyjatkiem
punktéw dostosowania):

FLIW F_yl X 1 0_1 Rlxl Rlxl o RC"T VflT
a ;
Y, x » 01 b Rl},ll R, - Rl},)n V?,
S 2 | B e PO : (28)
c
ée - ye xe 1 0 d Rex,l R:,Z o R:y” V’?n
Lo L v O U Ry R, R
gdzie
rj,.
Rj,- = '—”—— (29)
27
i=]
R, R}, - parametry zwigzane z wyznaczeniem poprawki ij Wy,
Formg (28) mozemy zapisa¢ w nastepujacej ogdlnej postaci:
W=AX-RV (30)
Podstawiajgc (9) oraz (12) do (30) otrzymamy po przeksztalceniach:
W=[(A-RAIN'TA'P+R]L 31
gdzie
N'=(A’pPA)!

Stosujac do funkcji (31) prawo kowariancji otrzymamy
Cw=[(A-RA)N"' AP+ R] C_ [PAN(AT-ATRN}4R"] (32)
Cw — macierz kowariancji wektora wspotrzednych é,— , lj ,
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Cp — macierz kowariancji wektora wspétrzednych X,, Y, punktéw

dostosowania.
Uwzgledniajac w (32) zwiazek
CL=mg P! (33)
po wykonaniu przeksztalcen dojdziemy do ostatecznej postaci:
Cw=mo[AN'AT—RA N A’PT+ RP'R] (34)
gdzie
Ty, Cyy, Crox. Cxo,
Crox, Iy, Crx. Cro,
Cy=| : : : : (35)
Cr.r, Cxu, e, Cxox
Crox, Cr, Crox, Er. |

Zy , Z, -wariancje wspltrzednych X, Y,
Cy y, - kowariancje pomigdzy wspotrzednymi X, Y.

Pelna macierz wariancyjno-kowariancyjna Cw migdzy innymi
moze by¢ wykorzystana do wyznaczenia elementdéw elips bledow
natomiast jesli w ocenie doktadnosciowej ograniczymy si¢ wytacznie do
estymatorow wariancji tj. do $rednich bledow wspotrzgdnych to mozemy
je wyznaczy¢ wzorami:
my =my|A N"AL -R,ANTATR} +R, PR} (36)

=

m, = mo\/AnN"A; ~R,AN"ATR] +R, PR} (37)

gdzie
Ay, A, R, , R, -i-te wiersze w macierzach A oraz R.

Sredni btad polozenia transformowanych punktéw

my = ,/mii +mz'_ (38)
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Whioski koncowe

Przy wyznaczeniu parametréw transformacji powinny by¢
uwzgledniane wagi wspolrzgdnych punktéw dostosowania, przynajmnie;
wspolrzednych w ukladzie wtornym. Szczegolnie jest to zalecane, gdy
wartosci bledow wspotrzednych sg zréznicowane.

Ocena doktadnosci transformacji nie powinna by¢ ograniczona do
wyznaczenia parametrow my wzorem (18) badz my, my wzorami (19),
poniewaz jest to ocena przyblizona.

Doktadniejsza oceng mozemy uzyskaé stosujagc zaproponowane wzory
(20) badz (35+37).
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