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Z DOSWIADCZEN W KSZTALCENIU MATEMATYCZNYM
SEUCHACZY SJPC WSP W RZESZOWIE

Zaznaczamy na wstepie, ze nie prowadziliSmy odpowiednio przygoto-
wanych metodologicznie badan, ktorych celem bylaby diagnoza przygoto-
wania matematycznego sluchaczy rozpoczynajacych nauke w Studium
i ich wplyw na koncowe wyniki nauczania. Pragniemy jedynie zaprezen-
towaé obserwacje i wynikajace z nich wnioski, jakie nasunely si¢ prowa-
dzacym zajecia z matematyki. Zajecia prowadzono czterokrotnie z tzw.
grupami ekonomicznymi lub politechnicznymi obejmujacymi lacznie okolo
80 osob. Roczny wymiar godzin dydaktycznych z matematyki wynosit
150. Nasi stuchacze rekrutowali si¢ z panstw Wspdlnoty Niepodleglych
Panstw bylego Zwiazku Radzieckiego (WNP): Kazachstanu, Ukrainy, Ro-
sji, Biatorusi. Ich rodzimym, uzywanym w szkole jezykiem byl rosyjski
lub ukrainski.

Nasze obserwacje dotycza:

— przygotowania merytoryczoego stuchaczy,

— programu ksztalcenia matematycznego w Studium,

— sposobu realizagji tegoz programu w powiazaniu z nauka terminologii
i jezyka matematyki po polsku.

Przegladajac programy nauczania matematyki w szkole §redniej u naszych
wschodnich sasiadéw' i pordwnujac z programem liceum ksztalcacego profil
podstawowy (program minimum) w Polsce widaé, ze haslowo niewiele sig
roéznig. W programach wschodnich brak:

~ oddzielnych wiadomosci dotyczacych zagadnien logicznych i teorio-
mnogosciowych,

— kombinatoryki i rachunku prawdopodobienistwa.

5 ohh 5

'Matiematika, Programma dla sriedniej j szkoly, jt j po

bazisnomu uczebnomu planu, Moskwa 1991.
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Niestety nie dysponujemy analizg poréwnawczg realizacji tych programéw
w Polsce. Baza do obserwacji, wniosk6w i poroéwnan sa jedynie stuchacze
SIPC i studenci WSP kierunkéw §cislych (matematyki, fizyki, wych. tech-
nicznego).

Pierwsza z uwag, jaka zglaszaja wszyscy prowadzacy zajecia w Studium,
to fakt kazdorazowego duzego zrdznicowania stuchaczy pod wzgledem
wiadomosci i umiejetno§ci z matematyki z przewaga osob bardzo slabo
przygotowanych. Wplynal na to w sposob oczywisty splot uwarunkowarn
geograficznych, socjologicznych, rozmaitoSC ukonczonych szkoél, uzdolnien,
ambicji, checi i mozliwoSci kandydatéw. Niemniej stan taki wymaga daleko
posunigtej indywidualizacji nauczania.

Dla wydobycia charakterystycznych elementéw w przygotowaniu mate-
matycznym naszych stuchaczy ograniczymy si¢ do obszaru wiedzy wspol-
nego w programach szkét! w Polsce i WNP. Sprobujmy chociaz z grub-
sza okre§li¢ i oznaczy¢ rOzne poziomy przyswojenia wiedzy matematycz-
nej w zakresie:

1) algorytmicznego ujecia tresci matematycznych,

2) pojeciowego rozumienia matematyki.

Aspekt 1) to wszelkie algorytmy, mechaniczne rachunki, szablonowe
i typowe zadania; aspekt 2) to znajomo$C pojeC i ich wiasnosci oraz
szerokie ich stosowanie do rozwiazywania zadan i problemow.

W zakresie aspektu 1) — niech A;, A,, A3 stanowia gradacjg ku goérze od:

— wykonywania typowych algorytméw, rachunkéw, przeksztalcen z bledami
i potknieciami (A;),

— poprzez poprawne lecz mechaniczne wykonywanie tych operacji (A,),

— po wykonanie ich z pelnym rozumieniem umozliwiajacym korekte
przypadkowych bledow (Aj).

W zakresie aspektu 2) — niech poziomy P;, P,, P; oznaczaja:

— znajomo$¢ ,,ze slyszenia” definicji i twierdzen ale z usterkami (Py),

— bezbledna, czysto pamigciowa znajomoSC poje¢ i wlasnosci (Pp),

— rozumienie poje¢ i ich wlasnodei umozliwiajace stosowanie ich w za-
daniach (P3).

Daje si¢ zauwazy¢, ze poziomy A; oraz Py lacza operacyjne i pojgciowe
tresci matematyczne.

Otoéz druga uwage, jaka zglaszaja wszyscy prowadzacy zajecia to fakt,
iz nasi stluchacze prezentuja bardziej przygotowanie algorytmiczne niz
pojeciowe. Podstawowe w matematyce pytanie ,,dlaczego?”’ budzi u naszych
stuchaczy niejakie zdziwienie. Odnosi si¢ wrazenie, ze nie przywykli do
uzasadniania odpowiedzi, analizowania réznych mozliwosci, zastanawiania
si¢ nad przyczyna zaistnialego bledu czy sprzecznosci. Klopoty nie s3 natury
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jezykowej, gdyz dopuszcza sig tez mozliwoSC uzasadniania odpowiedzi
w jezyku rodzimym stuchacza.

Rokrocznie zdarzaja si¢ osoby prezentujace poziomy najnizsze (A, P).
Pamietajag oni jakic§ algorytmy, reguly, lecz niedokladnie i myla si¢ juz
w rachunkach na liczbach rzeczywistych czy wyrazeniach algebraicznych.

Poziomy ,,wysokie” (Aj, P3), jakie zaobscrwowalismy, to znow kazdo-
razowo kilka oséb (3-5). Liczniejsza jest grupa typu (A,, P,) sluchaczy,
ktoérzy bezblednie wykonuja rachunki i szablonowe zadania, ale gorzej jest
z uzasadnianiem sposobdw rozwiazania. Najczgstszy przypadek (ok. 60%)
to wiedza na poziomie (A;, Pj), maks. (i, j) = 2.

Przedstawiciel tej grupy umie rozwigza¢ typowe réwnanie lub nieréwnosc,
rozwigzaC proste zadanie geometryczne, jesli podpowie mu si¢ odpowiednie
twierdzenie, mechanicznie policzy¢ granicg ciagu czy funkcji, czasem — po-
chodna. Przy czym poziomy (A,, P;) sa czgstsze niz (A1, Py) czyli bardziej
»algorytmiczna’ wiedza jak ,,pojeciowa’.

Podsumowujac oceng¢ przygotowania matematycznego stuchacza rozpo-
czynajacego nauk¢ w Studium mozna powiedzie¢, ze w zakresie wspolnych
tredci programowych jest ona poréwnywalna z wiedzg naszego absolwenta
licoum o profilu podstawowym, ktéry uzyskal na $wiadectwie maturalnym
ocen¢ dostateczng. Ograniczenie si¢ do zadan typowych, szablonowych, do
mechanicznych rachunkéw, mglista znajomosé pojeé i ich wlasnoéci, ucieczka
od wszelkiego objas$niania i dowodzenia to znany i u nas bardzo czesty
koniec edukacji matematycznej w szkole éredniej.

Chcemy jeszcze zwrdci¢ uwage na pewnag roznice jakosciowa zilustrowanag
na jednym przykladzie. Wezmy typowe zadanie:

Rozwigzaé nierownosé:

x*(x-1 <0
x-3)’ ’

i przytoczymy trzy typowe sposoby rozwiazania (przytaczamy wiernie,
nawet z bledami)

1a)
x* (x-1) <0 o x*(x-1) —0v x? (x-1) <0<
(x-3) -3 (x-3)
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x=0vx=1vxe(l3)exe{0} v 3

Rozwiazanie ucznia z Polski, liceum ogoélnoksztalcace, profil mat.-fiz.
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Rozwiazanie ucznia z Polski, technikum.
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Rozwiazanie poczatkujacego stuchacza Studium z Ukrainy.

Wykresy funkcji liniowych i kwadratowej w odpowiedziach 1la), 1b)
wskazuja, ze uczen odczytuje tu znak odpowiedniej funkcji w przedziale
,.catosciowo” patrzac na wykres. W odpowiedzi 2) znak funkcji wymiernej
po lewej stronie nier6wnosci ustalony jest poprzez wyliczanie wartosci dla
konkretnej liczby wybranej z danego przedziatu.

Niestety zaden ze studentéw Studium postugujacy si¢ ta metoda nie
wiedzial, dlaczego wystarczy wybra¢ jedna liczbe w przedziale migdzy
miejscami zerowymi i znak wartosci funkcji dla wybranej liczby okresli juz
znak w catym przedziale. Odpowiednia wlasnos¢ funkcji ciaglej na przedziale
byta nieznana lub zapomniana.

Obie metody: 1) i 2) maja swoje zalety. Metoda 1) rozwija logiczne
myS$lenie, utrwala wilasnosci dziatan arytmetycznych i wiasnosci funkcji
liniowej i kwadratowej. Zaleta metody 2) jest wiasnie to, ze zwalnia od
myslenia i zadanie sprowadza do prostego rachunku. Lecz moze skutkiem
tej bezmyslnosci jest blad w 2) i pominigcie liczby x = 0 w rozwigzaniu.

Niezaleznie od omawianego przykladu, stosowanie rachunkéw na liczbach,
liczenie przyblizen na kalkulatorach, np. dla znalezienia ewentualnej granicy
ciagu, liczenie wielu wartosci funkcji celem sporzadzenia jej dokladniejszego
wykresu, jak w ogéle bardzo staranne prowadzenie notatek, ladne rysunki
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geometryczne i porzadne pisanie na tablicy to rowniez cechy charakterystyczne
zaobserwowane u stuchaczy Studium.

Jakie wnioski wyplywaja z tych wszystkich obserwacji? Podejscie rachun-
kowo-praktyczne warto chyba pielggnowaé u naszych stuchaczy grup ekono-
micznych i politechnicznych, skoro dalsze ich ksztalcenie matematyczne
pojdzie w kierunku zastosowan matematyki. Jednak, zachowujac stosowne
proporcie, trzeba przyzwyczajaé stuchaczy do analizowania probleméw, stawia-
nia pytan, uzasadniania odpowiedzi, trudno bowiem zrezygnowaé z tego co
najistotniejsze w ksztalceniu matematycznym. Tym bardziej ze ,,zdegenerowa-
ny formalizm™ i §lizganie si¢ po powierzchni wzoréw jest czgsto obser-

wowanym przypadkiem. Klasyczny przyklad rachunkui /a’+ b?=a+b

jest teraz tylko zastapiony liczeniem pochodnej: I:MjI = .[__Q_CL itp.
_ g(x) g (%)

Wydaje si¢ zatem, ze podstawowy cel merytoryczny, jakim jest uzupelnienic
wiedzy do pensum, obowiazujacego w programie polskiej szkoly Sredniej,
powinien by¢ poszerzony o ukierunkowanie juz posiadanej wiedzy ku
pojeciowemu rozumieniu tre$ci matematycznych przy rownoczesnym utrwalaniu
algorytmicznego i szerzej, operatywnego podejécia w matematyce. Tresci
programowe, ich uszczeg6lowienie i kolejnos¢ mogtyby zosta¢ indywidualnie
uzgodnione np. w oparciu o prezentowane w skrypcie?.

Sa one nastgpujace:
1. POJECIA WSTEPNE
1. Cyiry, liczby naturalne i catkowite.
2. Dzatlania arytmetyczne.
3. Figury geometryczne.
4. Ulamki zwyczajne i dzesigine. Relacje mmiejszosci i wigkszosci.
5. Liczby parzyste, nieparzyste, wymierne, niewymierne i rzeczywiste.
1. DZIALANIA NA WYRAZENIACH ALGEBRAICZNYCH
1. Pot¢ga o wykladniku naluralnym, calkowitym, niamkowym.
2. Wielomiany. Wzory skréconego mnozenia.
III. ZBIORY, ELEMENTY LOGIKI
. Zbiory liczbowe. Przedzialy liczbowe.
. Suma, réznica, iloczyn zbioréw.
. Relacje miedzy zbiorami.
Zdanie w logice.
Negacja, koniunkcja, alternatywa, implikacja i rownowazno$¢ zdan.
. Podstawowe prawa logiczne. Metoda zero-jedynkowa.
. Funkcja zdaniowa. Kwantyfikatory.
IV. FUNKCJE ELEMENTARNE
1. Pojecia wstepne.
2. Pojecie i wiasnoéci funkgcji jednej zmienne;.
3. Wielomiany.

- N N N

2 A. Frieske, B. Czernik, Matematyka, Skrypt dla sluchaczy grup ek icznych
Studium Jezyka Polskiego dla Cudzoziemcéw, 1.6dz 1988.




Z doswiadczer w kszlaloeniu mat y 265

Vi

-

4. Funkcja liniowa.

5. Funkcja kwadratowa.

6. Funkcja homograficzna.

7. Funkcja wymierna.

8. Funkcja potggowa i funkcja odwrotna.

9. Funkcja wykiadnicza.

10. Funkcja logarylmiczna.

11. Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne.
12. Funkcja zlozona.

ROWNANIA I NIEROWNOSCI

1. Okresleni ia i nierd §ci
Rozwigzywanie réwnan z jedna niewiadoma.
Rozwigzywanie réwnan z wieloma niewiadomymi.
Rozwigzywanie nieréwnosci z jedna niewiadoma.
Uktady nieréwnosci.

Roéwnania i nieréwnosci z modutami.

. Zadania z parametrem.

CIAGI LICZBOWE

1. Indukcja malematyczna.

2. Ciagi liczbowe.

3. Granica ciagu.

4. Suma nieskornczonego ciagu biez

Ne M N

VII. RACHUNEK ROZNICZKOWY 1 CALKOWY

1. Granica funkeji.

2. Ciaglos¢ funkcii.

3. Pochodna funkeji.

4. Roézne interpretacje pochoduej.

5. Ciagloéc a rézmiczkowosc.

6. Zastosowanie pochodnych do obliczania granic wyrazen nieoznaczonych.
7. Badani funkcji za p a2 pochodnej funkcji.
8. Ekstrema funkgji.

9. Wklestosé i wypuklos¢ krzywej. Punkt przegigcia krzywej.

10. Asymptoty krzywej.

11. Badanie zmiennosci funkcji.

VHI. ELEMENTY GEOMETRII ELEMENTARNEJ I ANALITYCZNEJ

IX.

od

1. Iloczyn skalarny wektoréw. Wyznacznik pary wektoréw. Pole réwnolegtoboku i tréjkata.
2. Linia prosta na plaszczymle

3. R6 ja i najwaz ¥ Sci okregu, elipsy, hiperboli i paraboli.
RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

1. Symbol Newtona.

2. Kombinatoryka.

3. Zdarzenia.

4. Prawdopodobienstwo.

5. Prawdopodobierisiwo warunkowe i calkowite.

6. Schemat Bernoulliego.

7. Zmienna losowa.

Sposobu realizacji tych zamierzen merytorycznych nie mozna oderwaé
celu ,jezykowego™ ksztalcenia w Studium, tj. od nauki podstawowej

terminologii matematycznej, czy szerzej, jezyka matematyki po polsku.
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Wiadomo, iz rozumienie tekstu matematycznego, mowionego czy pisanego,
odbywa si¢ w dwoch warstwach: jezykowej 1 matematyczoej. Warstwa
matematyczna jest wtdrna i sama wielowarstwowa. Mozna bowiem rozumicc¢
tekst tylko formalnie — stowo po slowie, zdanie po zdaniu. Rozumienie
moze by¢ glebsze, operacyjoe, pozwalajace dang definicjg, wzoér czy twierdzenie
zastosowaé. Czy wreszcie moze to by¢ rozumienie strukturalne®. Rozumienie
nigdy nie jest zamknigte, poszerza si¢ wraz z poszerzaniem horyzontéw
matematycznych uczacego sig.

Jezeli tekst matematyczny po polsku jest czysto werbalny i nie zawiera
zadnych elementéw uniwersalnego jezyka sambolicznego, to bez znajomosci
jezyka polskiego czytelnik jest zupelnie bezradmy, nie rozumie niczego.
Sytuacja jest korzystniejsza, gdy spora cze$¢ tekstu wyrazona jest w jezyku
symbolicznym. Na$ladujac znane powiedzenie H. Poincarégo, iz ,jezyk za
matematyka pracuje” moglibySmy powiedzie¢, z pewna doza humoru, ze
,.Symboliczny jezyk matematyki pracuje podwdjnie za nauczyciela matematyki
w SJPC”.

Dokladniej, pracuje w takim stopniu, w jakim nasi sluchacze ten jezyk
uniwersalny znaja i rozumieja treSci matematyczne, jakie on przekazuje.
Symbolika literowa, logiczna, klasyczny rysunck geometryczny, grafy, tabele,
wykresy, modele materialne — to jezyk, w ktérym mozna zakodowaé cala
matematyke. Chociaz tak przesadnego formalizmu nikt w nauczaniu nie
stosuje, jest to jednak znakomite narzedzie, ,trzeci jezyk” wspomagajacy
nauk¢ matematyki w jgzyku obcym dla ucznia.

Zastanéwmy si¢, jak wykorzystaé tego ,,pomocnika”. Wykorzystaé
mozna go juz w I rozdziale naszego programu poswigconym dzialaniom na
liczbach i wyrazeniach algebraicznych. Rozdziat ten jako wstgpny, o malym
stopniu trudnoéci matematycznych, sprzyja uczeniu podstawowej terminologii
po polsku, w skromnym zakresie, jesli chodzi o uzywane stownictwo po
polsku. Bogactwo wyrazed symbolicznych zrownowazy bowiem to ubogie
stownictwo. Z tych samych wzgleddow nastepny do realizacji mogtby by¢
rozdzial V: Réwnania i nierdwnosci, gdzie jest duzo symboli a malo stow
i mozliwo$¢ uzywania wciaz tych samych zwrotow preferuje ten rozdziat
do treningu jezykowego. Jesli jednak przypomnimy sobie nasz cel merytoryczny
— wyprostowanie wiedzy sluchaczy ku rozumieniu pojeciowemu, to pierw-
szefistwo nalezaloby sie rozdzialowi: Funkcje elementarne. Ogoblne wiasnosci
funkcji stanowia bowiem uzasadnienie dla algorytméw, stosowanych w roz-
wiazywaniu rOwnan i nierdOwnosci. Problematyczne jest tez miejsce rozdziatu:
Elementy logiki. Z jednej strony powinien by¢ jak najwczesniej, gdyz daje
wygodne logiczne i mnogosciowe symbole. Przyswojony ze zrozumieniem
procentuje w przyszlosci, jest tym pomocnikiem, ktory pracuje czgSciowo

3 Z. Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, Warszawa 1980.
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za matematyka. Kazdy, kto uczyl tej problematyki, wie jednak, jak jest
ona trudna w nauczaniu, nawet bez klopotow jezykowych.

Wymienione wyzej trzy rozdzialy stanowi¢ by mogly bazg programu
i by¢ realizowane w I semestrze. Poza realizacja podstawowego celu
merytoryczno-jgzykowego, dawalyby one takze powtorke najlepiej opano-
wanych w szkole wiadomosci, co podnositoby wiarg stuchaczy we wiasne
mozliwosci i dawalo motywacj¢ do dalszego wysilku.

W miarg przybywania tresci i zwigkszania trudnosci zarowno w przy-
swajaniu pojg¢ (np. pojecia granicy, ciaglosci funkcji), jak i w zadaniach,
jezyk symbaliczny i ubogie stownictwo przestaja wystarczac. Rodzi sig
pytanie: w jakim stopniu dopuszcza¢ uzywanie przez stuchaczy ich jezyka
rodzimego (rosyjskicgo, ukrainskiego)?

Tu zdania naszych wykladowcoéw sa podzielone. Zwolennicy opcji
,,matematyczno-jgzykowej” uwazaja, ze nauka nowego jezyka to proces
dlugotrwaly. Przedzial czasowy jednego roku i 150 godzin dydaktycznych
to za malo. Jest to jednak wystarczajacy wymiar do ugruntowania wiedzy
matematycznej i poszerzenia jej oraz do nauki tylko podstawowej ter-
minologii po polsku. Dopuszczaja wigc uzywanie na zajeciach jezyka
rodzimego stuchacza, stosuja podrgczniki po rosyjsku i ich wierne prze-
klady na jezyk polski. Daza jednak do tego, by tres¢ matematyczna,
kiedy zostanie zrozumiana w warstwie merytorycznej, zostala wypowie-
dziana (przynajmniej przez prowadzacego) po polsku i tak tez zapisana
przez studentow.

Trzeba powiedzieC, ze stuchacze niechetnie ucza si¢ nowych treéci po
rosyjsku. Wydaje im si¢ to strata czasu. Lecz — zdaniem prowadzacych
— ulegaja zludzeniu, iz trudnosci matematyczne bedzie mozna obej§¢ uczac
si¢ terminologii badz calych zwrotéw po polsku na pamiec, a potem tylko
je powtarza¢ najchetniej w szablonowych i podobaych zadaniach. Czesto
tez pozoruja trudnosciami jezykowymi klopoty matematyczne. Tym bardziej
nalezy domagaé si¢, by wykazali si¢ wiedza matematyczna w jezyku im
blizszym.

Zwolennicy opcji jezykowo-matematycznej maja priorytety dokladnie
odwrotne. Twierdza, ze nauka matematyki to réwniez proces dlugotrwaly
i nie ma szansy na powtérzenie i rozszerzenie wiedzy z 10-letniego programu
nauki u osoby, ktéra jest slabo przygotowana, za§ dobrze przygotowanemu
studentowi szkolna wiedza prawie wystarczy. Natomiast kazdego z nich
nalezy wyposazy¢ w mozliwic najszersza terminologi¢ z otoczka jezykowa,
by mégt czu¢ si¢ pewniej jako przyszty shuchacz wykladéw i czytelnik
polskich podrecznikéw akademickich. U tych prowadzacych zajecia obniza
si¢ raczej prog trudnosci matematycznych i wolniej, lecz konsekwentnie
uzywa jedynie jezyka polskiego wspomaganego uniwersalnym symbolicznym
Jjezykiem.
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Niektorzy z prowadzacych wybierali tu zloty srodek dzielac tygodniows
porcje 5 godzin dydaktycznych na 3 4+ 2 albo 2 + 3, czyli 3 godziny
matematyczno-jgzykowe i 2 godziny jezykowo-matematyczne albo odwrotnie.
Oczywiicie proporcje te mozna zmienia¢ w zaleznosci od zaawansowania
matematycznego i jezykowego stuchaczy. Skrajoe przypadki 5 + 0 to opcja
matematyczno-jgzykowa, 0 + 5 — jezykowo-matematyczna.

Przytoczymy na koniec dostowna wypowiedz jednego z prowadzacych
zajecia na temat formy zajgc.

A P

»Pamigtam pierwsze zajecia, kiedy chcialem bardzo p ¢ swoim st
to w dobrej intencji. Okazuje sig, ze szybka i duza pomoc w istocie dziala przeciwko osobxc
uczacego si¢. Pokazujemy mu tylko wiedzg i to, ze nie potrafi on sam czego§ zrobic i ze
nalezy to zrobi¢ szybcle], inaczej. Jednak kazdy czlowick moze by¢ w pehi aktywny, gdy
dziata z poczuciem b istwa, gdy ma p ie sensu tego, co robi i gdy doswiadcza
powigzania migdzy wiasnym wysitkiem wkiadanym w dzialanie a uzyskiwanym efektem.

Kiedy nasz stuchacz podejmuje rozwiazanie jakiego$ zadania, to zwracam uwagg, ile ma
czasu na jego wykonanie, czy ma dostep do réinych pomocy dydaktycznych, mogacych poméc
w jego rozwiazaniu (siatki bryl, stownik, tablice matematyczne itp.; potrzeba takich pomocy
dydaktycznych to w ogole osobne zagadnienie, o ktérym nalezy dyskutowac).

Nie cheg, aby stuchacz uzywal swojej wiedzy do chronienia sneblc (lzn. nie cheg go ocemac
sprawdzag, poréwnywac), ale zeby jego wiedza uzyta byla do sw- d ), 1W0
rozwazania mozliwych rozwigzan. U iam si¢ ze stuch e moéwimy ly)ko w j@zyku
polskim, chociaz niekiedy bywa on bardzo ubogi, zredukowany nawet do pojedynczych stow”.




