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Macierze brzegowe w  niektórych metodach wykrywania oraz 
mierzenia natężenia współliniowości

The Borderline Matrix in Selected Methods of Detecting and Measuring the
Intenity of Collineation

Niech x  oraz X  oznaczają zbiór zm iennych X i ,  JC2, Xjc oraz m acierz 
(o w ym iarach n x k ) ,  której elem ent jes t w artością j - tej zm iennej d la  i 
- tej obserw acji ( i= l,2 ,. .. ,n ; j= l ,2 , . . . ,k ) ,  czyli

x  =  № , x 2, . . .x *}

zas

X  =
*11 X12 Xlk
X2 1  X2 2  * • • X2k
x n l %n2 ’ ’ ’ %nk

W lite ra tu rze  przedm io tu  rozróżnia się dw a rodzaje współliniowości; współlinio- 
wosć algebraiczną oraz sta tystyczną .

Definicja 1
Zm ienne X \ , X 2 , ..-Xk  są współliniowe algebraicznie w tedy  i tylko 

w tedy, gdy r z ( X )  < k , gdzie r z ( X ) oznacza rząd macierzy X. Definicja
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ta  je s t równoważna stw ierdzeniu, że zjawisko wspólliniowości algebraicznej 
w zbiorze x  w ystępuje w tedy i tylko w tedy, gdy

k

V  A  =  °
fi 6  R k •6{l,21...,n> j =1

P #  0

gdzie fij je s t j - tą  w spółrzędną w ektora
Definicja 2
Zmienne X \ , X 2 , X ^  są współliniowe sta ty styczn ie  w tedy i tylko 

wtedy, gdy co najm niej jed n a  z nich je s t silnie skorelow ana z pozostałym i.
Specyficzny charak ter zm iennych ekonom icznych spraw ia, że w eko­

nom etrii p rzy d a tn a  jes t przede w szystkim  definicja wspólliniowości s ta ty ­
stycznej. Dane em piryczne najczęściej m ają postać  szeregów czasowych. Dla 
tak ich  danych współliniowość jes t zjaw iskiem  typow ym , gdyż często m ają 
one tendencję do podobnego kształtow ania się w czasie. W przypadku  d a­
nych przekrojowych występowanie wspólliniowości tłum aczy się najczęściej 
tendencję do dość proporcjonalnego zm ieniania się obserwowanych wielkości 
na  skutek zm ian jednostk i obserwacji.

W niniejszym  artyku le przedstaw iam y zastosow anie m acierzy brzego­
wych w w ybranych m etodach  wspólliniowości, jak  m eto d a  F arra ra -G lau b era , 
Schipsa-S tiera oraz Theila.

Niech R — [r,y] ( i , j  =  1 ,2 ,...,  k ) będzie m acierzą korelacji d la  zm ien­
nych zbioru { X \ ,  X 2 , Xk ) .

D. E. F arrar i R. R. G lauber1 p roponują  tak ą  m etodę w ykryw ania 
wspólliniowości w której określają m iarę 19j postaci:

~  j+i...k ~  Ro.i...k { j  =  I» 2, ( l)

gdzie R j.i...j- ij+ i...k  oznacza w spółczynnik korelacji w ielorakiej m iędzy 
zm ienną X j  a pozostałym i zm iennym i zbioru x> zaś Ą u ...*  j es  ̂w spółczynni­
kiem  korelacji wielorakiej między zm ienną ob jaśn ianą Y  a zm iennym i 
objaśniającym i X i ,  X 2 , •••A’*. . J.eżeli

V  ; <? < o,
j e {  1,2,...,*}

XD.E. Farrar, R.R Glauber: Multicollineary in Regresion Analysis: The Problem 
Revised "Review of Economics and Statistics 1967, vol. 49; Theil H.: Principles of 
Econometries North - Holland Publishing Company, Amsterdam - London 1971.
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to  w zbiorze x  n ie w ystępuje zjawisko współliniowości. Jeżeli

A  * i  >.

to zm ienne zbiory \  są współliniowe.
W iadom o, że współczynniki Rj. i . . . j -i  j+i...,k ~ Rq.i ...k w yrażają się od­

powiednio wzorami:

«0.1...* =  <J(RP)T R - l R° ,  (3)

gdzie Rj j  je s t podm acierzą macierzy R  pow stałą przez skreślenie j-tego  wier­
sza oraz j-te j kolumny,

(i?) =  [ +

( R° ) T -  [rYX i r Y X 2 - r Y X k}

zaś r y X j  oznacza współczynnik korelacji między zm ienną ob jaśn iającą Y  i 
zm ienną X j .

Oblicznie współczynnika -fty.i...y-i y+i...* oraz Rq.i ...Ic odpow iednio ze 
wzorów (2), (3) sprow adza się przede wszystkim  do w yznaczenia m acierzy 
odw rotnych  (.Ryj)-1 i i?- 1 .

Aby tego uniknąć współczynniki te m ożna w prosty  sposób wyznaczyć 
korzysta jąc z m acierzy brzegowych w oparciu o następujące dw a tw ierdzenia. 

Tw ierdzenie l 2
Jeżeli m acierz w ew nętrzna A macierzy brzegowej Ai zdefiniowanej 

następu jąco

M = \ A  f \ , (4)O Z
J (k + l ) z (A :+ l )

gdzie A -  {ai,} (itj  =  1 ,2 ,..., k),
9 [9i,92, "'ły/c]*
/ T = [ / l , / 2 , •..,/* ], 
z €E R  (R -  zbiór liczb rzeczywistych) 
jest nieosobliwa, to

detA\ . ,
-dTt.A= Z ~ gA f ■ (5)

2M. Kolupa: Macierze brzegowe w badaniach ekonometrycznych, PW E War­
szawa 1982.
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Tw ierdzenie 23
Jeżeli m acierz brzegową A \  daną wzorem  (4 ), której m acierz w ew nę­

trzna A  jest nieosobliw a, sprow adzam y do górnej m acierzy trójkątnej D , 
to

d e t A l  -  A ( r t
* łA  ~  d '  (6)

gdzie d jest elementem macierzy D stojącym w jej prawym dolnym rogu. 
Na mocy twierdzenia 1 oraz wzorów (2) i (3) współczynniki: 

j| ...jfc, Ro.i...* wyrażają się wzorami:

(V

gdzie

(8)

(9)

(10)

Obliczanie ilorazu IdetR11 , IdetR1 
y detRjj 1 V detR

wykonujemy zgodnie z twierdzeniem

2. W tym celu należy sprowadzić macierze i?11, R1 do górnych macierzy 
trójkątnych wykonując odpowiednie przekształcenia elementarne. Wówczas 
elementy stojące w prawych dolnych rogach tak otrzymanych macierzy są 
równe wspomnianym wyżej ilorazom, czyli współczynnikowi R?A

o r a z  * 0 .1 ...* -
B. Schips i W. Stier4 jako miarę natężenia współliniowości proponują 

współczynnik A określony wzorem

^ ~  R%.l...k ~ r Y X j -  
3=1

11

3 Ibidem.
4B. Scips, W. Stier: Bestimmung der Answirkung von Multikollinearität zwi­

schen den erklärenden Variablen in linearen Regressionsmodellen auf Kleinst - Qu­
adrate Schätzwerte durch Simulation, "Statistische Hefte” 1971, nr 2.
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W spółczynnik ten  przyjm uje wartości z przedziału < - k  -f 1 ,0  > . Schips i 
S tier tw ierdzą, że jeżeli A =  0, to  zmienne X i , X 2 , ..., X]ę nie są skorelow ane. 
W przeciw nym  w ypadku, gdy A ^  0 zmienne X \ t X 2} -■■,X]e są  skorelow ane. 
N atężenie współliniowości w zbiorze x  j es  ̂ tym  większe, im bardziej A różni 
się od zera. W powyższej m etodzie współcznnik Ro.\...k  również m ożna obli­
czyć na  podstaw ie wzoru (8) i tw ierdzenia 2.

W pracach  G ruszczyńskiego5 i Theila, jako  m iarę natężenia  wspóllinio- 
wosci p roponuje się współczynnik

k

& — ^0.1 ...* ~  £ ( * o 2.i...*  ~  ^ 0 .1 . . .y - l /+ l . . .* ) -
3 = 1

W spółczynnik t? podobnie A je s t m iarą  należącą do przedziału < — k +  1 ,0  > 
i jego m ała  w artość świadczy o silnej współliniowości w zbiorze x • D ° obli­
czania w spółczynnika t? m ożna również w ykorzystać tw ierdzenie 1 i 2. 

W iadom o, że

=  ( j  =  1 ,2 ,

s tą d  n a  m ocy tw ierdzenia 1 współczynnik w yraża się wzorem

gdzie

przy czym  Rfj oznacza w ektor postaci

[ r Y X i + l ~ r Y X k]-

Z kolei aby  wyznaczyć iloraz należy w ykorzystać tw ierdzenie 2
detR j j

i sprow adzić m acierz R!^ (w ykonując przekształcenia elem entarne) do 
p ostaci górnej m acierzy tró jk ą tn e j. E lem ent stojący w praw ym  dolnym  
rogu tak  o trzym anej m acierzy będzie równy kw adratow i w spółczynnika 
-Rb.i...j'-li+i...Jb* W spółczynnik Ro.i...k  m ożna również obliczyć korzysta jąc 
z w zoru (8) i tw ierdzen ia 2.

5H. Gruszczyński: Współliniowość zmiennych i jej wpływ na estymację modeli
ekonometrycznych. Praca doktorska, maszynopis, SGPiS, Warszawa 1977.
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Poniżej przedstaw iam y przykład liczbowy ilustru jący  zastosow anie 
m acierzy brzegowych w m etodzie F arrara-G laubera .

Przykład:
Niech x  — { ^ i> ^ 2 > ^ 3} oraz

(12)

N ajpierw  obliczmy dla j  — 2 przy pom ocy wzorów (2) i (3) a później 
stosu jąc m acierze brzegowe, tzn. korzystając z tw ierdzenia 1 i 2. Na m ocy 
(1) m am y równos'ć:

^ 2  =  # 2 .1 3  ~  # 0 .1 2 3

Aby wyznaczyć # 2.13 i Rq. 123 przy pom ocy wzorów (2) i (3) należy obliczyć 
{ R 22  ̂ R ~ l • Po odpow iednich przekształceniach o trzym ujem y, że:

W tedy

czyli (t?2 =  \/o!65 -  v/0 3 6  -  0.8 -  0.6 =  0.2 
Z kolei obliczam y t?2 w ykorzystując m acierze brzegowe.

K orzystając z wzorów (9), (10) i (12) o trzym ujem y m acierze R u , R1 
następującej postaci:
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Zgodnie z tw ierdzeniem  2 przekształcam y macierz R 11 oraz R' do postaci 
górnej m acierzy tró jk ą tn e j. W wyniku tych przekształceń otrzym ujem y:

czyli i?2.i3 =  \/0 .6 5  ~  0.8 oraz Rq.u s  =  \/0 .3 6  ~  0.6. S tąd  t?2 =  0.2.
Podsum ow ując należy stw ierdzić, że macierze brzegowe w ykorzy­

stane w wyżej om aw ianych m etodach badan ia  współliniowości zm iennych 
objaśn iających  w znacznym  stopniu  u łatw iają  obliczenie w ystępujących w 
nich w spółczynników .

SUMMARY

The present article is devoted to the application of the borderline matrix in three 
methods of studying collineation; the methods of Farrar-Glauber, Schips-Stier and Theil. 
Certain properties of these matrixes make it possible to calculate the values of different 
coefficient applied in these methods.


