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The Borderline Matrix in Selected Methods of Detecting and Measuring the
Intenity of Collineation

Niech x oraz X oznaczajg zbiér zmiennych Xy, X3, ..., Xj oraz macierz
(o wymiarach n x k), ktérej element z;; jest wartoscia j - tej zmiennej dla i
- tej obserwacji (i=1,2,...,n; j=1,2,...,k), czyli

X = {Xh X2a ---Xk}

zas
Ty Ti2 -t Tk
X=1|zo1 Zo2 -+ Zok
Inl Tp2 *** Tnk

W literaturze przedmiotu rozréznia sie dwa rodzaje wspélliniowosci; wspéllinio-
wos¢ algebraiczna oraz statystyczna.

Definicja 1

Zmienne Xi, X3,...X sg wspdlliniowe algebraicznie wtedy i tylko
wtedy, gdy rz(X) < k, gdzie rz(X) oznacza rzad macierzy X. Definicja
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ta jest réwnowazna stwierdzeniu, ze zjawisko wspdélliniowosci algebraicznej
w zbiorze x wystepuje wtedy i tylko wtedy, gdy

VoA Yam=o

B e R i€{1,2,...n} J=1

B#0

gdzie B; jest j-t3 wspdlrzedng wektora B.

Definicja 2

Zmienne Xi, Xs, ..., X} sa wspélliniowe statystycznie wtedy i tylko
wtedy, gdy co najmniej jedna z nich jest silnie skorelowana z pozostalymi.

Specyficzny charakter zmiennych ekonomicznych sprawia, ze w eko-
nometrii przydatna jest przede wszystkim definicja wspdélliniowosei staty-
stycznej. Dane empiryczne najcz¢sciej maja postad szeregéw czasowych. Dla
takich danych wspdlliniowosé jest zjawiskiem typowym, gdyz czesto maja
one tendencjg do podobnego ksztaltowania si¢ w czasie. W przypadku da-
nych przekrojowych wystepowanie wspélliniowosci tlumaczy sie najczesciej
tendencj¢ do dosé proporcjonalnego zmieniania si¢g obserwowanych wielkosci
na skutek zmian jednostki obserwacji.

W niniejszym artykule przedstawiamy zastosowanie macierzy brzego-
wych w wybranych metodach wspélliniowosei, jak metoda Farrara-Glaubera,
Schipsa-Stiera oraz Theila.

Niech R = [r;;] (1,7 = 1,2, ..., k) bedzie macierza korelacji dla zmien-
nych zbioru {Xi, X2, ..., X¢}.

D. E. Farrar i R. R. Glauber! proponuja taka metod¢ wykrywania
wspolliniowodci w ktoérej okreslaja miare ¥; postaci:

9 =Rj1 j-1j+1.e— Rorx (7=1,2,..,k), (1)

gdzie Rj;i. j—1j+1..k oznacza wspdlczynnik korelacji wielorakiej miedzy
zmienng X; a pozostalymi zmiennymi zbioru x, zas Ry ;.. x jest wspdlczynni-
kiem korelacji wielorakiej miedzy zmienna objasniang Y a zmiennymi
objasniajacymi X;, X3, ...X}. . Jezeli

V ;. 9<0,

J€{1,2,....k}

!D.E. Farrar, R.R Glauber: Multicollineary in Regresion Analysis: The Problem
Revised "Review of Economics and Statistics 1967, vol. 49; Theil H.: Principles of
Econometries North - Holland Publishing Company, Amsterdam - London 1971.
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to w zbiorze x nie wystgpuje zjawisko wspélliniowosci. Jezeli

A 9; >,

j€{1,2,....k}

to zmienne zbiory x sa wspdlliniowe.
Wiadomo, ze wspdélezynniki Rj 1. j—1j+1..k — Bo.1..x Wyrazaja sig od-
powiednio wzorami:

Rj.l...j—l ik = (RJ) RJ_JIRJ (J = 1)22 7k) (2)

Ro1.x = \/(R)TR-1RO, (3)

gdzie R;; jest podmacierza macierzy R powstala przez skreslenie j-tego wier-
sza oraz j-tej kolumny,

(R)T = [rjl...rjj_lrjjﬂ...rjk],

(BT = [ryx,ryxz-ryxi]
zas ry x; oznacza wspdlezynnik korelacji migdzy zmienna objasniajaca ¥ i
zmienna X;.

Oblicznie wspélczynnika Ry j-1j+1.% oraz Ro ., odpowiednio ze
wzoréw (2), (3) sprowadza si¢ przede wszystkim do wyznaczenia macierzy
odwrotnych (R;;)~! 1 R™L.

Aby tego uniknadé wspdlczynniki te mozna w prosty sposéb wyznaczyd
korzystajac z macierzy brzegowych w oparciu o nastepujace dwa twierdzenia.

Twierdzenie 12

Jezeli macierz wewnetrzna A macierzy brzegowej A; zdefiniowane]

nastepujaco
e[t

g 2 ](H—l)z(lﬁ—l)
gdzie A = [a;5] (1,7 =1,2,..,k),

9= [91392’ "',gk]a

fT = [f1, f2, s fil,

z € R (R - zbiér liczb rzeczywistych)

jest nieosobliwa, to

; (4)

det A 1
detA

M. Kolupa: Macierze brzegowe w badaniach ekonometrycznych, PWE War-
szawa 1982.

=z-gA"lf. (5)
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Twierdzenie 23
Jezeli macierz brzegows A; dana wzorem (4), ktérej macierz wewne-
trzna A jest nieosobliwa, sprowadzamy do gérnej macierzy tréjkatnej D,

to det A
et l“d (6)

detA
gdzie d jest elementem macierzy D stojacym w jej prawym dolnym rogu.
Na mocy twierdzenia 1 oraz wzoréw (2) i (3) wspélczynniki:
Rj1..-1ji..k> Ro.1.k Wyrazajg si¢ wzorami:

det R11

Riyr.j-1ji.k= 3R, (7=1,2,..,k), (7
detR'
Roy. k= V TR’ (8)
gdzie
R::  R:
Rn = [‘_(]%J,)T 0’ ] ’ (9)
R RO
H:[_(RO)T ? ] (10)

L [detR1! . [detR' : : : :
Obliczanie ilorazu ZZtZﬁ i deet 7 wykonujemy zgodnie z twierdzeniem

2. W tym celu nalezy sprowadzi¢ macierze R!!, R' do gérnych macierzy
tréjkatnych wykonujac odpowiednie przeksztalcenia elementarne. Wéwczas
elementy stojace w prawych dolnych rogach tak otrzymanych macierzy sa
réwne wspomnianym wyzej ilorazom, czyli wspdlczynnikowi Rjz'.l...j—l ik
oraz K, .

B. Schips i W. Stier jako miare natezenia wspélliniowosci proponuja
wspdlczynnik A okreslony wzorem

: k
A=Ry -2 tix, 11
=1

3Ibidem.

*B. Scips, W. Stier: Bestimmung der Answirkung von Multikollinearitit zwi-
schen den erklirenden Variablen in linearen Regressionsmodellen auf Kleinst - Qu-
adrate Schatzwerte durch Simulation, "Statistische Hefte” 1971, nr 2.
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Wspélczynnik ten przyjmuje wartosci z przedzialu < —k + 1,0 >. Schips i
Stier twierdza, ze jezeli A = 0, to zmienne Xy, Xa, ..., Xi nie s3 skorelowane.
W przeciwnym wypadku, gdy A # 0 zmienne Xj, Xa, ..., Xi s3 skorelowane.
Natezenie wspélliniowosci w zbiorze x jest tym wigksze, im bardziej A rézni
si¢ od zera. W powyzsze) metodzie wspdlcznnik Ry ;. x réwniez mozna obli-
czyé na podstawie wzoru (8) i twierdzenia 2.

W pracach Gruszczynskiego® i Theila, jako miare natezenia wspéllinio-
wosci proponuje si¢ wspélczynnik

k

8=R3y 4~ D (Ri1x—Riy jo1jeie)

i=1

Wspdlczynnik ¥ podobnie A jest miarg nalezaca do przedzialu < —k+1,0 >

i jego mala wartosé swiadczy o silnej wspélliniowosci w zbiorze x. Do obli-

czania wspoélczynnika ¥ mozna réwniez wykorzystaé twierdzenie 11 2.
Wiadomo, ze

Roy.j-1j+1.k = (R?)T(Rjj)—lR? (j=1,2,...,k)

stad na mocy twierdzenia 1 wspélczynnik Ry y.. j-1j+1..k Wyraza si¢ wzorem

detR1
Rot. j-1j+1.6= \/ detR;;’

_| BR; R
Bi= [ -(R))T 0 ]’

gdzie

przy czym R} oznacza wektor postaci
[ryx,rvx;_, [ryx; v x;)

tRjj
‘ detRjj
i sprowadzi¢ macierz Rj}; (wykonujac przeksztalcenia elementarne) do
postaci gérnej macierzy trdjkatnej. Element stojagcy w prawym dolnym
rogu tak otrzymanej macierzy bedzie réwny kwadratowi wspélczynnika
Ro1..j-1j+1..k- Wspdlczynnik R ;. ., mozna réwniei obliczy¢ korzystajac
z wzoru (8) i twierdzenia 2.

nalezy wykorzystaé twierdzenie 2

Z kolei aby wyznaczyé iloraz

5H. Gruszczynski: Wspélliniowoéé zmiennych i jej wplyw na estymacje modeli
ekonometrycznych. Praca doktorska, maszynopis, SGPiS, Warszawa 1977.
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Ponizej przedstawiamy przyklad liczbowy ilustrujacy zastosowanie
macierzy brzegowych w metodzie Farrara-Glaubera.

Przyklad:
Niech x = {X}, X2, X3} oraz
1 03 0.5 0.6
R=|03 1 08]|,R0°=]02]|. (12)
05 08 1 0.3

Najpierw obliczmy ¢, dla j = 2 przy pomocy wzoréw (2) i (3) a pézniej
stosujac macierze brzegowe, tzn. korzystajac 2 twierdzenia 1 i 2. Na mocy
(1) mamy réwnosé:

J2 = Ry.13 — Roa2s
Aby wyznaczyé Rp 3 1 Rp.123 przy pomocy wzordw (2) i (3) nalezy obliczyé
(R3,' i R™1. Po odpowiednich przeksztalceniach otrzymujemy, ze:

18/13 5/13 -1
(R.;;:[ 4/3 "2/3} R 1= 5/13 175/26 -5/2

23 4/3 -1 5/2 91/2
Wredy \
(B} =[3/108/101-[ 43 ‘2/3]- Z’ji — 0.36
12.13 ~2/3 4/3 g .
18/13 5/13 -1 3/5
(RZ 05 =[5/31/53/10]- | 5/13 75/26 —-5/2 |-| 2/5 | =0.36

-1 -5/2 91/26 3/10

czyli (4, = v/0.65 — v/0.36 ~ 0.8 — 0.6 = 0.2
Z kolei obliczamy ¥, wykorzystujac macierze brzegowe.

Korzystajac z wzordw (9), (10) i (12) otrzymujemy macierze R!!, R/
nastepujacej postaci:

1 05 03
R'=1|'05 1 o08],
-0.3 -0.8 0

1 0.3 05 06
0.3 1 0.8 0.2
05 0.8 1 03

-06 -02 -03 O

R =
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Zgodnie z twierdzeniem 2 przeksztalcamy macierz R!! oraz R’ do postaci
gbrnej macierzy tréjkatnej. W wyniku tych przeksztalced otrzymujemy:

1 05 03 1 05 0.2
RY=|0 075 065 |~|0 075 065 |,
0 -065 0.09 0 0 085
1 03 05 06 1 03 05 06
R |0 091 065 002| |0 091 065 0.02
0 065 075 O 0 0 03 -001
0 -002 0 0.36 0 0 0.01 0.36

1 03 05 0.6
0 091 065 0.02
0 O 0.3 -001 |’
0 O 0 0.36

czyli R2.13 = /0.65 ~ 0.8 oraz Rg ;23 = /0.36 ~ 0.6. Stad ¥, = 0.2.

Podsumowujac nalezy stwierdzié, ze macierze brzegowe wykorzy-
stane w wyzej omawianych metodach badania wspdlliniowosci zmiennych
objasniajacych w znacznym stopniu ulatwiaja obliczenie wystgpujacych w
nich wspélczynnikéw.

SUMMARY

The present article is devoted to the application of the borderline matrix in three
methods of studying collineation; the methods of Farrar-Glauber, Schips-Stier and Theil.
Certain properties of these matrixes make it possible to calculate the values of different
coefficient applied in these methods.



