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Wprowadzenie

Rozw¢j telekomunikacji w poczatkach XX wieku zapoczatkowal badania nad
informacja, jej istotg, ilo$cig oraz jako$cig. Przetomowa byta praca C.E. Shannona,
uwazanego za tworce matematycznej teorii informacji. Teoria informacji i teoria
komunikacji, w ich matematycznym sformutowaniu podanym przez Shannona,
traktujg informacj¢ od strony ilosciowej. Dotyczg one pomiaru ilo$ci informacji,
jaka charakteryzuje si¢ kazdy kanat informacyjny ze wzgledu na stopien prawdopo-
dobienstwa pojawienia si¢ jednego z sygnalow. W przypadku najprostszego ze
zbioréw, jakim jest zbior dyskretny, modelem statystycznym zrodta wiadomosci
dyskretnych jest zmienna losowa dyskretna.

Bardziej reprezentatywna dla procesow informacyjnych, jako proceséw redu-
kujacych niepewnosc¢, jest oczekiwana ilo$¢ informacji rozumiana jako entropia
zrodla. Pojecie entropii wykorzystywane bylo w badaniach systemow fizycznych,
a zdefiniowane zostato przy okazji drugiej zasady termodynamiki. Zastosowanie
termodynamiki w teorii informacji wprowadzilo pojecie entropii do systeméw ko-
munikowania si¢. Miara entropii zdefiniowana przez C.E. Shannona na gruncie
teorii informacji znalazta w kolejnych latach zastosowanie w wielu dziedzinach
nauki, miedzy innymi w statystyce i informatyce. Obecnie teoria informacji nadal
dotyczy gltownie systemoOw tacznosci, pojawiajg si¢ jednak zastosowania pojecia
entropii w analizie zachowania si¢ réznorodnych systemow, w tym systemoéw eko-
nomiczno-spotecznych, a kolejne lata przyniosty liczne uogélnienia shannonow-
skiej miary entropii.

Celem artykutu jest przedstawienie miar entropii zmiennej losowej dyskretnej
i ich wlasnosci umozliwiajacych zastosowanie entropii w badaniu dyskretnych
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rozktadow zmiennych losowych. Scharakteryzowano entropi¢ Shannona wraz z jej
uogoblnieniami: entropiag Rényiego oraz entropia Havrda—Charvat—Dardczy—
Tsallisa, a takze trygonometryczng posta¢ entropii.

1. Entropia Shannona

W teorii informacji zdefiniowanie miary entropii zmiennej losowej X o rozkladzie
dyskretnym {p(x,), p(x,),..., p(x,)} poprzedzone zostalo sformutowaniem warun-
kow stawianych funkcji entropii H(X) = Hg(p(x,), p(x;),..., p(x,)). System
uwarunkowan zaproponowany przez Shannona zaktadat, ze entropia powinna spehiac
nastepujace warunki':

1. Funkcja H¢(X) powinna by¢ cigglta wzgledem wszystkich prawdopodo-

bieistw 7 (x;) (i =12,,..,n ), co oznacza, ze niewielkim zmianom prawdopo-
dobienstw powinna odpowiadac¢ niewielka zmiana entropii.
2. Jezeli wszystkie n zdarzen zmiennej losowej X sa jednakowo prawdopodobne

1
(p(xl) =p(x;)=..=p(x,)= —j

nJ  to funkcja H ¢ (X) powinna rosng¢ mono-
tonicznie wraz ze wzrostem n.

3. Funkcja Hs(X) powinna by¢ symetryczna, co oznacza, ze wartos¢ entropii

p(xl)ap(xz)a“'ap(xn)'

jest niezmiennikiem permutacji prawdopodobienstw

4. Funkcja H g (X) powinna by¢ koherentna, co oznacza, ze jezeli realizacja
zdarzen odbywa si¢ w dwodch kolejno nastepujacych po sobie etapach, to entro-
pia poczatkowa powinna by¢ sumg wazong entropii poszczegolnych etapow.

Istnicje dokladnie jedna’, z dokladnoscia do stalej k, funkcja H <(X)
n-zmiennych spetniajgca powyzsze warunki i jest ona okres’lona wzorem:

Hg(X)=Hg(p(x)), p(x3),... p(x,)) = kZp(x)logr ( 5 (1)

gdzie r>1, a prawdopodobienstwa p(x;) spetniaja warunki unormowania oraz

sumy jednostkowej: 0< p(x;) <1, Z p(x;)=1. Stala k we wzorze (1) decyduje

i=1

' C.G. Chakrabarti, I. Chakrabarty: Shannon entropy: axiomatic characterization and ap-

plication, ,International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences” 2005, vol. 17.
2 E. Kuriata: Teoria informacji i kodowania, Oficyna Wydawnicza Politechniki Zielono-
gorskiej, Zielona Gora 2001.
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o0 jednostce entropii. Jezeli k = , jednostka entropii jest bit, a funkcja zapisa-

log, 2
na za pomocg wzoru (1) przyjmuje postac:
Hg(X)=Hg(p(x)), p(x;)s-... p(x,)) = lan:p(xf )log, $ 2
Jesli z kolei &k = log, ¢ , jednostka entropii jest nat (natural unit), a formuta entropii
staje si¢ nastepujaca:
Hg(X)=Hg(p(x)), p(x;)s-... p(x,)) = iznl:p(xi)ln p(lxi 3 (€)

Entropia Hg(X) jest miara niepewnosci zwiazanej z rozktadem prawdopo-
dobienstw {p(x,), p(x,),..., p(x,)}, z jakimi zachodza wartosci {x,,x,,....,X,}

dyskretnej zmiennej losowej X.
Probabilistyczna miara entropii /¢ (X) opisana formulg (2) posiada nastepu-

jace wihasnosci:

— Entropia Shannona przyjmuje warto$ci nieujemne: Hg(X)20
— Entropia Shannona przyjmuje warto$¢ zero, gdy jedna z warto$ci

15X X, ) dyskretnej zmiennej losowej X zachodzi z prawdopodo-
bienstwem réwnym jednoS$ci, pozostate zas z prawdopodobienstwami row-
nymi zeru.
— Entropia Shannona przyjmuje warto$¢ najwigkszg rownag Hg(X)=log,n ,
gdy wszystkie prawdopodobienstwa sg sobie rowne

(p(x1>=p<xz>=...=p(x,,) =%}

— Entropia Shannona jest wklesta.

— Entropia Shannona spetia wtasnos¢ addytywnosci dla pary dyskretnych
zmiennych losowych niezaleznych X oraz Y:
Hg(X,Y) = Hs(X)+ Hg(Y).

2. Entropia Rényiego

Zastuzony w dziedzinach kombinatoryki, teorii grafow, teorii liczb oraz teorii
prawdopodobienstwa, wegierski matematyk A. Rényi wérdd swoich licznych osia-
gni¢¢ zaproponowal uogdlnienie miary entropii Shannona. Ostateczna postaé for-
muty entropii Rényiego stopnia & (a > 0, « # 1) zmiennej losowej X o dyskretnym

rozktadzie prawdopodobienstwa {p(x,), p(x,),..., p(x,)} jest nastgpujaca:
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HRa(X)=

1 < @
logz(zp(xi) J “4)
-a i=1
Entropia Rényiego H,,(X) stopnia a (a >0,a #1) dyskretnej zmiennej

losowej X o rozktadzie prawdopodobienstwa {p(x;)} (0< p(x;)<1, i p(x;)=1)
i=1
spetnia nastepujace wlasnosci:
— Entropia Rényiego przyjmuje wartosci nieujemne: Hp, (X)20.
— Entropia Rényiego jest wklgsta dla kazdego a € (0.0)
wypukta dla @ >13,
— Entropia Rényiego przyjmuje warto$¢ zero, gdy jedna z wartosci

oraz wklesta lub

X1, X55.:%,} dyskretnej zmiennej losowej X zachodzi z prawdopodo-
bienstwem réwnym jednosci, pozostate za$ z prawdopodobienstwami row-
nymi zeru.

— Entropia  Rényiego  przyjmuje  warto$¢ najwicksza  rowna

Hpyo (X ):logz gdy wszystkie prawdopodobienstwa P(Xi) sg sobie

rowne dla ¢ = L2,
— Entropia Rényiego spe{nia wlasno$¢ addytywnosci dla pary dyskretnych
zmiennych losowych niezaleznych X oraz Y:

HRa(XsY):HRa(X)+HRa(Y)'

— Entropia Shannona Hg(X) jest granica entropii Rényi’ego Hpo(X) dla
a—>14

logz(Zp(X)J ZP(X)Ing ( "

Wilasnosci entropii zmienne;j losowej o dwupunktowym rozktadzie prawdopo-
dobienstwa {p,(1— p)} ilustruje rysunek 1, na ktéorym przedstawiono wykres en-

lim

a-l]

tropii Rényi’ego dla wybranych warto$ci stopnia . Wykres entropii Rényiego jest
przyblizony do wykresu entropii Shannona dla o =0,999. Dla kazdej warto$ci
a (a>0,a#1) entropia Hp,(X) osiaga warto$¢ najwigksza rowna jednosci,
w przypadku gdy prawdopodobienstwa rozktadu sg sobie réwne, czyli dla
p=1-p=0,5.

3 L.S. Hibbard: Region segmentation using information divergence measures, ,Medical

Image Analysis” 2004, no. 8, 233-244.

4 E. Wedrowska: Wykorzystanie entropii Shannona i jej uogdlnies do badania rozkladu
prawdopodobienstwa zmiennej losowej dyskretnej, ,,Przeglad Statystyczny” 2010, nr 4, s. 39-53.
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Rys. 1. Entropia Rényiego zmiennej losowej o rozkladzie prawdopodobienstwa
{p,(1— p)} dlawartosci o= 0,2; 0,999; 2; 5; 100

Zrodlo: opracowanie wlasne.

3. Entropia Havrda—Charvat-Daréczy—Tsallisa

Entropia okre§lana mianem ,,entropii typu & zaproponowana przez Tsallisa w
1988 roku na gruncie fizyki nieeksensywnej odpowiada doktadnie a-entropii zdefi-
niowanej wczesniej w teorii informacji przez Havrde 1 Charvata w 1967 roku oraz
Dardczego w 1970 roku. Obecnie w literaturze pojawiajg si¢ okreslenia ,,entropia
Havrda—Charvat-Dardczy—Tsallisa” (HCDT) lub, w pracach z zakresu fizyki, en-
tropia Tsallisa.

Entropia HCDT dyskretnej zmiennej losowej X o rozktadzie prawdopodobien-

stwa {p(x;)} (0< p(x;)<], Z p(x;)=1) okreslona jest nastepujaca formula dla
i=1
a>0,a#1%

S p(x) -1

HHCDTa (X) = H?’ Q)

Entropia HCDT typu « (dla a >0, #1) dyskretnej zmiennej losowej X

posiada ponizsze wtasnosci:

— Entropia HCDT przyjmuje wartosci nieujemne: H yeprq (X) 2 0.

> M. Masi: 4 step beyond Tsallis and Rényi entropies, ,,Physics Letters A” 2005, no. 338,

s. 217-224.
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Entropia HCDT jest wklesta dla kazdego @ >0, @ #1.
Entropia HCDT przyjmuje warto$¢ najwicksza, gdy wszystkie prawdopo-

dobienstwa ¥ (x) sa sobie rowne dla { = 12,...n.
Entropia HCDT przyjmuje wartos¢ zero, gdy jedna z warto$ci
1% X, ) dyskretnej zmiennej losowe;j X zachodzi
z prawdopodobienstwem rownym jednosci, pozostate za$
z prawdopodobienstwami rownymi zeru®.
Entropia H yepra (X) dla stopnia @ =1 dazy do entropii Shannona’:

1 n
lim——| ) o —1|=In2H (S").
asll—a (; i j S( )

Entropia HCDT spetnia wiasnos¢ pseudoaddytywnosci (subaddytywnosci)
dla zmiennych losowych niezaleznych®:

H yepra (X.Y) = H yepre (X) + H yepra (V) + (L= ) H yepra (XD H yepre (Y).
Entropia HCDT, w odr6znieniu do entropii Shannona oraz entropii Rényiego,

nie spetnia dla pary zmiennych niezaleznych wtasnosci addytywnosci, lecz jedynie
tzw. wlasnos$¢ pseudoaddytywnosci. Podobnie jak w przypadku entropii Shannona
oraz Rényiego, entropia HCDT osigga warto$¢ najwigksza dla rownomiernego roz-
ktadu prawdopodobienstwa. Jednak warto$¢ najwicksza entropii HCDT jest funkcja
nie tylko wartos$ci n, jak to bylo w przypadku entropii Shannona oraz Rényiego, ale
i stopnia o. Warto$¢ entropii H 57, (X) roé$nie wraz ze wzrostem wartosci n dla

danego stopnia a.. Z kolei w przypadku zmiennej losowej dyskretnej przyjmujacej n
wartosci {x,X,,...,X,} Wwraz ze wzrostem stopnia « maleja wartosci entropii

H yepro(X). Dla zmiennej losowej o dwupunktowym rozktadzie prawdopodo-

bienstwa {p,(1— p)} wlasnos¢ t¢ ilustruje rysunek 2.

7

E. Wedrowska: Wykorzystanie entropii Shannona..., op. cit., s. 39-53.
P.K. Sahoo, G. Arora: Image thresholding using two-dimensional Tsallis-Havrada-

Charvat entropy, ,,Pattern Recognition Letters” 2006, no. 27, s. 520-528.

8

B.H. Lavenda: Mean Entropies, ,,Open Sys. Information Dyn.” 2004, no. 12, s. 289-302.
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Rys. 2. Entropia HCDT zmiennej losowej o rozktadzie prawdopodobienstwa {p,(1— p)}
dla wartosci = 0,1; 0,5; 0,99; 1,5; 5

Zrddlo: opracowanie wiasne.

4. Trygonometryczna postaé entropii

Odmienna od poprzednich koncepcji jest trygonometryczna posta¢ miary en-
tropii, jaka zaproponowat Lavenda’, wskazujac w swojej pracy na zwigzki Entro-
pies of Mixing (EOM) z funkcja logarytmiczng i wielomianami oraz wtasno$ciami
trygonometrycznymi wielokatow. EOM zdefiniowana zostata nastgpujaco:

HM(X)= %isinnp(xj)- (6)
i=1

Wtasnosci entropii H fOM (X) danej wzorem (6) sa nastgpujace:

— Entropia EOM jest wielko$cia nieujemna: H fOM (X)=0.

— Entropia EOM przyjmuje warto$§¢ 0, gdy p(x;)=1 dla pewnego i
(i=12,..n)

— Entropia EOM przyjmuje warto$¢ najwicksza, gdy wszystkie prawdopodo-
biefistwa p(x;) sa sobie rowne dla i =1,2,...,n.

— Entropia EOM spetnia wlasno$¢ symetrii:
Hy M (p(0), pO6)seees p(3,)) = HOM (P(30))s P2 )svees D))

— Entropia EOM jest wklesta.

®  B.H. Lavenda: Geometric Entropies of Mixing (EOM), ,Open Sys. Information Dyn.”

2006, no. 13,s. 91-101.



140 Ewa Wedrowska

EOM
H

.
max = SIn—, zatem

n

Warto§¢ maksymalna entropii  EOM  wynosi

H nEOM (X)e {O,sin 1} . Wraz ze wzrostem liczby n warto§¢ H fOM dazy do zera.
n

Niespetione jest wigc zatozenie stawiane entropii Shannona i jej uogdlnieniom,
mowiace, ze stopien nieokreslonosci rozktadu, ktérego miarg jest entropia, rosnie
wraz ze wzrostem liczby warto$ci bedacych realizacjami zmiennej losowej. Entro-
pia EOM nie spetia tez wiasno$ci addytywnosci dla pary dyskretnych zmiennych
losowych niezaleznych X oraz Y.

Podsumowanie

Wartoséci entropii EOM, tak jak entropii Shannona, Rényiego czy HCDT,
zalezg jedynie od prawdopodobienstw, jakie towarzyszg realizacji konkretnych
warto$ci zmiennej X, a nie od tych wartosci. Jednak opisane entropie przejawiaja
rozne wlasno$ci, co wynika z réznych postaci tych miar. Entropie Shannona i Ré-
nyiego maja posta¢ funkcji logarytmicznych, entropia HCDT stanowila pierwsza
proponowang w literaturze formul¢ nielogarytmiczna, natomiast entropia EOM
przyjmuje posta¢ funkcji trygonometryczne;j.
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MEASURES OF ENTROPY IN STATISTICS AND INFORMATION THEORY

Summary

The paper presents categorization of notions and characteristics of the entropy of
a discrete random variable. In addition to Shannon’s entropy, the Rényi’s and Tsallis
entropies and Entropies of Mixing were applied for studies on the properties of distribu-
tions in case of probabilities of the random variables.

Translated by Ewa Wedrowska



