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Co laczy umyst z teoria liczb?

Najbardziej naturalna — i rzecz jasna prawdziwa — odpowiedz na pytanie tytu-
lowe artykutu brzmi: ,,Umyst taczy z teorig liczb fakt, Zze to umyst stworzyt t¢ teorig
i to umyst stosuje ja do rozwiazywania r6znorodnych problemow”.

W niniejszym teks$cie na odpowiedzi tej nie poprzestaniemy. Rozwiniemy nato-
miast jej druga czes¢, wskazujac na problem, jaki umyst ma... ze samym soba. Za-
pytamy zatem, czy umyst — ktory teorig liczb niewatpliwie rozwinal — potrafi sam
siebie za jej pomoca opisa¢? A jesli potrafi, to za pomoca jakiego jej fragmentu
i przy uzyciu jakiego typu liczb?

Z historycznego punktu widzenia problem nasz odnosi do starozytnego pogladu
Pitagorejczykow, ktorzy glosili, ze wszystko jest liczba, zastanawiajac sig¢ przy tym,
jakie to liczby i jakie ich wlasnosci pasuja najlepiej do poszczegoélnych czastek
wszystkiego. Jakie zatem pasuja do umystu? I co to znaczy — wyrazajac nasz pro-
blem maksymalnie zwigzle — ze ,,umyst jest liczbq?"

1. KODOWANIE LICZBOWE

Jesli odniesione do umystu przypuszczenie pitagorejskie chcie¢ wyrazi¢ w jezy-
ku wspoélczesnym, to trzeba wybi¢ na pierwszy plan pojecie kodowania. Pojgcie to
znamy przede wszystkim z informatyki. Wszelkie informacje bowiem, o ile maja zo-
sta¢ przetworzone przez jakas maszyn¢, muszg zosta¢ zakodowane w postaci zrozu-

! Tekst ujety w cudzystow jest tytutem wystapienia konferencyjnego, na ktorego podstawie
powstat niniejszy artykut. Zaréwno wspomniane wystapienie, jak i ten artykut, sa mocno powiazane
z rozdziatem 10 ksiazki Umyst-Komputer-Swiat. O zagadce umystu z informatycznego punktu wi-
dzenia (autorstwa W. Marciszewskiego i P. Stacewicza), gdzie niektore z naszkicowanych tu wat-
kow omowiono szerzej.
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miatej dla tejze maszyny. Na przyktad, aby sprzgzony z kamera komputer cyfrowy
mobgl dobrze interpretowaé docierajace don obrazy, musza one zostaé zapisane w po-
staci binarnej, czyli zero-jedynkowej. Podkresli¢ tu trzeba sprawg fundamentalna:
otdéz kazdy komputer, niezaleznie od wymaganej przezen metody kodowania
(binarnej, dziesigtnej, analogowej itp.), jest w istocie maszyna obliczeniowa, to zna-
czy wszelkie przetwarzane w jego wnetrzu dane sa (na najnizszym poziomie repre-
zentacji) kodowane jako liczby, a operacje na nich sa realizowane wewnatrz maszy-
ny jako obliczenia. Wynika stad, ze najbardziej pierwotna cecha wewnatrzkompute-
rowego kodu to jego matematycznos¢ czy tez liczbowosc.

Oto prosta ilustracja powyzszych stwierdzen. Gdy na ekranie komputera $ledzimy animacje,
np. jednostajny obrot pewnego ksztattu, to w gruncie rzeczy we wngtrzu maszyny dokonuja sig
super-szybkie obliczenia. Objasnijmy je na poziomie nieco wyzszym niz operacje binarne —
poziomie dziatan na liczbach rzeczywistych.

Zatdzmy, ze obracany ksztalt jest okreslony przez siatkg punktow, z ktorych kazdy ma
trzy wspotrzedne: x, y, z. Aby uzyskaé efekt obrotu, kazda taka trojka jest mnozona przez tzw.
macierz obrotu (czyli zadana z gory tablicg liczb). Dzigki temu sq wyznaczane nowe wspot-
rzgdne i te nowe wspotrzedne okreslaja potozenie samochodu w kolejnej chwili. W owej kolej-
nej chwili punkty o starych wspotrzednych znikaja, pojawiaja si¢ za§ punkty o nowych wspot-
rzgdnych. Pojawiajq si¢ po to, by po kolejnej operacji zbiorczego mnozenia ustapi¢ miejsca
nowym punktom. A zatem: cho¢ na ekranie widzimy ruch, to wewnatrz komputera dokonuja
si¢ specjalnie dobrane operacje matematyczne.

Za efektywne przetwarzanie reprezentowanych liczbowo danych (takich chocby jak
wspotrzedne punktow) odpowiadaja, rzecz jasna, programy komputerowe (stuzace na
przyktad do mnozenia macierzy). To wlasnie za ich sprawa idea kodowania znajduje
najpelniejsze — rzec by mozna: dwustronne — rozwinigcie. Kazdy program bowiem
z jednej strony jest pewnym kodem (algorytmem zakodowanym w okre$lonym jezy-
ku programowania), a z drugiej strony to on wlasnie steruje przetwarzaniem we-
wnatrz komputerowego kodu, czyli tak lub inaczej reprezentowanych informacji.
Moéwiac krotko: kazdy program jest kodem, ktory stuzy do przetwarzania innych ko-
dow. A wyrazajac to samo w konwencji teorioliczbowej: kazdemu programowi od-
powiada pewna liczba, bedaca wynikiem zakodowania i scalenia w jeden zapis jego
kolejnych instrukcji (np. liczba binarna); podobnie za§ danym przetwarzanym przez
program-liczbe odpowiadaja jakies liczby.”

2. LICZBOWY KOD UMYSLU?

Wiedzac na czym polega ,,liczbowy” charakter programéw komputerowych, mo-
zemy przyja¢ dalej — zgodnie z praktyka badawcza nauk kognitywnych — ze umyst
przypomina sztuczny system do przetwarzania informacji (krétko: komputer), a jako

? Przez liczbg odpowiadajaca programowi mozna rozumieé¢ ogromna liczbe binarna okreslona
cyfra po cyfrze przez binarny (tj. zero-jedynkowy) kod tego programu.
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taki jest wyposazony w pewnego rodzaju oprogramowanie.” Owo oprogramowanie
z kolei jest pewnym kodem, ktory mozna nazwaé kodem wewngqtrzumystowym. Przy
takich zalozeniach daje si¢ wyrazi¢ jasno, co znaczy neopitagorejskie przekonanie
o tym, ze ,,umyst jest liczba”.

Oto stosowne wyjasnienie:

O ile istnieje wewngqtrz-umystowy kod, ktory na podobienstwo kodow ste-
rujqcych pracq maszyn odpowiadatby za zachowanie ludzkiego organi-
zmu, to kod ten daje sie zapisac jako pewna liczba — liczba reprezentujq-
ca calos¢ kodu i mieszczqca w sobie pelnq informacje o mozliwych za-
chowaniach organizmu.

Nalezy zwrdci¢ uwage na zawarty w powyzszym zdaniu tryb warunkowy: o we-
whnatrzumystowym kodzie nie twierdzimy kategorycznie, ze istnieje; uzywamy na-
tomiast frazy, ze ,,0 ile, istnieje to moze mie¢ taki a taki charakter”. Ow charakter
z kolei okreslamy przez wstgpne przypisanie umystowi pewnych cech komputera.
Strategi¢ taka — nie przez wszystkich podzielana — uzasadniaja do$¢ dobrze realne
zastosowania komputeréw, sposrod ktorych na pierwszy plan wysuwaja si¢ dwa.

Po pierwsze, tzw. zastosowania cybernetyczne (czyli sterownicze) pokazuja, jak
to jest mozliwe, ze programistyczne kody (de facto liczbowe) moga sterowaé praca
maszyn, np. robotow przemystowych, i w ten posredni sposéb oddziatywac na §wiat
fizyczny. Skoro za$ rownowazne pewnym liczbom programy komputerowe moga to
czyni¢, to powstaje uzasadniony domyst, ze w podobny sposdb umyst kieruje dziata-
niem sprzgzonych z nim uktadéw biologicznych i organéw. W ten sposdb wnioskuje
si¢ o wilasnosciach obiektu nie do$¢ dobrze poznanego, czyli umyshu, na podstawie
wlasciwosci obiektu znanego doskonale, czyli komputera.

Po drugie jednak, za pomoca informatycznych kodow udaje si¢ realizowaé — je-
$li nie catkowicie, to w do$¢ dobrym przyblizeniu — czynnosci wewnatrzumystowe,
a nie tylko nakierowane na §wiat zewngtrzny. Naleza do nich, na przyktad, wnio-
skowanie i uczenie si¢; a mowiac ogodlniej, wszelkie procesy poznawcze, ktore pro-
buje si¢ modelowaé i/lub realizowa¢ komputerowo w ramach badan nad sztuczng
inteligencjq.

Sumujac: do uzasadnionej wiary w istnienie wewnatrzumystowego kodu (liczbo-
wego) sklania informatyka, a dokladniej rzecz biorac, znajomos¢ zasad dzialania
programow komputerowych oraz ich ,,poznawczych” zastosowan.

? Zalozenie takie jest bardzo ogodlne i nie wymaga okreélenia, o jaki komputer (np. cyfrowy,
analogowy, kwantowy itp.) chodzi.

* Badania nad sztuczna inteligencja stanowia dobrze i szeroko rozwinigty dzial wspolezesnej
informatyki (por. [Russel, Norvig 1994]). Moga poszczyciC si¢ tez ogromna paleta realnych zasto-
sowan, co motywuje dodatkowo do wiary w powodzenie strategii badawczej polegajacej na porow-
nywaniu umystu z komputerem.
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3. IDEA NIEOBLICZALNOSCI

Narodziny informatyki — bez ktdrej idea umystu-liczby nie mogtaby przemowic
do wyobrazni cztowieka wspotczesnego — zbiegly si¢ w czasie z niezwykle waznym
odkryciem w teorii liczb. Chodzi o nowy podziat liczbowego continuum na wielko-
$ci obliczalne i nieobliczalne. Dokonat go w roku 1936 Alan Turing, ktory w glosne;j
pracy On computable numbers, with an application to Entsheidungsproblem przed-
stawit koncepcje abstrakcyjnej maszyny, zwanej dzi$ maszynq Turinga [Turing 1936].
Maszyna ta, z jednej strony, stata si¢ podstawa nowego podziatu liczb, a z drugiej
strony pozwolita uscisli¢ nie do§¢ do tej pory jasne pojecie algorytmu, czyli mecha-
nicznej procedury przeksztatcania symbolicznych danych w symboliczne wyniki. Jak
wida¢ zatem, stala si¢ matematycznym spoiwem informatyki i teorii liczb.

Zaktadajac u czytelnika elementarng znajomos$¢ koncepcji Turinga, przypomnijmy drobnym
drukiem, ze maszyng, o ktorej mowa, rozumie si¢ dwojako. Z jednej strony, chodzi o pewne
urzqdzenie fizyczne — wyposazone w podzielong na komorki tasmg, glowice do odczytu/zapisu
danych oraz tablicg instrukcji — ktore to urzadzenie odczytujac, kasujac i zapisujac symbole na
tasmie, a takze zmieniajac swoje stany wewngtrzne, realizuje program zawarty w tablicy in-
strukcji.

Z drugiej strony, automat Turinga jest pewna ideq teoretyczng, ktora pokazuje, na czym
polega mechaniczne przetwarzanie danych w wynik, czyli dzialanie algorytmiczne. Zgodnie
z taze ideq dane trzeba w sposob jednoznaczny zakodowac, a potem podda¢ scisle okreslonym
przeksztatceniom, zestawionym jedno po drugim, bez zadnych luk, w programie maszyny. Przy
takim rozumieniu fizyczna konstrukcja maszyny nie ma wigkszego znaczenia; wazne, ze dzia-
tanie automatu jest jako$ skorelowane z jego programem. Turing podat po prostu pewien skraj-
nie prosty i raczej czysto teoretyczny schemat takiej korelacji (por. [Marciszewski, Stacewicz
2011, s. 120-124]).

Zwienczeniem turingowskiej koncepcji automatu i algorytmu zarazem jest idea ma-
szyny uniwersalnej — takiej maszyny, ktora potrafi symulowaé prace dowolnego
automatu konkretnego, a jako taka potrafi zrealizowa¢ kazdy program.

Moéwiac bardzo zgrubnie, uniwersalna maszyna Turinga (UMT) dziala w sposob
nastgpujacy. Na jej tasme¢ wprowadza si¢ zakodowany opis pewnej maszyny kon-
kretnej M (chodzi gtéwnie o definiujacy ja program, czyli tablicg zmian standw) oraz
dane wejsciowe maszyny M. Nastepnie maszyna UMT czyta naprzemiennie: raz da-
ne wejsciowe automatu M, raz jego tablicg instrukcji (tym wilasnie steruje jej uniwer-
salny program) i zaleznie od biezacych instrukcji wypisuje na tasmie odpowiednie
symbole. Sa to takie same symbole, jakie pojawiatyby si¢ na tasmie maszyny M.’

Ze wzgledu na jej nieograniczone mozliwosci symulacyjne maszyng UMT trak-
tuje si¢ jako ostateczna podstawe pojecia algorytmicznosci. Algorytmem bowiem
wolno nazwa¢ kazdy schemat, ktory mozna zapisa¢ jako program pewnej maszyny

* Przyréwnujac maszyne UMT do wspélczesnych komputerdw cyfrowych, powiedzieliby$my,
ze przypomina ona komputer wyposazony w system operacyjny, ktory to system — dzigki réoznym
kompilatorom, interpreterom itp. — zapewnia wykonanie kazdego dostarczonego mu programu.
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Turinga (konkretnej), a zatem taki program, ktéry moze wykona¢ uniwersalna ma-
szyna UMT.

I w tym wlasnie miejscu dochodzimy do idei nieobliczalnosci, czyli niealgoryt-
mizowalnosci. Prowadza do niej nastgpujace pytania: Czy istnieja problemy, ktorych
mimo precyzyjnej definicji nie sposodb rozwiaza¢ za pomoca maszyn Turinga? Czy
istnieja zatem zagadnienia niemajace rozwiazan w dziedzinie algorytméw dla ma-
szyn cyfrowych?

Jak wiadomo, Alan Turing odkryt takie zagadnienie, uznawane dzi$§ za kanonicz-
ne, a nazywane powszechnie problemem stopu.

Oto jego sformutowanie w postaci pytania:

Czy istnieje taka maszyna Turinga MT, ktora dla dowolnej innej maszyny
M; (4. jej zakodowanego opisu) oraz dla dowolnych jej danych wejscio-
wych D; zawsze potrafi rozstrzygnqé, czy maszyna M; dla danych D; za-
konczy prace?

Okazuje sig, ze maszyny takiej by¢ nie moze, co stanowi o niealgorytmizowalnosci,
czyli nieobliczalno$ci podanego problemu. Okazuje si¢ nadto, ze istnieje wiele in-
nych problemow tego typu, ktorych w catej ogdlnosci, czyli dla wszelkich mozli-
wych danych wejsciowych, rozwiazaé si¢ nie da. Problemy takie zwie si¢ w infor-
matyce nieobliczalnymi. ( Por. tez [Harel 2000]).

4, NIEOBLICZALNOSC W TEORII LICZB

Gdyby ustalenia Turinga co do nierozwiazywalno$ci pewnych problemow ze-
stawi¢ z neopitagorejskim przekonaniem o tym, ze wszystko jest liczba, to trzeba by
uznad, ze istnieja liczby, ktorych nie mozna obliczyc. Dlaczego?

Ot6z konsekwentny zwolennik rzeczonego przekonania musi przyjaé, ze kazde-
mu problemowi i kazdemu jego rozwiazaniu odpowiadaja jakie§ liczby. Z informa-
tycznego punktu widzenia sa to: komputerowy kod problemu oraz kod rozwiazuja-
cego go programu (réwnowazne pewnym liczbom). Od czasu Turinga wiadomo jed-
nak, ze istnieja problemy nierozwiazywalne za pomoca jakichkolwiek algorytmow.
Wynika stad, ze ich niemozliwym do algorytmicznego uzyskania rozwigzaniom nie
daje si¢ przypisa¢ zadnych, rownowaznych kodom komputerowym, liczb. Skoro
jednak, zgodnie z pitagorejskim przekonaniem, liczby takie istnieja, to musza one
naleze¢ do kategorii nieobliczalnych, czyli niemozliwych do algorytmicznego wy-
znaczenia.

® Dopowiedzmy, ze chodzi o algorytmicznosé w kontekscie technologii cyfrowej. Wynika to
z faktu rownowaznosci maszyn Turinga i maszyn cyfrowych. Niekiedy fakt ten wystawia si¢ naste-
pujaco: kazdy program dla maszyny cyfrowej, niezaleznie od jego stopnia ztozono$ci i wymagan co
do szybkosci procesora, mozna odpowiednio zakodowaé i powierzy¢ do wykonania maszynie Tu-
ringa (zarowno konkretnej, jak i zdolnej do jej symulacji maszynie uniwersalnej).
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Tak w istocie przedstawia si¢ dostrzezony przez Alana Turinga zwiazek migdzy
sfera probleméw nieobliczalnych i liczb nieobliczalnych. Dodajmy koniecznie, ze
zwiazek ten zasadza si¢ na koncepcji maszyny Turinga. To znaczy: i problemy,
i liczby traktuje si¢ jako nierozwiazywalne czy tez niewyznaczalne za pomoca auto-
matoéw Turinga wlasnie.

Niezaleznie od istnienia objasnionego zwiazku liczby nieobliczalne zostaty okre-
slone pierwotnie jako pewien podzbiér liczb rzeczywistych. Ow podzbidr mozemy
nazwa¢ klasa KLNO (klasa liczb nieobliczalnych), a roztaczny z nim podzbiér liczb
obliczalnych — KLO (klasa liczb obliczalnych).

Chcac opisa¢ roztaczny podziat KLO/KLNO Scisle, trzeba powotaé sig, rzecz ja-
sna, na maszyny Turinga — zawezajac jednak ich obszar zastosowan do czynnosci
generowania symbolicznych zapisow liczb rzeczywistych, czyli ich kolejnych cyfr.

Oto stosowna charakterystyka:

Na klase KLO sktadajq sie wszelkie mozliwe wyniki obliczen wszelkich
mozliwych maszyn Turinga dla wszelkich ich danych wejsciowych. Mo-
wiqc zas inaczej: klase KLO tworzq wszystkie liczby rzeczywiste, ktorych
symboliczne przedstawienia mozna generowaé algorytmicznie, z dowolng
zadangq dokladnosciq.

Klase liczb nieobliczalnych KLNO wypelniajq natomiast wszelkie wielko-
$ci pozostate.”

Przytoczone charakterystyki zabrzmia, by¢ moze, bardziej sugestywnie, jesli skupi-
my uwage na dziesigtnej reprezentacji liczb rzeczywistych. Przy takiej reprezentacji
za liczby obliczalne trzeba uznac¢ te wielkosci, ktorych kolejne cyfry przedstawienia
dziesigtnego — zaréwno przed kropka dziesigtna, jak i po niej — daje si¢ uzyskiwaé
schematycznie, krok po kroku, zgodnie z pewna procedura algorytmiczng. Zaktada
si¢ przy tym, ze procedura ta, jesli nie pozwala wyznaczy¢ danej liczby doktadnie, to
pozwala przyblizy¢ ja z dowolnq zadanq dokiadnosciq.

Oto prosty przyktad. Dla niewymiernej liczby Eulera e istnieje analityczny wzor

(e= Zi =1+ 1 + 1 + L +...), ktory dla coraz wigkszych n daje coraz lepsze
= o2 3
przyblizenia wartosci e, zbiegajace granicznie do jednej jedynej wartosci. Wzor ten
stanowi odpowiednik algorytmu, ktory mozna zaimplementowa¢ w postaci progra-
mu, a to przesadza o obliczalnosci liczby e.
Podany przyktad zwraca uwage na pewien wazny fakt. Otéz posrod liczb nie-
wymiernych — czyli takich wielkosci, ktore maja nieskonczone i nieregularne roz-

" O tym, ze klasa KLNO jest niepusta, czyli faktycznie istnieja liczby inne niz obliczalne, prze-
konuje oryginalny dowdd Alana Turinga — wzorowany na rozumowaniu przekatniowym G. Canto-
ra, ktore przekonuje niezawodnie, ze zbior liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny. (Por. tez
[Marciszewski, Stacewicz 2011, s. 123]).
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winigcia dziesigtne — znajduja si¢ liczby dostgpne obliczeniowo, a wigc obliczalne
(takie chocby jak e). Innymi stowy: zbior KLO obejmuje nie tylko wielkosci wy-
mierne, ale rowniez pewne szczegdlne wielkoéci niewymierne.®

Okazuje si¢ natomiast, ze klasa KLNO zawiera wylacznie liczby niewymierne.
Sa to te sposrod wielko$ci niewymiernych, ktorych nie sposéb przybliza¢ z dowolna
zadang doktadno$cia za pomoca jakichkolwiek maszyn Turinga (a wigc jakichkol-
wiek programow dla maszyn cyfrowych). Co wigcej liczb tych, to znaczy elementow
klasy KLNO, jest nieprzeliczalnie wiele — w przeciwienstwie do wielkos$ci obli-
czalnych, ktére jako cato$¢ sa réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych (a takze
wymiernych). (Por. [Marciszewski, Stacewicz 2011, s. 122-126]).

Napotykajac pojecie liczby niemozliwej do obliczenia (nieobliczalnej), wyobraznia ludzka ma
pewien klopot. Ktopot ten wiaze si¢ z silnym przyzwyczajeniem do symbolicznego zapisywania
liczb, najlepiej w postaci dziesigtnej. Dzigki zapisywaniu ludzie potrafia uchwycic¢ liczby jako
co$ skonczonego i zamknigtego w jednym napisie (jak w wypadku 0,75 na przyktad) albo jako
co$ nieskonczonego wprawdzie, lecz opisanego skonczonym wzorem, pozwalajacym nadto wy-
razac liczbg coraz to doktadniej (jak w opisanym wyzej przypadku e).

Jesli teraz, majac na uwadze wskazany kontekst psychologiczny, spojrzymy na liczby
nieobliczalne, to musza si¢ one wydaé niezwykle dziwne. W ich wypadku bowiem nie maja za-
stosowania zadne reguly zapisu — gdyby reguly takie obowigzywaty, to moglibysmy sami lub
za pomocyg jakiej$ maszyny podawac kolejne cyfry danej liczby, a to znaczytoby, ze jest ona
obliczalna. Wezmy dla przyktadu pewna wielko$¢ nicobliczalng L, ktora jest ,,pokrewna i sto-
sunkowo bliska” liczbie Eulera e. Jej dziwny, bo nieobliczalny, charakter mogliby$smy wyrazic¢
jakos tak: ,jest to liczba 2,718..., a potem nie wiadomo co, bez zadnej reguty, ktora pozwolitaby
nam kontynuowac ten zapis”.

Z uwagi na frazg ,.nie wiadomo co” liczby nieobliczalne mozna postrzega¢ jako liczby
catkowicie losowe — to znaczy takie liczby, w ktorych przedstawieniu dziesigtnym, poczawszy
od pewnej cyfry tego przedstawienia, uktad kolejnych cyfr (jesli nie wszystkich, to przynajm-
niej niektorych) jest calkowicie niezdeterminowany. Jesli za$ jest niezdeterminowany, to nie
moze istnie¢ reguta pozwalajaca okreslac te kolejne cyfry.

Poniewaz opisany wyzej podzial liczbowego continuum na wielkosci obliczalne
i nieobliczalne stanowi punkt wyjscia do dalszych analiz (dotyczacych juz umystu),
warto podsumowac wtasnosci obydwu typow liczb. Oto stosowna tabelka.

¥ Klasa niewymiernych liczb obliczalnych, czyli dos¢ wyjatkowych liczb niewymiernych, jest
mocno zréznicowana. Naleza do niej przede wszystkim niewymierne liczby algebraiczne, czyli ta-
kie ktore sa pierwiastkami wielomianéw o wymiernych wspotczynnikach (np. liczba \/5 , ktora jest
pierwiastkiem wiclomianu x’ — 2), ale takze pewne wazne liczby nie-algebraiczne (tzw. liczby prze-
stgpne, jak 7 czy e).



118 Pawel Stacewicz

Liczby obliczalne Liczby nieobliczalne

1a. Istniejq maszyny Turinga zdolne obliczaé je | 1b. Nie istniejq maszyny Turinga zdolne obli-
z dowolnq dokladnosciq (krotko: sq obliczalne | cza¢ je z dowolnq doktadnosciq (krotko: nie sq
algorytmicznie). obliczalne algorytmicznie).

2a. Jest ich przeliczalnie wiele (1. tyle co liczb | 2b. Jest ich nieprzeliczalnie wiele (1. istotnie
naturalnych i wymiernych,). wiecej niz liczb naturalnych).

3a. Sq wsrod nich liczby niewymierne. 3b. Wszystkie sq niewymierne.

5. NIEOBLICZALNOSC W TEORII UMYSLU

Znajac turingowskie rozroznienie migdzy wielkosciami obliczalnymi i nieobli-
czalnymi (ktore ma za podstawg ideg algorytmicznosci), wiedzac nadto, ze umyst
wolno opisywa¢ w kategoriach liczbowych (przyrownujac sam umyst do komputera,
a jego informacyjna zawarto$¢ do komputerowego oprogramowania), mozemy po-
stawi¢ dwie hipotezy, tyczace si¢ wewnatrzumystowego kodu.

Oto hipoteza H1:

Istnieje obliczalny kod umystu, ktory moglby zosta¢ — ze wzgledu na swojq
obliczalnos¢ wlasnie — przeksztatcony w kod pewnej maszyny Turinga.
Mowiac krotko: kazdy indywidualny umyst jest jakas maszynq Turinga.

Oto hipoteza H2:

Nie istnieje obliczalny kod umystu, to znaczy kod, ktory mozna by przelo-
zy¢ — bez utraty jego obliczeniowej mocy — na program pewnej maszyny
Turinga.

Mowiac krotko: umyst nie jest zadng maszynq Turinga.

Przedstawiajac obydwie hipotezy w wersji skrotowej i hastowej, nawiazujacej
swoim brzmieniem do eksponowanego w tym tekscie motta Pitagorejczykow, mogli-
by$my powiedzie¢ tak:

hipoteza H1 glosi, ze umyst jest liczbq obliczalng;
hipoteza H2 natomiast, ze umysf jest liczbq nieobliczalng.

Sformutowane przypuszczenia sa wysoce spekulatywne, a ponadto odnoszace si¢ do
matematycznej teorii liczb, co na pierwszy rzut oka utrudnia myslenie o nich w kate-
goriach empirycznej sprawdzalnosci. Pierwsze wrazenie moze by¢ jednak mylace.
Przypuszczenia nasze wiaza si¢ bowiem nie tylko z formalng teoria liczb, ale row-
niez z informatykq — a to za sprawa objasnionej wyzej rownowaznosci liczb maszy-
nom Turinga, a maszyn Turinga komputerom cyfrowym. Z tego wzgledu mozna je
czgSciowo weryfikowaé, to znaczy sprawdzac, jak dobrze roézne programy dla ma-
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szyn cyfrowych (glownie te spod znaku sztucznej inteligencji) shuza sztucznej reali-
zacji pewnych czynnos$ci poznawczych.

Do spraw tych powr6cimy w kolejnym punkcie, w tym miejscu natomiast musi-
my rozjasni¢ dwie kwestie zwiazane z brzmieniem hipotez H1 i H2, ktére w pewnym
uproszczeniu przyjmuja postaé quasi-matematycznej réwnosci ,.umyst = liczba
(obliczalna bqdz nie)”.

Kwestia pierwsza tyczy si¢ lewej strony rownosci, czyli pojecia umyshu. Chociaz
piszemy ogolnie ,,umyst”, to w domysle mamy nie jaki$§ abstrakcyjny <umyst>, re-
prezentujacy ogot roznych umystow ludzkich, lecz kazdy indywidualny umyst ludz-
ki. Zgodnie z taka interpretacja kazdemu indywidualnemu umystowi U; przystuguje
odrebny kod K(U;), ktéry reprezentuje odrebna liczba L(U;) (obliczalna badz nie).

Przy tego rodzaju wyktadni obydwie hipotezy pociagaja za soba tezg o nieskon-
czonej roznorodnosci indywidualnych umystow (a by¢ moze tez tezg o ich potencjal-
nie nieskonczonej ztozonosci). Wynika to z faktu, ze zaréwno liczby obliczalne, jak
i nieobliczalne, sa nieskonczenie liczne (cho¢ tych pierwszych jest mniej niz dru-
gich). A zatem: niezaleznie od tego, czy przyjmiemy H1 czy H2, to liczby kodujace
umysty moga by¢ dowolnie duze, a same kody dowolnie dlugie. Skoro za$ w dzie-
dzinie potencjalnych kodoéw wystepuje taka rdéznorodnos¢, to najprawdopodobnie;j
wystepuje ona takze w dziedzinie obiektow kodowanych, czyli umystow. Jesli
uznamy nadto, ze dtugo$¢ kodu stanowi wiarygodny miernik ztozonos$ci umystu, to
dobrze uzasadniona wydaje si¢ mysl o potencjalnie nieskonczonej zfoZonosci indy-
widualnych umystow.

Kwestia druga tyczy si¢ prawej strony réwnosci, czyli pojgcia liczby — rozu-
mianej badz jako wielko$¢ obliczalna, badz jako nieobliczalna. Cho¢ dwa wskazane
atrybuty traktuje si¢ w teorii liczb jako przeciwstawne (co znaczy tyle, ze generuja
one rozlaczny i wyczerpujacy podzial continuum liczb rzeczywistych na wielkos$ci
dwojakiego rodzaju), to w kontekscie teorii umystu trzeba rozumie¢ je komplemen-
tarnie. Nieobliczalno$¢ umystu jako catosci nie wyklucza zatem obliczalnosci pew-
nych zjawisk czy procesé6w mentalnych. Znaczy to, iz moéwiac ,,nie istnieje obliczal-
ny kod umystu”, dopuszczamy mozliwo$¢ istnienia obliczalnych fragmentéw tego
kodu. Fragmenty takie opisuja te czynnosci poznawcze (wyizolowane sposrdd in-
nych), ktore da si¢ powierzy¢ maszynom Turinga.

Zalozenie takie nie powinno budzi¢ watpliwosci. Wszak ludzki umyst potrafi
dziata¢ algorytmicznie (czyli tak jak maszyna Turinga), a niektdre jego funkcje
(cho¢by pewne formy wnioskowan sformalizowanych) udato si¢ zalgorytmizowac.
By¢ moze jednak istniejg zjawiska i procesy (chocby $§wiadomosé), ktoérych istote
oddaja liczby nieobliczalne — jesli zatem chcieliby$my dotaczy¢ ich opis do cato-
sciowego kodu umystu, to kod ten stalby si¢ nieobliczalny, a to wskutek nieobliczal-
no$ci pewnych swoich sktadnikéw. Reasumujac zatem: hipotetyczny, nieobliczalny
kod umystu miesci w sobie obliczalne sub-kody, ale jako catos¢ jest on czyms wigcej
niz suma owych sub-koddw, to znaczy odzwierciedla wigksza poznawcza i praktycz-
na moc umyshu niz suma tychze sub-kodow.
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6. OBLICZALNOSC UMYSLU A JEGO REALIZACJA KOMPUTEROWA

Poniewaz odnoszace do teorii liczb, a dotyczace wewnatrzumystowego kodu, hi-
potezy H1 i H2 daje si¢ wyrazi¢ w stylistyce informatycznej (wybijajac na pierwszy
plan pojgcie maszyny Turinga), to s one w istocie pewnego rodzaju odpowiedziami
na pytanie o komputerowq realizacje umyshi. Stwierdzenie to rozwiniemy dla kazdej
hipotezy z osobna.

Zwazywszy na wczesniejsze objasnienia, tez¢ pierwsza mozna zapisaé na trzy
roOwnowazne sposoby:

(Hla):  Kod indywidualnego umystu K(U;) wyraza sig liczba obliczalng L(U;).

(H1b):  Kod indywidualnego umystu K(U;) jest kodem jakiej§ maszyny Turinga
MT..

(Hlc):  Kod indywidualnego umystu K(U;) jest jakim$ programem dla maszyny
cyfrowe;j.

Zapis (Hl1c) przesadza o tym, ze w mys$l hipotezy pierwszej umyst jest realizowalny
komputerowo, a odpowiednich srodkéw po temu dostarczy¢ moze technologia, ktora
juz dysponujemy, czyli sprowadzalna do maszyn Turinga technologia cyfrowa. 1dzie,
rzecz jasna, o realizacje czysto hipotetyczna — bo kazdy zgodzi si¢ z tym, ze niko-
mu jeszcze, z uwagi na kolosalna ztozonos$¢ tego zadania, nie udato si¢ zalgorytmi-
zowac wszelkich czynnosci poznawczych.

Co wigcej, na cala sprawg nalezy patrzy¢ nie statycznie, lecz dynamicznie (por.
[Stacewicz 2010, s. 209-211]). Wiadomo przeciez, ze umysty ludzkie, migdzy inny-
mi za sprawa wspomagajacych je maszyn, nieustannie si¢ rozwijaja. Rozwdj ten
skutkuje, po pierwsze, stopniowym wzrostem stopnia ztozonosci poszczegoélnych
intelektow, a po drugie, poszerzaniem zakresu problemoéw przez nie rozwigzywal-
nych. Sytuacja taka wymaga, by programy komputerowe byly w stanie ,,podazac” za
rozwijajacymi si¢ umystami i podobnie do nich zwigksza¢ stopniowo swoj stopien
ztozonosci oraz swoja obliczeniowa moc. Co najwazniejsze jednak: zgodnie z hipo-
teza H1 jest to wykonalne.

Podkresli¢ trzeba jeszcze jedna rzecz. Ze wzgledu na nieskonczona licznosé
zbioru liczb obliczalnych, mozna méwié nie tylko o sztucznych realizacjach umy-
stow ludzkich (tj. programach dla maszyn cyfrowych zdolnych symulowa¢ dziatanie
konkretnych umystéw z dowolna doktadnos$cia), ale rowniez o sztucznych kreacjach
umystow podobnych, cho¢ maszynowych. Takim bytom wykreowanym odpowiadaty-
by liczby nieprzyshugujace zadnym umystom istniejacym, cho¢ odpowiednio mocno
zlozone (na miarg ztozonos$ci umystow ludzkich). I w tym przypadku jednak, podobnie
jak w opisanym wyzej przypadku sztucznych realizacji, interpretowana dynamicznie
hipoteza H1 przewiduje jak najbardziej wykonalny scenariusz ,,podazania” umystow
maszynowych za rosnaca mocg obliczeniowa umystow zwyktych.
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Popuszczajac nieco wodze fantazji, mozna sobie wyobrazi¢ sytuacj¢ nastgpujaca: umysly ludz-
kie rozwijaja si¢ (np. poprzez ewolucjg), zyskujac w kolejnych pokoleniach coraz wigksza zto-
zono$¢ (jej granica prawdopodobnie nie istnieje); podobnie jednak moga rozwija¢ si¢ umysto-
podobne maszyny, ktore za sprawa coraz wigkszej ztozonosci technologicznej (coraz dalej ida-
ca miniaturyzacja, coraz wigksze pojemnosci pamigci itd.) oraz programistycznej (coraz bar-
dziej skomplikowane kody programéw) nadazajq za rozwijajacymi si¢ umystami.

Co wigcej tez, poniewaz obydwa rownolegle §wiaty, Swiat umystow i §wiat maszyn, nie
moga przekroczy¢ granic obliczalno$ci, to nie istnieja problemy, ktore bytyby nierozwiazywal-
ne dla umystow maszynowych, a bylyby rozwiazywalne dla umystow ludzkich. Moéwiac ina-
czej: obliczalne umysty i sprowadzalne do maszyn Turinga automaty sa sobie pokrewne row-
niez pod wzgledem swoich ograniczen.

7. NIEOBLICZALNOSC UMYSLU
A JEGO REALIZACJA KOMPUTEROWA

Po przedstawieniu réznych ,.komputerowych” implikacji tezy H1, przejdzmy te-
raz do hipotezy H2, ktora zrownuje kod umysthu z jakas liczba nieobliczalna.

Podobnie jak w punkcie 6 mozemy zaproponowac trzy rownowazne postaci tej
tezy.

(H2a):  Catosciowy kod indywidualnego umystu K(U;) wyraza sig liczba nieobli-
czalng L'(U;).

(H2b):  Calosciowy kod indywidualnego umystu K(U;) nie jest kodem zadnej ma-
szyny Turinga MT;.

(H2c):  Calosciowy kod indywidualnego umyshu K(U;) nie moze zosta¢ przedsta-
wiony jako kod programu dla maszyny cyfrowe;j.

Tym razem zapis trzeci przekresla mozliwos¢ pelnej cyfrowej realizacji umyshu; nie
wyklucza jednak mozliwo$ci innych, zwiazanych z technikami, ktére uznaje si¢ za
alternatywne w stosunku do cyfrowych.

Czysto negatywne brzmienie hipotezy H2 (,,kod umystu jaki$ nie jest”, to znaczy
,hie wyraza si¢ zadna liczba obliczalna™) sprawia, ze nie daje ona zadnych wskazo-
wek co do tego, o jakie konkretnie techniki alternatywne miatoby chodzi¢. Hipoteza H2
ukazuje zatem szeroki obszar niewiedzy. Probujac go zawezic, trzeba stawia¢ kolejne
hipotezy czastkowe — dotyczace tego, czym kod umystu mogtby byé — i rozstrzygad
je w odniesieniu do nowych, teoretycznych i praktycznych, dokonan informatyki.

Sposrod dokonan tych na szczego6lna uwagg zastugujq takie metody przetwarza-
nia danych, ktore angazuja elementy losowe. Na ich przydatnos¢ zdaje si¢ wskazy-
wac interpretacja kodujacych umyst liczb nieobliczalnych jako wielkosci czgsciowo
przynajmniej losowych (zob. pkt 4). Poniewaz za ich dokladny ksztalt odpowiada
wymykajacy sig jakimkolwiek regutom przypadek, to by¢ moze tenze przypadek jest
niezbgdny, aby zrealizowaé nieobliczalny umyst komputerowo. A méwiac inaczej:
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by¢ moze programy komputerowe dziatajace i/lub modyfikowane w sposéb losowy
lepiej oddaja istote umystu niz schematy deterministyczne (por. [Marciszewski, Sta-
cewicz 2011, s. 81]. By¢ moze tez taka wlasnie, niedeterministyczna, czyli losowa,
droga wiedzie ku maszynowej realizacji inwencji (dopowiedzmy, ze w wypadku
umyshu ludzkiego to inwencja wiasnie decyduje o jego tworczej nieprzewidywalnosci).

Nie chcac pozosta¢ na poziomie stwierdzen tak ogoélnych, omoéwimy bardziej
szczegdlowo dwie metody przetwarzania danych, ktore, po pierwsze, angazuja ele-
menty losowe, a po drugie, sa uznawane za alternatywne w stosunku do metod cy-
frowych. Chodzi o techniki kwantowe i ewolucyjne.

Losowo$¢ pierwszych ma charakter zdecydowanie sprzgtowy, mozna powiedzie¢
nawet: fizykalny. Oto na najnizszym poziomie przetwarzania, poziomie kwantowych
bramek logicznych, wykorzystuje si¢ naturalne dla mikros§wiata (np. dla czastek ele-
mentarnych) zjawiska niedeterministyczne. Wskutek ich istnienia wyniki pojedyn-
czych operacji komputera kwantowego, a wlasciwie ich odczyty, sa przypadkowe;
dopiero wykonanie wielu takich operacji oraz usrednienie odczytow daje wynik po-
zadany ze wzgledu na realizowany cel. Ow wynik jednak powstaje w efekcie kumu-
lacji szeregu zdarzen losowych, a to nasuwa mys$l, ze mozna stara¢ si¢ tak ukierun-
kowa¢é przetwarzanie, by uzyskiwa¢ wyniki nie tyle pozadane czy oczekiwane, ile
oryginalne lub zaskakujace (w odniesieniu do umyshu ludzkiego nazwaliby$my je
pomystowymi).

Druga ze wskazanych technik obliczeniowych, technika ewolucyjna, nawiazuje
takze do przyrody, cho¢ tym razem ozywionej. Jak wiadomo bowiem, w $wiecie istot
zywych zachodzi naturalna ewolucja — wsparta na takich procesach jak przypad-
kowe mutacje i krzyzowki, oraz po czeSci losowa procedura selekcji. I wlasnie te
procesy, a wlasciwie ich maszynowe odpowiedniki, probuje si¢ wykorzystywaé w
przetwarzaniu danych. Zamiast przeksztalca¢ dane sekwencyjnie, dazac do wyniku
zgodnie z jakims$ $cisle okreslonym schematem deterministycznym, generuje si¢ cale
populacje wynikow probnych, a nast¢pnie poddaje sig je sztucznej ewolucji — ocze-
kujac, ze w jej efekcie zostanie wygenerowany wynik optymalny.

Strategi¢ taka cechuje ukierunkowany indeterminizm, a mowiac bardziej tech-
nicznie, ukierunkowany globalnie indeterminizm lokalny. Okre$lenia te wyrazaja
sytuacje nastgpujaca. Lokalnie, a wigc na poziomie takich mikrooperacji, jak mutacje
i krzyzowki, dziata czysty przypadek; natomiast globalnie, na poziomie makro, czyli
przy ocenie i promowaniu do kolejnych populacji pewnych prébnych rozwiazan,
dziala kierunkujaca selekcja (w jej efekcie z wigkszym prawdopodobienstwem sa
promowane rozwiazania lepsze, a z mniejszym — gorsze). Co najwazniejsze jednak,
doktadny wynik symulowanej ewolucji nigdy nie jest przesadzony z gory, a reguty
kierujace ewolucja sa regutami niedeterministycznymi.’

® Wigcej szczegotowych informacji o technikach ewolucyjnych w informatyce zawieraja pozy-
cje [Michalewicz 1992] oraz [Goldberg 1998].
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8. PRZYKLADY PODOBNYCH ZAGADNIEN

W dotychczasowym teks$cie poruszyli$my tyko jedno zagadnienie filozoficzne —
zwiazane z turingowskim podziatem continuum liczbowego na wielkosci obliczalne
inieobliczalne. Ze wzgledu na kluczowa dla Turinga koncepcje maszyny uwagi nasze
koncentrowaly si¢ wokot perspektyw komputerowej realizacji czynno$ci umystowych.

Pozostajac w kregu tych samych przemyslen, na zasadzie niewielkiego dopowie-
dzenia jednak, opiszemy teraz dwa inne zagadnienia, odwolujace si¢ do innych nieco
wlasnosci liczb rzeczywistych niz te, ktdre dostrzegl i zbadat Alan Turing.

Zagadnienie pierwsze stanowi w pewnym sensie nieco inny, uproszczony i histo-
rycznie wczesniejszy, wariant kwestii omawianej w poprzednich punktach. Wysunat
je Leibniz, a zinterpretowat w duchu informatycznym Witold Marciszewski.'® Od-
wotuje si¢ ono do znanego juz Pitagorejczykom rozrdznienia migdzy wielkoS$ciami
wymiernymi 1 niewymiernymi, ktore to rozrdznienie przypomina dystynkcje obliczal-
ne/nieobliczalne, ale nie jest z nig tozsame (niektore liczby niewymierne cechuje
bowiem obliczalno$¢, a inne nieobliczalnos¢).

Majac na oku wskazane rozrdznienie, argumentuje si¢, ze jesli kod umystu K(U;)
wyraza si¢ liczba niewymierna L(U;), to z uwagi na nieskonczone i nieregularne
przedstawienie dziesigtne tejze liczby kodu K(U;) nie mozna pozna¢ i obliczy¢ do-
ktadnie, lecz tylko w przyblizeniu (podobnie jak nie sposéb podac calej postaci dzie-
sigtnej liczby L(U;)). Dlatego tez umyst opisany liczba niewymierna moéglby by¢ re-
alizowalny za pomoca komputeréw cyfrowych, ale tylko w przyblizeniu. Trzeba pa-
migta¢ przy tym, ze Leibniz nie wiedziat jeszcze o istnieniu obliczalnych liczb nie-
wymiernych, nie znal tez $cistego pojgcia algorytmu (jako schematu wykonalnego
przez maszyn¢ Turinga); stad tez jego domyst, cho¢ przenikliwy, musiat pozostac
dos¢ ogdlny.

Zagadnienie drugie odwotuje si¢ do innej jeszcze wlasciwosci zbioru liczb rze-
czywistych: ot6z zbior ten jest ciqgly, to znaczy nie zawiera zadnych liczbowych
luk."" Mimo to w rzeczywistoliczbowym continuum mozna wskazywa¢ pewne nie-
skoniczone podzbiory, ktdrym nie przyshiguje juz atrybut ciagto$ci. Najprostszy z nich
to ,,dziurawe z natury” liczby naturalne, inny to liczby wymierne, jeszcze inny to
wielkos$ci obliczalne. Jak wida¢ zatem, wystgpuje w teorii liczb wazna dychotomia
ciqgle/nieciqgte, ktora uzyskuje sig, ,,wyluskujac” z ciaglego zbioru liczb rzeczywi-
stych pewne nieciagte, cho¢ nieskonczenie liczne, podzbiory. (Por. [Mioduszewski
1996])).

19 Zagadnienie to jest oméwione szerzej w ksiazce Witolda Marciszewskiego Szfuczna inteli-
gencja (s. 23-29). Oznaczono je tam jako Ly, co sam pomystodawca tlumaczy jako <Leibniz zin-
terpretowany przez Marciszewskiego>.

" Dopowiedzmy, ze za ciaglosé te placi sie cene nicobliczalnosci, bo luki miedzy obliczalnymi
liczbami rzeczywistymi wypetiaja wielkosci nieobliczalne. To za§ wiaze obecne zagadnienie
z problemem nieobliczalnosci.
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W informatyce natomiast dychotomii tej odpowiada wazka roéznica miedzy ana-
logowymi i1 cyfrowymi technikami przetwarzania danych. Wyjasnijmy krétko: uzy-
wane najpowszechniej metody cyfrowe stuza do obrébki danych zapisanych za po-
moca skonficzonego zestawu symboli, np. cyfr (najczgsciej zer i jedynek); mniej po-
pularne metody analogowe pozwalaja natomiast przetwarza¢ dane ciagle, niemozli-
we do pelnego opisu symbolicznego, a reprezentowane fizykalnie jako nat¢zenia
(potencjalnie ciagle) pewnych wielko$ci fizycznych, np. pradu.

I tutaj wlasnie, przy przej$ciu od teorii liczb do informatycznych zastosowan,
zjawia si¢ nasz filozoficzno-inzynierski dylemat. Ktore metody zapewniaja wigksza
skuteczno$¢ maszynowej realizacji czynno$ci poznawczych? Analogowe czy cyfrowe?

Za przewaga pierwszych zdaje si¢ przemawiaé teoria — czyli fakt, ze odpowia-
dajace analogowosci liczby rzeczywiste sa liczniejsze od nieciagtych liczb wymier-
nych (a nawet obliczalnych) i pokrywaja cate continuum mozliwych do przetworze-
nia sygnatow. Teoretycznie zatem — mimo olbrzymiej skuteczno$ci technik cyfro-
wych — metody analogowe daja ,,co§ wigcej”, bo nie wiaze ich ograniczenie niecia-
glosci danych.

Tu jednak zjawia si¢ watpliwos¢. By¢ moze bowiem ciagtos¢ jest swego rodzaju
matematyczng fikcjq, ktéra w pewnych sytuacjach zapewnia elegancki symboliczny
opis obiektow wyidealizowanych (przejawem owej elegancji jest, na przyktad, ra-
chunek roézniczkowo-catkowy). By¢ moze w §wiecie komputerow — z ich oblicze-
niowa zdolno$cia do bardzo doktadnego przyblizania wielkosci ciaglych za pomoca
wielkos$ci dyskretnych — fikcja ta jest zbedna. Sa to pytania i watpliwos$ci zarazem,
na ktore nauka nie daje ostatecznej odpowiedzi.

9. PODSUMOWANIE: TEORIA UMYSLU A TEORIA LICZB

Po rozwinigciu sktadajacych si¢ na ten tekst punktow 1-8 jesteSmy gotowi do
odpowiedzi na pytanie tytulowe, o to, co taczy teori¢ umyshu z teorig liczb. Ot6z
obydwie dziedziny spaja informatyka, a czyni to za sprawg pojecia kodowania, ktore
stosuje si¢ — co jest bardzo wazne — do umystu porownywanego z komputerem.

Dzigki pojeciu kodowania zawarto$¢ informacyjna umystu (swoiste mentalne
oprogramowanie), mozna utozsami¢ z pewnym kodem — z punktu widzenia infor-
matyki chodzi o zbidr precyzyjnych instrukcji, mozliwych do zapisania w pewnym
programistycznym je¢zyku; z punktu widzenia matematyki chodzi natomiast o kod
liczbowy, bedacy wynikiem odwzorowania w liczbach kolejnych instrukcji wspo-
mnianego j¢zyka, a nastgpnie scalenia tych instrukcji w jedng liczbg. Na pewnym,
odpowiednio wysokim, poziomie abstrakcji ma zatem sens utozsamienie umystu
z liczba.

Jesli przyjmie si¢ takie uzasadnienie i zalozy si¢ zaposredniczona w informatyce
odpowiednio$¢ miedzy sfera liczb a $wiatem zjawisk mentalnych, to uzyskuje si¢
bardzo ciekawa i potencjalnie tworcza mozliwo$¢ heurezy. Innymi stowy: zyskuje si¢
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sposobno$¢ do wnioskowania z tego, co wiadome o liczbach, o tym, czego chcemy
si¢ dowiedzie¢ o umysle. Wspomniana heureza moze prowadzi¢ od okreslonych
wlasnosci i typow liczb (wymiernych, niewymiernych, obliczalnych, nieobliczalnych
itp.) do hipotez o umysle (np. takich, ze kod umystu wyraza si¢ liczba okreslonego
rodzaju).

Niniejszy tekst stanowi niewielka probke strategii heurystycznej, wiodacej od
matematycznych pojeé¢ obliczalnosci i nieobliczalno$ci, przez informatyczne rozrdz-
nienie migdzy cyfrowymi i niecyfrowymi technikami przetwarzania danych, az do
filozoficznego pytania o to, czy kod umyshi wyraza si¢ liczba obliczalna, czy tez
nieobliczalna.

Inspirowana teorig liczb konkluzja tekstu jest nastgpujaca. Modelujac i/lub reali-
zujac umyst za pomoca informatycznych technik obliczeniowych, trzeba wzia¢ pod
uwage, ze w teorii liczb istnieja wielkosci nieobliczalne. Trzeba je traktowaé, po
pierwsze, jako wielkosci o nieregularnym i losowym (przynajmniej czgsciowo)
przedstawieniu dziesigtnym, a po drugie, jako takie wielkosci, ktore dotaczone
zbiorczo do klasy liczb obliczalnych zapewniaja ciaglos$¢ zbioru liczb rzeczywistych.
Zgodnie z podana charakterystyka wielkosci tych nie mozna obliczy¢ doktadnie, tj.
z dowolng zadang doktadnoscia, za pomoca zadnej maszyny Turinga.

O ile uzna¢ zatem, ze kod umystu wyraza si¢ liczba nieobliczalna, a jego nieobli-
czalne sktadniki sg istotne dla sprawnos$ci poznawczej cztowieka, to trzeba zgodzié
sig, ze dla komputerowej realizacji umystu nie wystarczq rownowazne maszynom
Turinga techniki cyfrowe. Szukajac za$ technik alternatywnych, warto mie¢ na uwa-
dze wspomniane wyzej atrybuty nieobliczalnos$ci: losowos$¢ oraz gwarancj¢ ciagltosci
liczbowego continuum. Jest to wazna wskazoéwka heurystyczna. Kierujac si¢ nia,
warto poszukiwaé takich rozwiazan, ktére tacza w sobie niedeterministyczne sche-
maty przetwarzania danych (np. ewolucyjne) z analogowosciq przetwarzanych sy-
gnatow i/lub wykonywanych operacji.
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