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Jadunga Dianni

PIERWSZY ZNANY TRAKTAT REKOPISMIENNY
W LITERATURZE MATEMATYCZNEJ W POLSCE

ALGORISMUS MINUTIARUM MARTINI REGIS DE PREMISLIA

Autorem pierwszego znanego, jak dotychczas, traktatu matematycz-
go napisanego w Polsce przez Polaka — jest wychowanek Akademii
Krakowskiej, a potem i jej profesor, Marcin Kro6l z Zurawicy (Martinus
Rex de Premislia).

Osobie tego uczonego i jego twdérczosci naukowej poswiecili frag-
menty prac L. A. Birkenmajerl, K. Morawski2 i J. N. Fijatek3 ostat-
nio za$ szczegotowo opracowat biografie Kréla i zestawit jego pisma
Z. Kuksewicz® Z wspomnianych prac wynika, ze Marcin Krdél po od-
byciu studiéw w Akademii Krakowskiej i uzyskaniu stopni naukowych 4

1t. A. Birkenmajer, Marcin Bylica z Olkusza oraz narzedzia astronomicz-
ne, ktore zapisat Uniwersytetow Jagiellonskiemu w roku 1493. ,,Rozprawy Akade-
mii Umiejetnosci, Wydziat Matematyczno-Przyrodniczy”, seria 2, Krakéw 1893, t. 25,
ss. 21—27.

2K. Morawski, Historia Uniwersytetu Jagiellonskiego. T. 1 Krakoéw 1900,
ss. 399 i nast.

3J.N. Fijatek, Polonia apud Italos scholastica, saeculum XV. T. 1 Cracoviae
1900, ss. 105—dlii. .

saZ. Kuksewicz, Marcin Krél z Zurawicy, alias z Przemysla. ,Materiaty
i Studia Zaktadu Historii Filozofii Starozytnej i Sredniowiecznej”, seria A: ,Ma*
teriaty do Historii Filozofii Sredniowiecznej w Polsce”, Krakéw 1961, t. 1, ss. 118— 140.

4 Data wpisu Marcina Kréla do Uniwersytetu Krakowskiego nie jest pewna.
W Album studiosorum czytamy nastepujace wpi'sy: 1) 1438 Tempore hiemali sive
1438/39 Martinus Stanislai de Zyrawice d. t. Zatem — scholar ,intitulatus” na poétrocze
zimowe 1488 r., a wiec wpisany w jesieni 1437 r. (por.: Album studiosorum Univer-
sitatis Cracoviensis. T. 1 Cracoviae 1887, s. 92); 2) 1440 Aestate sub rectoratu mgri
Johannis de Dobra medicinae doctoris — Martinus Johannis de Premislia, d. 30 gr
(por.: ibidem, s. 98). Poniewaz w spisie bakatarzy promowanych w ,1444 r., w zapisce
z XVI w., czytamy: 1444 Ad Quatuor tempora Cinerarum in decanatu mgri Johannis
de Raciborsko — Martinus de Sirawicze (alias de Premislia iste fuit doctor Rex in
medicinis. Collegiaturam iste in astrologia errexit) (por.: J. Muc zk ows ki, Statuta
nec non liber promotionum philosaphorum ordinis in Universitate studiorum Ja-
gMonica ab anno 1402 ad annum 1849. Cracoviae 1849, s. 35) — wnioskuje stad L. A.
Birkenmajer (por. przypis 1), ze rok wpisu 1438 jest prawdopodobniejszy, przy czym
nadmienia, ze uczony wystepuje w réznych dokumentach to jako przemys$lanin, to
jako zurawiczamin (wde$ Zurawica lezy o 5 km od Przemysla).

Inny poglad wyraza J. N. Fijatek (por. przypis 3). Przyjmuje on rok 1440 jako
date wpisu, stwierdzajac przy tym, ze w poézniejszych dokumentach — od promo-
cji magisterskiej poczawszy — spotyka sie juz stale nazwisko: Martinus Rex de
Premislia. Ten poglad na date wpisu znajduje potwierdzenie w fakcie, ze gdyby
zatlozy¢ wstapienie Marcina Kréla do akademii w 1438 r., to stopien bakatarza bytby
on otrzymat dopiero po szesciu latach studiéw, w 1444 r., co staloby w jaskrawej
sprzecznosci z otrzymaniem przezen stopnia magistra w 1445 r., a wiec w tak krot-
Kim czasie po egzaminie bakalarskim. Cytowany poglad podziela 'tez J. Zathey (por.:
Historia Biblioteki Jagiellonskiej. T. 1 Krakéw 1966, s. 198).

Nie budzi natomiast zadnych zastrzezen data otrzymania stopnia magistra, za-
pisana w Liber promotionum pod data 1445 r.; wéréd promowanych w tym roku
widnieje: Martinus Rex de Premislia (por.: J. Muczkowski, Statuta [...],s. 36).
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270 Jadwiga Dianni

rozpoczgt w tejze akademii wyktady, obejmujagc w rdku akademickim
1444/1445 kolegiature Stobnerab

Collega Stobnerianus miat wyktada¢ Geometria Euklidesa, optyke
(perspektywe), arytmetyke, muzyke (tj. rachunkowg cze$¢ akustyki), teo-
rykl planet oraz objasnia¢ Tablice alfonsynskie, poprzedzajac te objas—
nienia wykladem arytmetyki liczb utamkowych6 Stwierdziwszy, ze
scholarzy napotykali duze trudnosci w przyswajaniu tych zagadnien
Zz nie zawsze w sposéb dostepny opracowanych rekopisow obcych auto-
row 7, Marcin Krol postanowit sam utozy¢ nowo ujety traktat o utam-
kach — Algorismus minutiarum. Traktat zostat napisany przed rokiem
1445; w tym wiaslnie roku udaje sie Krol w diugg wedrowke po réz-
nych uniwersytetach zagranicznych, o czym Obszernie mdéwig wyzej
wymienieni autorzy8

Algorismus minutiarum zachowat sie w zbiorach rekopismiennych
Biblioteki Jagiellonskiej w trzech kopiach zawartych w kodeksach o sy-
gnaturach: 1859, 1927, 1844. Autograf nie dochowat sie czy 'tez do dzi$
nie zostat odszukany.

W pierwszym kodeksie (1859) traktat Krdla znajduje sie na kartach
8lu—'I11u 9 Skopiowat go Wojciech z Opatowa, co zapisat w kolofo-

6 Potwierdzenie tego faktu anajdujemy w liscie 'kardynata Zbigniewa Ole$nic-
kiego ido Marcina Kréla. Mimo wyjazdu Kréla za granice kolegiature te dla niego
zatrzymano. Gdy jednak uczony po otrzymaniu stopnia doktora medycyny

w 1440/49 r. w Uniwersytecie Boloiskim — wbrew obietnicy danej Diugoszowi
w Rzymie — w 1449 r. udat isie na Wegry na dwoér wielkorzadcy Huinyadiego, Oles-
nicki — ktérego poparcie umozliwito Krélowi studia zagraniczne — listem wysta-

nym w grudniu .1449 r. lub w styczniu 1450 r. domagat sie kategorycznie powrotu
Kréla, tak ze wzgledu na swdj wiasny stan zdrowia, jak i konieczno$¢ podjecia
wyktadéw: Longo tarnen tempore et longa expectatione delusi sumus, nec non solum
sed ipsa Cracoviae Universitas, quae votis nostris obtemperans ordinarium locum
pro vobis in hunc diem reservat (por.: Monumenta medii aevi historica res gestas
Poloniae illustrantia. T. 2: Codex epistolaris saeculi decimi quinti. Cracoviae 1876,
cz. 2, ss. 86, .92 por. itakze: Biblioteka Jagielloiska (dalej: BJ), rkps 42, s= 100
oraz BJ, rkps 48, s. 114

6 Archiwum Uniwersytetu Jagiellonskiego (dalej: AUJ), rkps 68.

7 W zbiorach rekopismiennych Biblioteki Jagielloriskiej zachowaty sie z tego
okresu traktaty o utamkach Jana de Lineriis i Jordana Nemorariusa: rkps 551
z 1383 r., ss. 102—10;9; rkps 552, ss. 1137—150; rkps 562 z 1385 r., »s. 127— 143;
rkps 573, ss. 55—85; rkps 602, ss. 69—82 i ss. 209—21'6 (komentarz Modum repre-
sentationis minutiarum)-, rkps 11S29, iss. 289—352 i as. 353—376 (komentarz); rkps
1924, ss. 27il—298 (ze zbioréw Macieja Miechowity, zawierajgcy Jordani Nemorarii
Minutiarum tractatum).

8Do podanych wyzej wiadomosci o studiach Kréla za granicg dodamy jesz-
cze, ze swoja ,wedrowke” zaczal od Pragi; 118X111446 zostat przyjety do grona
magistrow tamtejszego uniwersytetu i(por.. J. Muczkowski, Wiadomos¢ o za-
tozeniu uniwersytetu w Krakowie. Krakéw 1851, s. 101). Podczas studiéw w Bolo-
nii uzyskat lektorat astronomii (por.: | ratuli dei lettori legisti et artisti dello Stu-
dio Bolognese. Ogtosit U. Dallari. T. 1 Bologna 1888, s. 26). Do Krakowa wroécib
Krél w 1148 r. i tu pozostat do konca zycia. Zajmowal w dalszym ciggu kolegiatu-
re Stobnera, w kazdym razie — w latach 1451 i 1452, ogtaszat bowiem na te lata
judicia i(por.: BJ, rkps 1918, rkps,764), co nalfezalo do obowigzkéw kolegiata Stob-
netrowsikiego: ufundowat tez katedre astrologii (por.: AUJ, nkps 46, is. 29). Doktad-
nej daty Smierci Kréla nie znamy, zmart przed 1460 r. (por.: Monumenta [...]. Co-
dex epistolaris [...], cz. 2, s. 338).

8 BJ, rkps 1859. Kodeks papierowy o wymiarach 21X15 cm (por.: T. Ze-
brawski, Bibliografia pismiennictwa polskiego. Z dziejow matematyki i fizyki
oraz ich zastosowan. Krakoéw 1873, ss. 28—<29 oraz: W. Wistocki, Katalog re-
kopiséw Biblioteki Uniwersytetu Jagiellonskiego. T. 1 Krakoéw 1877, ss. 440—441).
Oprawa bardzo skromna: deski powleczone $winskag skoéra, niebarwiong; $lady po
metalowych guzach i dwéch zapieciach na paski; ornament prosty liniowy, rylcem.
Goérna czes¢ oprawy obtamana i prowizorycznie naprawiona. Na grzbiecie nalepka
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nie nd k. Ulu: Explicit nova com,pilatio Algorismi minutiarum per me
Albertum de Magna Opatéw Anno Domini MCCCCXLVII in Bursa Divi-
tum in Vigilia Assumptionis Maride edita per magistrum Martinum Po-
lonum 10 Pismo: drobna kursywa pospieszna, tekst rubrykowamy, inicja-
ty czerwone; na niektdére pozostawiono puste miejsca. Na marginesie:
znaki mnemotechniczne; nieliczne glosy marginalne i interlinealne,
zwlaszcza na poczatku.

W drugim kodeksie (1927) spotykamy traktat Marcina Kréla na
k. 319v—424ru. Skopiowany jest rekg Jana z Olkuszal2, wiasciciela
kodeksu, co potwierdza zapiska na koiafomie na k. 424r: Et sic est Algo-
rismi minutiarum et est editus per magistrum Martinum de Premislia
Polonum Anno Domini 1445t0 12a Kopia Algorytmu jest na ogdét staranna,
tekst rubrykowany, inicjaty bardzo proste, czerwone, wstepny nieco
ozdobniejszy. Rysunki sg sporzadzone cyrklem. Nieliczne glosy margi-
nalne i interlinealne, zwlaszcza nia poczatku Algorytmu.

W trzecim kodeksie (1844) Algorismus minutiarum zajmuje k. 549u—
592u 13 tj. dwa ostatnie sekstemy. Niektorych rysunkéw kopista nie wy-
konat, pozostawiajgc' na nie puste miejsca.

z sygnaturg. Wyklejka pergaminowa z prébami pisma i .napisem reka Jana Broz-
ka Ptolemeus et pars Euclidis. Antefolium pergaminowe =z czternastowiecznym
tekstem liturgicznym. Kodeks pisany jest réznymi rekami, drobng kursywa, na
og6t mato starannie. Powstal prawdopodobnie przez oprawienie poszczegolnych
osobno napisanych czy skopiowanych czesci, posiadajacych wtasng numeracje skita-
dek. Zawiera: Prodoscimo de Beldomandi Compositio astrolabii, Ptolemei Liber
quadripartitus z komentarzem, tegoz Centiloguium, Euklidesa Geometrie oraz frag-
menty nie dajace sie zidentyfikowa¢ przy pomocy incipitéw.

10 ,,Konczy sie nowe zebranie Algorytmu utamkoéw przeze mnie Alberta z Wiel-
kiego Opatowa Roku Panskiego 1447 w Bursie Bogatych w Wilie Wniebowstgpienia
Panny Marii {skopiowanie,] wydane przez magistra Marcina Polaka”. Wojciech
z Opatowa otrzymat stopien bakatarza w 11146 r. (por.: J. Muczkow s ki, Statu-
ta [.«], s. 37), magistra w (1447 r. i(por.: ibidem, s. 38), dwukrotnie takze wymienia-
ny jest jako dziekan — w 4|53 r. i 1458 r. i(pcr.: ibidem, s. 44 i s. 50).

1 BJ, rlkps 1927. Kodeks papierowy o wymiarach 21 X 155 cm (por.:. T. Ze-
tarawski, op. cit, ss. 27—28; oraz: W. Wistocki, op. cit, ss. 462—463). Opra-
wa bardzo jskromna: deski powleczone $winnskg skoéra, niebarwiong, Slady po pie-
ciu metalowych guzach i dwoéch zapieciach na paski; ornament bardzo prosty, ryl-
cem. CBlagrzbiecie nalepka z sygnaturg. Wyklejka papierowa; na niej od goéry napis
Liber magistri Johannis de Elkusz. Inng reka, pdézniejsza, dodana data: 1542. Poza
tym notatki tresSci geometrycznej i astronomicznej. U dotu nalepka z dawng sy-
gnaturg (BB XXV 14). Antefolium i postfolium pergaminowe. Na antefolium reka
Jana z Olkusza spis zawartosci kodeksu. Nizej reka Brozka napis Opuscwla mathe-
matica. Kodeks pisany jest starannie 'kilkoma rekami; zawiera: Euklidesa Geome-
trie, Prodoscimo de Beldomandi Compositio astrolabii, Canones astrolabii, Jo-
hannis de Muris Arithmetica, Tractatus de mausica, Johannis Peckhami Perspectiva
communis oraz Algorismus minutiarum.

12 W Statutach ogtoszonych przez Muczkowskiego wymieniony jest Jan z Olku-
sza promowany na magistra w .1444 r. j(s. 36), z dopiskiem: juit licentiatus in me-
dicinis et magnae reputationis temporibus suis. Drugi Jan z Olkusza promowany
jest na magistra w 1450 r. (ibidem, s. 41), dopisek tu brzmi: licentiatus medidnae,
Plebanus in IUcusch. Do ktérego z tych magistrow odnosi sie wzmianka w Statu-
tach o trzykrotnym piastowaniu godnosci dziekana w latach 1456 (s. 47), 1459
(s. 53), 1464 (s. 60) — nie wiadomo. Nie wiemy rowniez, ktéry z nich byt witascicie-
lem wymienionego kodeksu.

122 ',I to jest Algorytm utamkéw wydany przez magistra Marcina z Przemys$la
Polaka Roku Panskiego 1445”.

13 Odnos$nie do opisu kodeksu por.: A. Bednarski, O krakowskich rekopi-
sach Perspektywy arcybiskupa Jana Peckhama. Poznan 1®33, ss. 7—8; oraz W. W i-
stocki, op. cit, s. 437. Kodeks pisany jest kilkoma rekami, m.in. przez Jana
z Inowroctawia, ktéry byt wiascicielem kodeksu, jak $wiadczy zapiska prowenien-

KHNIiT — 3



272 Jadwiga Dianni

Incipit wymienionych kopij trakftaltu brzmi: Modum arismetrarum
gnaro intuitu sub tropolitis editum racionibus minutias attente rimando
tria intima nutibus ultima supponentem duarum etenim revolvit varia
sese invicem ambigencium pluribus onusta lumina opposite nature usibus
Supputancium [...]. Pierwsze litery incipitu tworzg kryptogram: Magi-
ster Martinus de Rvssia Polonus — na co zwrécit uwage J. Zathey 13

Czy zachowane kopie sporzadzone byty z oryginatu, czy z innych
kopii — nie wiemy; niewatpliwie sg w nich pewne btedy i znieksztatce-
nia, niemozliwe dzi§ do sprawdzenia wobec braku autografu. Stosunko-
wo duza liczba kopii Algorytmu Marcina Kréla wskazuje, ze traktat po-
siadat bardziej istotne walory, niz inne traktaty arytmetyczne znajdujg-
ce sie wowczas w uniwersytecie, napisane przez obcych autoréw.

Postaramy sie — przez przeprowadzenie analizy tresci traktatu
w oparciu o odczytany i ujednolicony w stosunku, do zachowanych ko-
pii tekst oraz jego polskie ttumaczenie 4 — wykazac¢, ze uznanie, jakie
traktat bezposrednio po napisaniu znalazt u uczniow i kolegéw autora,
byto w peini zastuzone.

Na wstepie musimy zaznaczy¢, ze w nomenklaturze Marcina Kréla
utamek nazywa sie albo minutia, albo minutum. Pierwsza nazwa, figu-
rujgca w tytule traktatu, jest ogdlniejsza i stuzy do oznaczania utam-
kow w ogole; brzmi ona w liczbie pojedynczej: minutia, w liczbie mno-
giej: minutiae albo tez czesto minuciae. Wydaje sie, ze wprowadzajgc
druga nazwe, Krol chce wyrézni¢ wypadék szczegdlny: utamki fizycz-
ne, czyli szescdziesigtkowe; nazywa je odpowiednio: minutum, minutia
(minutum to uzywany w tym wypadku jako rzeczownik rodzaju nija-
kiego —mimiestéw bierny czasu przesztego od minuo = zmniejszam),
chociaz spotykamy réwniez nazwe: minutiae phisicae.

Traktat Algorismus minutiarum rozpoczyna Krdél ogélnym rozwaza-
niem, co to jest utamek (por. ryc. 1). Jest to — mowi — liczba zapisana
wprawdzie za pomocg dwéch liczb catkowitych, ale nie przejmuje ona
wiasnosci tych liczb. Liczba catkowita to u Kréla odpowiednik ilosci:
role te spetnia tylko licznik utamka. Utamek natomiast jest to pewna
wielkos¢, ktérg wiasciwie reprezentuje mianownik. Do mianownika
przywigzuje Krdl wlasnosc¢ ciggtosci, ktdrej nie posiada licznik. Mowi
wyraznie: ,Ulamek 2/3 nie wyraza konkretnie zadnej ilosci, inne bo-
wiem sg 2/3 piedzi (miary dtugosci) albo nawet piedzi kwadratowej
(miary powierzchni), a inne sg 2/3 sklepienia niebieskiego“.

Procz réznicy znaczenia obu liczb catkowitych w utamku, wymienia
autor i inne cechy specyficzne utamka, ktérych sformutowanie budzi
podziw nawet z dzisiejszego punktu widzenia. Dwie z nich podkreslimy
szczegblnie. Liczba catkowita jako wyraz ilosci moze by¢ dowolnie du-
za, moze rosng¢ — mowi Krol — in injinitum. Utamki natomiast o licz-
niku 1 z wzrostem mianownika maleja do zera, dowolny za$ utamek

cvjna na wyklejce przedniej oktadki: Magistri Johannis de Junivladishavia Euclides,
Perspectiva cum commento, Theorica planetarum, Sphaera materialis. Algorismus
minutiarum zajmuje dwa ostatnie sekstemy z wyjatkiem ‘'kart 592—598, na kto6-
rych inng reka wpisano: Joh. de Gamundia De compositione cylindri.

13 Historia Biblioteki ss. 108— 109.

u Tekst tacinski odczytata i opracowata na mojg prosbe pod wzgledem paleo-
graficznym mgr M. Kowalczykéwna, ttumaczenia na jezyk polski dokonat dr J. Kot
towsfci, W komentowaniu jtrudniejszyoh miejsc tekstu pomagat mi dr A. Wachuika.
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wiasciwy przy nieograniczonym (in infinitum) wzros$cie i licznika, i mia-
nownika zbliza sie do pewnej granicy {terminus), mianowicie do jed-
Nnosci.

W dazeniu do usuniecia trudnosci w wyktadzie usituje autor wpro-
wadzi¢ elementy pogladowe. Udaje mu sie to jedynie czeSciowo; przede
wszystkim, stojac na gruncie pitagorejskiej interpretacji jednosci jako
poczatku liczenia, ktora geometrycznie odpowiada punktowi, nie moze
skonstruowaé osi liczbowej. Wsréd licznych rysunkéw nie ma ani jedne-
go, gdzie jako poczatek oznaczenn wystepowatoby zero. Kazdy odcinek
jest oznaczony dwiema literami: a — poczatek odcinka, b —ekoniec od-
cinka. Krél bowiem zdaje sobje sprawe, ze mozna, i nawet nalezy upo-
gladowi¢ utamki za pomocag odcinkéw. A wiec, mimo brakéw w logicz-
nych podstawach Owczesnej maltemaltyki, 'znakomita' intuicjia pozwala
uczonemu zbudowaé¢ piekny wykiad o utamkach, bogato ilustrowany
graficznie.

Blizsze zapoznanie si¢ z sensem i znaczeniem utamka obiecuje autor
umozliwi¢ w dalszych wywodach traktatu, ktéry dzieli na trzy rozdzia-
ty: Tractatus primus de reductione minutiarum; Tractatus secundus de
VIl speciebus, puta: additione, subtractione, duplatione, mediaticme,
multiplicatione, divisione, progressicme; Tractatus tertius de radicum
extractione et quibusdam regulis 15

Na poczatku pierwszego rozdziatu (Tractatus primus) omawia autor
znaczenie, forme zapisu oraz wiasnosci utamkow, najpierw zwyczajnych
(vulgares), a nastepnie szescdziesigtkowych (phisicae). Utamek zwyczaj-
ny definiuje w ten spos6b: mianownik wskazuje, na ile czesci podzielo-
no catos¢, licznik natomiast wyraza, ile tych czesci wzieto. Z takiego
okreslenia wynikaja nastepujace trzy wilasnosci utamka zwyczajnego:
gdy licznik jest mniejszy od mianownika, utamek jest mniejszy od jed-
nosci; gdy licznik i mianownik sg sobie réwne, warto$¢ utamka wynosi 1
(unitas); gdy licznik jest wigkszy od mianownika, utamek jest wigekszy
od jednosci. Bez szczegdlnego podkreslania faktu Krél zauwaza, ze uta-
mek, w Kktéorym licznik jest potowa mianownika, doréwnuje potowie
jednosci. Autor nie rozwija tu jeszcze systematycznie upraszczania utam-
kéw, a'le dodaje, ze gdy licznik utamka jest rowny trzeciej czesci mia-
nownika, to utamek stanowi trzecig czes¢ catosci (una tertia pars integri).

Odrebnie traktuje Krél ulamki szescdziesigtkowe i stwierdza, ze
powstajg one przez podzielenie jednosci na 60 réwnych czesci. Ale je-
dnoscig jest u Krdla zawsze 1 stopien (gradus); i ta wiasnie okolicznosé
spowodowata wprowadzenie nazwy minutiae phisicae. Wydaje sie jed-
nak, ze nie tylko ten rgoment zdecydowal o pozostawieniu utamkoéw
sze$€dziesigtkowych w powszechnie uzywanej postacila

Utamki szesédziesiatkowe sg i dla Krola pewng forma pozycyjnego

5 ,»Pierwszy o sprowadzaniu utamkoéw do wspdélnego mianownika, drugi o sied-
miu formach operacji rachunkowych: o dodawaniu, odejmowaniu, podwajaniu, po-
towieniu, mnozeniu, dzieleniu i o tworzeniu postepéw, trzeci o wycigganiu pier-
wiastka i o peiwnych regutach”.

B Utamki szes$cdziesigtkowe powstaty w Babilonie, tam bowiem rachowano
w uktadzie szesdédziesigtkowym, co stwierdzito badanie tabliczek z‘pismem Kklino-
wym. Utamki te docieraja nastepnie do innych krajéw; od Il w. p.n.e. zasieg ich

jest coraz wiekszy, a w reku astronomoéw aleksandryjskich stajg sie cennym na-
rzedziem rachunku. Obszerne ujecie tego rachunku podaja pochodzgce ze staro-
zytnosci i Sredniowiecza Schélia do 10 -ksiegi Elementéw Euklidesa (por.: Die Sexa-
gesimalrechnungen in den Schalien zu Euklids Elementen. ,,Bibliotheca Mathema-
tica”, .seria 3, zesz. 5/1904, ss. 225—233).
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zapisu liczby, ktéra utrwalita sie w wielowiekowej tradycji, od mate-
matyki babiloniskiej bodajze poczynajagc. Jednostki dalszych rzedow
powstaja tu za pomocag dzielenia statego jednostki wyzszej przez 60.
Prima minutia to 1/60 sltopnia, secunda minutia: 1/60 z 1/60, tertia mi-
nutia: 1/60 z 1/60 z 1/60 itd. Krd6l, jego poprzednicy i jemu wspotczesni
nie pisali tych utamkéw w postaci utamkéw zwyczajnych, lecz wyréz-
niali poszczegdlne rzedy dodatkowymi skrotami pisanymi u gory nad
odpowiednimi cyframi. Np. zapis Kroéla

sa Ssg mf 22 &
2 7 20 5 D

oznacza: 2.60 + 7.60° + 20.'60-1 + 25.60“2 + 30.60-®. Napisy u gory sa

skrétami mian: sma = signa (tak nazywano rzad odpowiadajacy dzie-
sigtkom w systemie dziesigtkowym); gra = gradus; ma = prima minu-
tia; 2° = secunda minutia; 3 = tertia minutia.

Krél pojmuje, ze nie ma istotnej réznicy miedzy utamkami zwyczaj-
nymi a fizycznymi, ale poniewaz Tablice alfbnsynskie sg zestawiane
w utamkach szesc¢dziesigtkowych, pozostawia je w ich dotychczasowej po-
staci. Ciekawe, ze autor usituje wyttumaczy¢ obranie liczby 60 za pod-
stawe ukiadu pozycyjnego tym, ze jest ona dogodna do dzielenia (aptissi-
mus ad divisionem).

Z tekstu Krdéla widaé, ze bardzo biegle postuguje 'sie on znakami
hindusko-arabskimi. Zero stale zresztg nazywa ciffra I7. Jednakze zapis
cechuje pewna nieprecyzyjnos¢. Szczegollnie jest eniejasne, dlaczego po
stronie catkowitej kazda cyfra odpowiada pewnemu rzedowi, a po stro-
nie utamkowej dla kazdego rzedu sa dwie cyfry. Takie przyporzadkowa-
nie dwoch cyfr jednemu rzedowi nigdy sie wiecej w traktacie nie po-
wtarza. Wprost przeciwnie, przy zamianie utamka szes$édziesigtkowego
konczacego sie na pewnym rzedzie na rzad nizszy — Krol dopisuje tyl-
ko jedno zero.

Bardzo obszerny rozdziat pierwszy poswieca autor sprowadzaniu
utamkow do wspolnego mianownika. Celem tych rozwazan jest przede
wszystkim poréwnywanie utamkéw, a nastepnie ich dodawanie wzgled-
nie odejmowanie. Sprowadzanie utamkoéw do wspdlnego mianownika
Krél objasnia wyczerpujgco na kilku przykiadach, by p6zniej sformu-
towaé¢ ogoélng regute. Problem porownywania utamkéw sprowadza on
do zastgpienia danych ulamkow przez inne o takiej samej wartosci.
Podstawowym momentem w jego rozwazaniu jest wspoOtmiemos¢é od-
cinkow.

Catos¢ przedstawia odcinek o pewnej diugosci ((por. ryc. 2). Dla po-
réwnania np. utamkoéw 2/3 i 2/4 autor dzieli ten odcinek raz na -trzy
czesci, drugi raz na cztery czesci. Aby dowiedzie¢ sie, 0 ile roznig sie
odcinki odpowiadajgce 2/3 i 2/4, nalezato znalezé wspdlng miare dla
odcinka przedstawiajacego 1/3 catosci i dla odcinka przedstawiajacego
1/4 catosci. Wspélng miarg jest 1/12 jednosci, bo 12 dzieli sie i przez 3,
i przez 4. A wiec punkty podziatu catosci na dwunaste czesci beda sie

7 Nazwa pochodzi od aTabsikiego as-sifr = puste, prézne. Nazwe te w XIII
latynizuje na zephirum Leonardo z Pizy Fibonacci w swej Liber abaci. Johannes
Sacrobosco w Tractatus de arte numerandi (/k 1249 r.) podaje: ciffra vel figura
nihil. Pozostate znaki arabskie nazywano: characteres, numeri. iNazrwa ciffra na ozna-
czenie zera przetrwata w podrecznikach arytmetycznych do XVIII w., a nawet do,
poczatku XI1X w. Jeszcze Gaiuss nazywa zero cifra.



Rye. 1 Algorismus minutiarum Marcina Kréla — pierwsza karta prawie wspo6t-
czesnej oryginatowi kopii sporzadzonej przez Jana z Olkusza {BJ, rkps 1927, k. 379)
Phc. 1 Algorismus minutiarum MapuMHa Kpynji. nepBast CTpaiiHua kotium nomu coBpcMeHHOIi
opHTHHajiy, BbinojiHeHHOI Mhom H3 Onwcyiiia
Fig. 1L The treatise by Marcin Krdl, sheet one of a copy from XVth century



Rye. 2. Wykres ilustrujacy sprowadzanie utamkéw do wspdélnego mianownika i ich
poréwnywanie (tamze, k. 398)
Puc. 2. TpatjiMHOOKaa MHTepnpcrauiiH, HJunocTpHpyiomas MeTOfl CeefleiiMa flpoGeii k ooiycMy
3HaMeHaTejijo h cpaBHHBamw mx (iaM *e, c. 398)
Fig. 2 The graphic interpretation of the reducing of fractions to a common
denominator

Ryc. 3. Jeden z pogladowych wykreséw: liczby catkowite zostaly przedstawione
jako utamki o mianowniku 1 (tamze, k. 388)
Phec. 3. OflMH H3 HarjwflHBK rpe<3HHecKiix npegcTaBjieimJi: uejiue mncjia M3o6pa>Ketbi b BMie
3po5eit co 3HaMeHaTejieM 1
Fig. 3. Marcin Krél in some cases reduces integers to fractions with 1 in the
denominator.
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pokrywaly z punktami podziatu na trzecie i na czwarte czesci, a to po-
zwoli poréwnaé¢ dane utamki. Koniec odcinka odpowiadajgcego utam-
kowi 2/3 pokryje sie z 6smym punktem podziatu, koniec odcinka 2/4 —
z sz6stym punktem podziatu. Réznica wigc miedzy tymi utamkami wy-
nosi 2/12 catosci.

Moze dziwi¢ nieco fakt, ze Krol, ktéry doskonale zna upraszczanie
utamka i stale je stosuje, postuzyt sie tu utamkiem 2/4 zamiast 1/2. Ale
chodzito mu prawdopodobnie o to, aby podkresli¢, ze utamki o réwnych
licznikach nie sg sobie rowne, jezeli rézne sa ich mianowniki.

Jako wynik przytoczonego rozwazania Krdl ustala ogélng regute, kté-
rag moglibysmy tak uja¢: jezeli mianowniki utamkéw nie majg wspoél-
nych podzielnikéw, to dla otrzymania wspélnego mianownika nalezy je
przez siebie pomnozyc.

Nastepna reguta, ktorg Krél wyprowadza, stanowi bardzo powazny
krok naprzéd w stosunku do sposobow stosowanych od czasu Leonarda
z Pizy18 Chodzi o poréwnanie trzech utamkéw o réznych mianowni-
kach, bedacych zreszta liczbami wzgledem siebie pierwszymi. Autor za-
leca tu znalezienie wspdlnego mianownika dla wszystkich trzech utam-
kow rownoczesnie {podkr. — J. D.). W wypadku podanego przez
niego przyktadu: 2/3, 2/4, 2/5 — jest nim liczba 60. Autor uzasadnia
wynik tym, ze dla odcinkéw odpowiadajgcych utamkom 1/3, 1/4, 1/5 —
analogicznie jak w przyktadzie z dwoma utamkami — wspo6lng miarg
jest 1/60 catosci. Krol rozumie doniostosé swojej interpretacji i dlatego
krytykuje w tym miejscu jednego z autoréw znanych woéwczas trakta-
tow o arytmetyce, ,mistrza Jana“ (z Linieres, de Lineriis), ktéry w takim
wypadku znajduje wspdlny mianownik kolejno (podkr. — J. D.) dla
dwoch utamkow (pierwszego i drugiego, a potem drugiego i trzeciego)
i podaje wynik wprawdzie prawidtowy, ale bez objasnienia, co dla czy-
telnikow moze by¢ niezrozumiate.

W ustepie zatytutowanym Trzecia reguta stwierdza Krdl wyraznie
potrzebe sprowadzania wszystkich branych pod uwage utamkéw do
wspélnego mianownika tylko wtedy, gdy wszystkie mianowniki sg réz-
ne. Utamki o jednakowych mianownikach poréwnuje sie tatwo przy nie-
zmienionym mianowniku. Kroél dobitnie podkresla, ze np. dla utamkéw
12, 1/3, /3, 1/3 wspdlnym mianownikiem jest 6. Mozna by niewatpli-
wie — mowi — uzy¢ takze mianownika 54, ale bytoby to zmudne a zu-
peinie niepotrzebne 19

Rozdzial konczy autor szczegétowymi uwagami dotyczacymi pozy-
cji liczb catkowitych w stosunku do rozwazanego problemu. Liczbe cal-
kowitg mozna — mowi — zawsze zamieni¢ na utamek o dowolnym mia-
nowniku. Wystarczy w tym celu pomnozy¢ dang liczbe przez wybrany
mianownik, a otrzyma sie w ten sposéb szukany licznik utamka. Autor
nie mowi nigdzie, ze liczbe catkowitg nalezy uwaza¢ za utamek o mia-
nowniku 1, bo to nie miesci sie w jego okresleniu utamka, ale nie brak
takich oznaczenn w tekscie (por. ryc. 3).

Nie wprowadza Krol réwniez nazwy utamka niewtasciwego; mimo
to zajmuje sie utamkami, w ktorych licznik jest wiekszy od mianowni-

18 Mamy tu na mys$li wspomniang w przypisie 17 Liber abaci Leonarda z Pizy,
ksigzke napisang z poczatkiem X111 w., w ktérej autor w oparciu o system pozycyj-
ny cyfr hindusko-arabskich wytozyt catos¢ 6éwczesnej nauki rachunkoéw.

18 Zauwazymy, ze prawie wszyscy wspotczesni Krélowi i nawet pézniejsi (w wie-
kach XV1 i XVII) matematycy stosowali mechaniczne mnozenie pod rzad wszystkich
wystepujacych mianownikéw; wyjatkami byli: Chuguet, Tartaglia i Clavius.
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ka i zaznacza, ze z takiego utamka mozna wydzieli¢ catosci. Jako przy-
ktad podaje jedng z Archimedesowych liczb wyznaczajgcych wartosc
stosunku obwodu kota do Srednicy, mianowicie 22/7. Autor nie zastana-
wia sie, czy liczba ta jest doktadng, czy przyblizong wartoscig wymie'
nionego stosunku, a zmienia jg tylko przez mieszczenie mianownika
w liczniku w liczbe mieszang 31 + 1/7. Moze przez podanie takiego
wiasnie przyktadu Krél chciat podkresli¢ uzyteczno$¢ arytmetyki nie
tylko w astronomii, ale i w innych naukach matematycznych. W napisa-
nym w pie¢ lat potem traktacie o geometrii praktycznej2 bedzie on
czytelnika odsytat do swego Algorytmu utamkéw.

Definicje utamka jako wyniku dzielenia przez liczbe catkowitg uwa-
za Krdol za najbardziej wlasciwg. Wykazuje, ze definicja ta daje zu-
peinie wystarczajgcg a zarazem jasng odpowiedz nawet wdéwczas, gdy
chodzi o obliczenie utamka z utamka. Przez wtasciwe zastosowanie okre-
Slenia utamka mozna utamek z utamka zamieni¢ na utamek z catosci,
ktoéry autor nazywa ,prostym“ (simplex). Dzielagc cze$¢ catosci na odpo-
wiednig ilos¢ rownych czesci mozna tez wyrazi¢ stosunek takiej jednej
czesci do catosci. W wypadku kilkakrotnego pomniejszania podobnego
utamka, co sie da krétko zapisa¢ jako utamek z utamka z utamka, otrzy-
mamy wynik w ten sposob, ze iloczyn licznikéw da licznik, a iloczyn
mianownikéw mianownik utamka prostego. Np. 1/2z 2/3 z 2/6 jest 4/36.

Trudno$¢ widzi autor w zapisie. Bo jezeli /2 1/3 1/4 oznacza (przy
braku znaku dodawania +) sume tych utamkoéw, to nie mozna w taki
sam jsposOb zapisa¢ operacji obliczania /2 z 1/3 z /4. W celu uniknie-
cia dwuznacznosci proponuje tu autor przekreslanie kreski utamko-
wej: za przyktadem — jak moéwi — Zydéw (more Judeorum)-, pro-
blematyka symboliki matematycznej byta — jak wida¢é — w Polsce
rozwazana od pierwszych samodzielnych traktatbw matematycznych.
Autor nie nazywa tej operacji wprost mnozeniem utamkéw przez siebie,
alle gdy przejdzie p6zniej do omawiania mnozenia — skorzysta z tych
wynikow.

Nie zraza autora jeszcze trudniejszy problem wyznaczania, jakg czes-
cig danego prostego utamka jest inny prosty utamek. My bysmy to za-
gadnienie dzisiaj potraktowali jaiko dzielenie utamka przez utamek albo
nawet jako zamiane utamka pietrowego na utamek zwyczajny.

Krdl rozwaza przykiad, ktéry formutuje w ten sposéb: o ile 1/3 jest
wieksza od 1/4 ze wzgledu na 1/3? RoOznice tych utamkéw — moéwi
autor — mozna tatwo otrzymac przez sprowadzenie ich do wspdlnego
mianownika. Wynosi ona 1/12 catosci. Ale chodzi o to, jaki to jest ufa-
mek 1/3?

Zmierzajac do sformutowania odpowiedzi, autor przeprowadza rozu-
mowanie, ktére znajduje potem praktyczne odbicie w pewnych kon-
strukcjach podziatu okregu kota na rowne czesci. Aby wiec znalez¢ nad-
wyzke 1/3 nad 1/4, dzieli on 1/3 najpierw na trzy réwne czesci, a potem
na cztery rowne czesci. Trzecia czes¢ 1/3 wynosi 1/9, a czwarta czes¢ 1/3

20 Marcina Kréla z Przemys$la alias Mistrza Marcina z Zérawicy inaczej Marci-

nem Krélem z Przemys$la zwanego Geometrya Praktyczna. Przetozyt i skomentowat
L. A. Biirkenmajer. Warszawa 1895. Podaje jtu Marcin Krél (s. 6): ,,Gdyby kto$ prag-
nat znalez¢ z tatwoscia sSrednice jakiego$ kota, niech wezmie warto$¢ obwodu, Kkitérg
mnozac przez 7, a powstaly iloczyn dzielgc przez 22, otrzyma iloraz réwny Srednicy
kota”. Objasnienia, jakie autor podaje w zwigzku z dzieleniem, sg szerszym rozwinie-
ciem rozwazan zawartych w Algorismus minutiarum, tu odniesionych do znalezienia
Srednicy Zodiaku.
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wynosi 1/12. Nalezy teraz obliczy¢ stosunek tych dwoéch czesci, a wiec
1/3 do 1/12. Krol zamienia ten stosunek na stosunek 12 do 9. Nie objas-
nia blizej, dlaczego to robi, ale prawdopodobnie korzysta z faktu, ze ilos¢
czesci, na jakie dzielimy cato$¢, i wartos¢ tych czesci — sa wielkos$cia-
mi odwrotnie proporcjonalnymi. A wiec stosunek wartosci czesci jest
odwrotny do stosunku ilo$ci powstatych czesci:

1/9 :1/12 = 12:9.

lloraz wynosi 1 i pozostaje reszta 3, a wiec 1/4 z 1/12; wobec tego nad-
wyzka 1/3 nad 1/4 jest réowna 1/4 z 1/3, co istotnie daje 1/12 catosci.

Moze by¢, ze autor uwazat to rozumowanie za tak elementarne, ze
wydawata mu sie zupetnie zrozumiata koncowa reguta: ,Aby utamek
prosty ‘'zamieni¢ na utamek utamka, pomnéz mianownik utamka przez
niego samego, nastepnie mianownik pierwszego utamka przez mianow-
nik drugiego utamka i dziel drugi iloczyn przez pierwszy“. Wskazéwka,
jakg autor konczy przyktad, mianowicie, ze iloraz jest licznikiem a resz-
ta mianownikiem szukanego utamka, jest stuszna dla wszystkich tego
rodzaju przykiadoéw, tzn. dla takich utamkéw, ktére sa odwrotnosciami
liczb catkowitych réznigcych sie o 1. W innych wypadkach przy stoso-
waniu tego samego rozumowania nalezatoby warto$¢ utamka okresli¢
inaczej.

Jako ilustracje praktyczng powyzszego rozwazania podaje Kroél ra-
chunek przydatny w budowie asltrolabium. Chodzi mu prawdopodobnie
0 podziat okregu na 360°. Z konstrukcji dziesieciokata foremnego otrzy-
muje 1/10 cze$¢ okregu. Z konstrukcji kwadratu i nastepnie 'Otrzymuje
1/40 czes¢ okregu. 1/40 nalezy teraz podzieli¢ na 9 czesci. Latwiej dzie-
li¢ — jak wiadomo —ena 8 czesci. Kazda 1/8 jest wieksza od 1/9. Na pod-
stawie poprzedniego rozumowania mozna Obliczy¢, o jaka czes¢ 1/8 jest
od niej 1/9 mniejsza. Rachunek doprowadza do 1/9 z /821 1/8 jako maly
tuk okregu mozna z pewnoscig z duzg dokladnoscig podzieli¢ na 9 czesci.
Réznica otrzymanej poprzednio 1/8 okregu i teraz otrzymanej 1/9 z 1/8
jest pozadanag dziewigtg czescig 1/40 czesci okregu, a wiec 1/360 czescig
tego okregu.

Jakkolwiek, jak wspomnielismy wyzej, zachowuje Krél dla utamkéw
fizycznych éwczesne znakowanie, to jednak zaznacza, ze pierwsze mi-
nutia odpowiadaja, szes¢dziesiatym czesciom jednosci, drugie 1/60 z 1/60
itd. Ta uwaga pozwala mu stosowa¢ zalezno$¢ odwrotnie proporcjonal-
na do zamiany utamkéw zwyczajnych na sze$édziesigtkowe i na odwrot.
iPorusza zas te zagadnienia — jak méwi — ze wzgledu na to, ze tablice
astronomiczne sg uktadane badz w utamkach zwykiych (jak u Jana
de Lineriis), badZz w szes¢dziesigtkowych (jak w Tablicach alfonsynskich).

Utamki szesédziesigtkowe moga by¢ wyrazone takze za pomocg —
jak bysmy dzis powiedzieli — jednostek réznych rzedéw. Zamiana ta-
kich utamkoéw jednych na drugie odbywa sie za pomoca dzielenia albo
mnozenia przez 60.

W tym swoim dazeniu do powszechnej —*ze tak powiemy — unifika-
cji wszystkich utamkéw, w czym szczegblnie wyraznie uwydatnia sie
nowatorskie ujecie zagadnienia, Krél wyjasnia nawet, w jakich rela-
cjach do utamkéw Zwyczajnych pozostajg zydowskie elochim. A wiec
18 elochim jest rownowazne 1 minucie taciniskiej, 1080 elochim odpo-

5l Kopista popetnit itu btgd piszac 1/8 z 1/8.
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wiada 1 godzinie — pisze Krdl — a moglibySmy tez przyja¢ 1080 elochim
jako rowne 1 stopniowi. Zatem liczba 1080 jest zamiennikiem zydow-
skich elochim na utamki fizyczne, a te juz oczywiscie dadzg sie zamie-
ni¢ na utamki zwyczajne.

Rozwazania 'te konczy Krdl uwaga o oznaczeniach utamkéw fizycz-
nych. 60° tworzy signum phisicum, a wiec kat peiny zawiera 6 signa
phisica. Ciekawe, ze méwi on réwniez o sighum commune, ktére wyno-
si 30°, a wiec kat pelny zawiera 12 takich signa. Wediug Ptolemeusza
okrag dzieli sie na 12 czeSci; stad 12 znakéw Zodiaku.

IPo obietnicy, ze pézniej wrdéci jeszcze do tego problemu, przechodzi
Krol do rozdziatu drugiego (Tractatus secundus). Trescig rozdzialu —
jak zapowiada na poczatku — sa dziatania na utamkach wszystkich ty-
pow. Dziatann wymienia zgodnie z 6wczesng tradycjg siedem, a wiec do-
dawanie, odejmowanie, podwajanie, potowienie, mnozenie, dzielenie
i budowanie postepéw. W koncu przyrzeka zilustrowa¢ mnozenie i dzie-
lenie rysunkiem.

Poniewaz dodawanie utamkéw o jednakowych mianownikach nie
przedstawia ani praktycznej, ani teoretycznej trudnosci, poleca Kroél we
wszystkich innych wypadkach sprowadza¢ utamki do wspdélnego mia-
nownika, bez wzgledu na to, czy to bedg dwa, trzy, czy wiecej utamkow.
Przy dodawaniu utamkoéw zwyczajnych do fizycznych nalezy najpierw
W znany juz sposOb zamieni¢ utamki fizyczne na zwyczajne i postepo-
waé podobnie jak poprzednio. Natomiast dodawanie utamkow fizycz-
nych do siebie odbywa sie tak, ze dodaje sie do siebie jednostki poszcze-
g6lnych rzedéw, przy czym w wypadku otrzymania liczby wiekszej od
60, zamienia sie 60 na jednostke rzedu wyzszego. Krdl przeprowadza tu
wyktad bardzo wyczerpujacy; chodzi mu, jak widaé¢, o to, by nie jpomi-
na¢ niczego, co mogtoby kiedy$ sprawi¢ stuchaczom trudnosci.

Odejmowanie, ktérym sie nastepnie zajmuje, objasnia Krdl analo-
gicznie. Utamki wiec zwyczajne nalezy najpierw sprowadzi¢ do wspol-
nego mianownika, a potem odejmowac liczniki. Gdy trzeba kilka ulam-
kéw odjaé od jednego utamka, wykonuje Krél odejmowanie kolejno po
dwa utamki.

Przy odejmowaniu utamkow zwyktych i fizycznych nalezy albo
utamki fizyczne zamieni¢ na zwyczajne, albo zwyczajne na fizyczne.
Gdyiby przy odejmowaniu utamkéw szescdziesigtkowych liczba ktéregos
rzedu w odjemniku okazata sie wieksza od odpowiedniej liczby w od-
jemnej, nalezy — mowi Krdl, jak o tym zresztg wspomina tez Jan de
Lineriis — jednostke wyzszego rzedu zamieni¢ na jednostki nizszego
rzedu i wykonywa¢ odejmowanie. Gdyby zas na miejscu bezposrednio
wyzszego rzedu bylto zero, nalezy wzig¢ jednostke poprzedniego rzedu,
zastawi¢ na pustym miejscu 59, a jednostke zamieni¢ na jednostki jesz-
cze nizszego rzedu.

Odejmowanie utamkoéw fizycznych ma zastosowanie tylko w astro-
nomii. Wprawdzie zawsze nalezy odejmowac liczbe mniejsza od wiek-
szej, ale w obliczeniach astronomicznych moze zdarzy¢ sie wypadek, ze
odjemna jest mniejsza od odjemnika. Trzeba wOwczas pamietaé, ze
utamki fizyczne odpowiadajg katom okregu, a wiec do odjemnej wystar-
czy doda¢ jedno signum commune okregu poprzedniego. Wprawdzie
Krél nie méwi o tym wyraznie, ale tatwo sie domysle¢, ze wynik wy-
padnie wéwczas w poprzednim znaku. Znak ujemny wyniku, ktéry by
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sie tu doskonale nadawat, zostat wprowadzony do algebry o wiele
pézniej,

(@) nastepnym z kolei dziataniu, a mianowicie o podwajaniu, wspo-
mina Kroél raczej tylko ze wzgledu na tradycje, podkreslajac wyraznie,
ze sprowadza sie ono do dodawania liczby do niej samej.

Wiecej uwagi Krél poswieca potowieniu, gdyz tu zmienia sie albo
licznik — gdy jest parzysty, albo mianownik — gdy licznik jest niepa-
rzysty. W tym ostatnim wypadku przy potowieniu nastepuje podwaja-
nie mianownika. Podobnie przy obliczaniu trzeciej, czwartej itd. czesci
nalezatoby mianownik zwielokrotni¢ trzy, cztery itd. razy az do nie-
skonczonosci.

W wypadku potowienia utamkéw fizycznych autor zaleca zamienic
je na jednostki takich rzeddéw, aby utamek dat sie zapisa¢ za pomoca
liczby catkowitej. Mozna by tego unikna¢, ale woéwczas nalezatoby dzie-
li¢ przez 2 kolejno od najwyzszego rzedu do najnizszego, stosujac przy
tym zamiane powstatej ewentualnie reszty na jednostki nizszego rzedu.

A teraz Krél zajmie sie¢ mnozeniem. Na poczatku zaznacza, ze w mno-
zeniu biorg udziat obie czesci utamka. By¢ moze, ma tu na mysli wnioski
wyprowadzane przy obliczaniu utamka z utamka. Obie wiec czesci utam-
kéw przy ich mnozeniu powiekszajg sie, ale powigekszenie to ma rézne
znaczenie dla wartosci utamka. Tak wiec przez mnozenie mianownikéw
otrzymujemy mniejsze czesci, i to jest dla wartosci iloczynu decydujace.
Autor przytacza bardzo trafny przyktad: mnozenia 1/2*1/2, co daje
w wyniku 1/4.

Przez interpretacje kazdej liczby jako iloczynu jednosci przez te
liczbe Krél przechodzi do traktowania mnozenia utamkow jako wyraza-
nia proporcji. Gdybysmy, stosujac dzisiejsza symbolike, nazwali szuka-
ny iloczyn literg X, to powyzej podany przykiad mozna by zapisa¢ tak:

1/2:1 = x :1/2

1/2 powstaje z jednosci przez potowienie, a wiec x powstanie
z przepotowienia /2. W tym celu najlepiej napisa¢, ze 1/2 = 2/4. Inter-
pretacje te zaczerpnal Krdol z okreslenia mnozenia liczb catkowitych.
Mnozenie jest u niego — czego zresztg wyraznie nie formutuje —iskro-
conym dodawaniem. Jezeli utworzymy postep arytmetyczny, w ktorym
wyraz pierwszy i réznica sg réwne mnoznej, to iloczyn w takim poste-
pie znajdzie sie na miejscu, ktérego wskaznik jest réwny mnoznikowi.
A wiec — jak moéwi Krol — iloczyn o tyle jest oddalony (distat) od
mnoznej, o ile mnoznik od jednosci. Jezeli zatem mnozng jest 15, a mnoz-
nik wynosi 6, to iloczyn znajduje sie na széstym miejscu w postepie:
15, 2.15, 3.15, itd. Stad proporcja 2

X :15= 6:1.

Czy identycznie Krél rozumowat, czy korzystat juz"z zaleznoSci
wprost proporcjonalnej, do ktérej prowadzg postepy arytmetyczne —

2 Rozumowanie to przypomina tworzenie ciggu poteg, ktére stosowal Archime-
des w swoim Liczypiasku (PSammites): ,,Tworze z liczby 10 liczby w taki sposéb, ze
dla kazdych dwoéch trzecia jest oddalona o tyle miejsc od drugiej, o ile pierwsza od
poczatku”. U Kroéla ,,odlegto$¢” wyraza sie stosunkiem liczb, u Archimedesa — réz-
nicag wyktadnikoéw.
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trudno z catg pewnoscig orzec; proporcja data mu jednak moznos¢ inter-
pretacji geometrycznej, ktora mogt zaczerpna¢ od matematykéw arab-
skich. (Mianowicie: aby np. pomnozy¢ 2/4 przez 1/2, buduje sie prostokat
(Krél mowi o kwadracie; by¢ moze, uwaza prostokat za ,dtugi kwa-
drat“). Jeden bok ma 4 jednostki, drugi 2. Prowadzimy linie z punktu
2 na dituzszym boku i z punktu 1 na krotszym boku. Kwadrat lezacy
u Zbiegu tych liinij da licznik, a kwadrat lezacy na przeciwlegtym kon-
cu prostokgta da mianownik.

Krdl postuguje sie na rysunku w swoim Algorytmie literami (por.
ryc. 6), co zaciemnia rysunek. Na ryc. 4 przedstawimy zatem te samag
interpretacje graficzng mnozenia j(przyktad: 2/4-1/2), uzywajac cyfr
arabskich.

Za pomocyg takiej interpretacji graficznej Krdol mégt objasnia¢ mno-
zenie dowolnych utamkow. Istotnie, autor zamyka to w postaci formu-
ty, ktéra przytaczamy w swobodnym ttumaczeniu: ,Aby pomnozy¢ dwa
utamki przez siebie budujemy prostokat, ktérego boki zawierajg odpo-
wiednio tyle jednostek, ile wskazujg mianowniki jednego i drugiego
utamka. Kwadrat zawierajacy licznik iloczynu otrzymamy prowadzac
linie z punktéw, odpowiadajgcych licznikom obu utamkéw na obu bo-
kach. Kwadrat znajdujacy sie w przeciwlegtym wierzchotku prostokata
zawiera liczbe, ktéra jest iloczynem mianownikow".

Np. mnozenie 2/5-3/7 ilustruje nasz ryc. 5.

W dalszym ciggu omawia autor mnozenie sumy utamkéw przez ula-
mek. Najpierw wykonuje sie wedtug znanej reguty dodawanie utamkéw,
a potem mnozenie. lloczyny iloczynéw utamkéw oblicza sie w ten spo-
s6b, ze najpierw wyznacza sie warto$¢ poszczeg6lnych iloczynéw, a po-
tem sie je mnozy.

Daznos¢ do peilnego wyczerpania omawianego tematu podsuwa Kroé-
lowi nawet jtakie wypadki mnozenia, w ktérych utamki wyrazajg sie licz-
bami catkowitymi, w szczego6lnosci utamki 1/1, ogdélnie: a/a. Licznik tu
wzrasta tyle razy, ile wskazuje licznik, a wiec a razy; powoduje to
a-krotny wzrost ulamka. ROwnocze$nie wzrasta mianownik a razy,
w wyniku czego nastgpi a-krotne zmniejszenie utamka. W tgcznym wy-
niku tych operacji wartos¢ utamka sie nie zmieni. Tak zresztg — moéwi
Krél — rozumujg wszyscy arytmetycy.

Przy mnozeniu liczb mieszanych nalezy je zamieni¢ na utamki i po-
stepowac¢ wedtug podanych poprzednio regut. 'Przy mnozeniu natomiast
liczb catych przez utamki nalezy stoséwac obliczanie utamkoéw z catosci,
wzglednie, uwazajgc liczbe catlg za utamek o mianowniku rownym jed-
nosci, postepowaé tez wedle powyzszych regut.

Z kolei przystepuje Krél do mnozenia ulamkoéw fizycznych przez
zwyczajne. Tutaj trzeba najpierw zamieni¢ utamki fizyczne, a wiec
szesSc¢dziesigtkowe, na zwyczajne wedtug uprzednio omoéwionych sposo-
béw, a potem juz mnozy¢ wedle znanych regut.

Niezwykle trafne i postepowe sa reguty autora, dotyczgce mnozenia
utamkow fizycznych przez siebie. Krél traktuje wiasciwie utamek fi-
zyczny jako iloraz liczby catkowitej przez odpowiednia potege liczby 60,
jakkolwiek nie zapisuje tego w postaci utamka zwyczajnego. Poleca po
prostu czytelnikowi, aby takie przedstawienie utamka szes$cdziesiatko-
wego wyobrazit sobie w mysili.
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Ryc. 4. Przyktad mnozenia utamkéw metoda graficzng
Marcina Kréla: 2/4-1/2
Phc. 4. llpHMep yMHOHceHHa flpo6eit ¢ noMomwo rpa”“mecicoro
MeTOfla Mapuwna Kpyjw
Fig. 4. Multiplication of fractions graphically interpreted
according to Krdélls method

1 2 3 4 5 6 7

2 4 W y 8 10 2 14
3 6 3 12 15 18 2
4 8 12 16 20 24 28

5 10 15 20 25 30 PP

Ryc. 5. Przyktad mnozenia utamkoéw metoda graficzng
Marcina Kréla: 2/53/7

Phc. 5. llpHMep yMHoacemM flpofieit c noMomwo rpa”“mecKoro
MeTOfla Mapumia Kpyna
Fig. 5 Multiplication of fractions graphically interpreted
according to Krotfs method

Oczywiscie Krol zaktada tu, zgodnie zresztg z tym, co moéwit na po-
czatku traktatu — ze utamki fizyczne o réznych rzedach nalezy wyrazic
w jednostkach najnizszego rzedu. Mnozenie takich utamkoéw da sie zre-
alizowa¢ w dwoch etapach: mnozenie liczb catkowitych; mnozenie po-
teg liczby 60. Kr6l wie, ze mnozenie poteg o jednakowych podstawach
sprowadza sie¢ do dodawania wyktadnikéw. A wiec jedna sekunda razy
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jedna sekunda réwna sie jedna kwarta, co nalezy rozumieé: 60 2-60-2 =
= 60“4. Jedna sekunda razy jedna tercja tworzy jedng kwinte, to zna-
czy: 60—2+60-3 = 60~5. Reguly te znajda kiedy$s znakomite zastoso-
wanie, gdy ulamki szesc¢dziesigtkowe ustgpia miejsca liczbom dziesiet-
nym.

Mnozenie natomiast czesci ,catkowitych“, ktoremu — zgodnie
z twierdzeniami drugiej ksiegi Elementéw Euklidesa — towarzyszy¢
moze zbudowanie odpowiedniego prostokagta albo kwadratu, radzi Krol
realizowa¢ sposobem, ktdry jest mnozeniem ,po przekatnej“, a pocho-
dzi, jak wiemy, od matematykow hinduskich 25

Podrozdziat o dzieleniu utamkow rozpoczyna sie od stwierdzenia, ze
dzielenie jest dziataniem odwrotnym w stosunku do mnozenia. Dla wy-
konania wiec dzielenia nalezy odwréci¢ czynnosci, ktére byty wykonane
przy mnozeniu. Punktem wyjscia moze by¢ proporcja ustalona przy

mnozeniu — z tym,.ze poszczegllne jej wyrazy zmienig odpowiednio
nazwe. A zatem iloczyn jest tu dzielng, mnozna — dzielnikiem, mnoz-
nik — ilorazem.

Odwracanie czynnosci wykonywanych przy mnozeniu mozna pro-
wadzi¢ az do fazy interpretacji graficznej w postaci odpowiednich pro-
stokagtow, ale tylko wtedy, gdy i licznik, i mianownik dzielnej sg wiek-
sze od licznika i mianownika dzielnika. Przy dzieleniu np. 8/24:4/6
ostatnig liczbg prostokata jest 24; poniewaz jednak bok stanowi 6 jedno-
stek, to drugi — muszg stanowi¢ 4 jednostki. Liczlba odpowiadajgca ilo-
czynowi licznikéw wynosi 8; na boku o 6 jednostkach odcieto 2 jednost-
ki, czyli na boku o 4 jednostkach musi sie odcigé¢ tez 2 jednostki. lloraz
wynosi zatem 2/4.

Spos6b ten zawodzi, gdy jest przeciwnie: licznik i mianownik dziel-
nej nie sg wieksze od licznika i mianownika dzielnika. W takich wy-
padkach Krdél zaleca — dobitnie podkres$lajac, ze nie stosowat tego przy
mnozeniu utamkéw — sprowadzanie utamkow do wspélnego mianow-
nika. Dzielenie polega wowczas na dzieleniu zmienionych licznikéw.

Nastepnie autor omawia dzielenie liczb mieszanych przez liczby
mieszane. Po zamianie ich na utamki stosuje sie odpowiednio wyzej
podane reguty.

W tym miejscu roztrzgsania roznych wypadkoéw dzielenia utamkoéw
Krol znajduje sposobnos¢ przejscia do utamkédw o mianowniku réwnym
jednosci, czyli do dzielenia liczb catkowitych. Nie wprowadza nowego
okreslenia dzielenia, tym niemniej traktuje ten problem jako — roz-
dzielanie. Jezeli — powiada — liczba dzielona zawiera mniej jedno-
stek niz liczba, przez ktoérg dzielimy (mamy np. 5 chlebéw i 7 o0so6b),
to trzeba kazda jednostke dzielong rozdzieli¢ na tyle réwnych czesci,
ile wskazuje dzielnik, i tych czesci wzia¢ tyle, ile wskazuje dzielna;
jezeli dzielna jest wigksza, to najpierw rozdzielamy catosci, a reszte
dopiero dzielimy wedtug tego samego sposobu. Rozwazanie takiego wy-
padku nie koliduje — jak tatwo stwierdzi¢ — z okresleniem utamka

S Tradycja mnozenia ,,po przekatnej”, zapoczatkowana przez Krdla, przetrwata
w Polsce az do XiVXI w. Jeszcze u Brozka w jego Arithmetica integrorum z 1620 r.
znajduje sie przyktad, ktéry pokazujemy na ryc. 7.
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Mapamia Kpyiw
Fig. 6. The genuine Krol’'s graphic interpretation of multiplication of fractions
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Ryc. 7. Zalecane przez Marcina Kréla mnozenie ,po prze-
katnej” stosowano jeszcze w XVII w.: przykiad z Arithme-
tica integrorum Jana Brozka (1620)

Phc. 7. PeKOMeHflOBaBNtHHCH MapiiHHOM KpyjieM MeTO# yMHoaceHHfl
flpo6eit ,no flwaroHajiH”. 3tot cnocoS npHMeHflnca eme b XVIlb.:
npHMep H3 Tpyfla .Staa Bpoacexa Arithmetica integrorum (1620)
Fig. 7. An example of ,diagonal” multiplication (XVIIith
century) recommended by Krél 200 years earlier
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podanym przez autora na poczatku traktatu, a zawiera tylko pewnego
rodzaju interpretacje utamka 24

Przy dzieleniu ulamkow szes$cédziesigtkowych nalezy — wskazuje
Kréol — oba utamki wyrazi¢ w czesciach najnizszego rzedu dla obydwu.
Wowczas dzielenie sprowadzi sie do dzielenia licznika przez licznik,
a mianownika przez mianownik. Sposob ten wynika i z odpowiedniego
potraktowania omawianej poprzednio proporcji, i z pojmowania dzie-
lenia jako odwrotnosci mnozenia. Krél nie moéwi tu wprost o mnoze-
niu dzielnej przez odwrotno$¢ dzielnika, ale jest ono w jego sposobie
zawarte. W dobranych przez autora przykitadach wszedzie mianownik
dzielnej daje sie podzieli¢ przez mianownik dzielnika; w innym wy-
padku nalezy — podaje autor — zamieni¢ dzielng i dzielnik na jednost-
ki jednakowych rzedéw.

Trafne potraktowanie przez Kréla dzielenia utamkéw szesédziesigt-
kowych znajdzie w dwa wieki p6zniej potwierdzenie w sposobie dziele-
nia liczb dziesietnych, gdy dzielnik zawiera rzedy dziesietne nizsze niz
dzielna. Trzeba wolwczas, jak wiemy, sprowadzi¢ dzielng do takich rze-
dow dziesietnych, jakie zawiera dzielnik; dzielenie przez utamek zaste-
puje sie wiec dzieleniem przez liczbe catkowitg. Podziwia¢ nalezy in-
tuicje, ktora kazata Krolowi zachowaé¢ forme utlamkoéow szescdziesigtko-
wych nawet wtedy, kiedy prawidta dziatan na utamkach 'zwyczajnych
zdawaly sie definitywnie rozwigzywac¢ to zagadnienie.

Teraz Krdl przechodzi w swoim traktacie do omodwienia postepéw.
Z utamkow — twierdzi — nie mozna tworzy¢ postepu. Postep jest bo-
wiem u autora — a zapewne i u wielu jemu wspoétczesnych — zwiazany
ze wzrostem wartosci wyrazow, nastepujacym badz wskutek dodawa-
nia, badz wskutek mnozenia przez pewna statg liczbe (i to liczbe tylko
dodatnig!). Poniewaz obie czesci utamka, tzn. licznik i mianownik, s3g
jednakowo wazne, nalezatoby te operacje stosowa¢ do obu czesci; ale
wowczas, zwlaszcza przy mnozeniu, nie nastepuje zmiana wartosci,
a wiec nie ma powiekszania, czyli nie ma postepu. Tak by mozna rozu-
mie¢ twierdzenie Krdla, przez niego samego nie skomentowane.

Ze wzgledu na wielkg role wyciggania pierwiastkéw zaréwno
w astronomii, jak i w geometrii —e rozpatruje e autor to zagadnienie
w osobnym rozdziale (Tractatus tertius).
' Pierwiastek drugiego stopnia widzi Krol wylgcznie jako bok kwa-
dratu, ktérego poéle wyraza sie liczbg pierwiastkowang. Gdy licznik i mia-
nownik sg kwadratami, to pierwiastek utamka jest réwny utamkowi,
ktorego licznik i mianownik sg odpowiednio pierwiastkami tamtych.
Rowniez i wtedy, gdy licznik i mianownik nie sg petnymi kwadratami,
ale niewiele sie od 'kwadratow roéznia, to pierwiastek takiego utamka
mozna z pewnym przyblizeniem zastgpi¢ przez pierwiastek ulamka,
ktorego licznik i mianownik sg odpowiednimi petnymi kwadratami.
—i i -1

24 Dla praktycznego stasowania wstepne rozwazania Kréla sa bardziej dogodne
niz ositatoie. Przypomnijmy analogiczne potraktowanie ongi tego rodzaju podziatu
przez wytacznie praktycznie nastawionych arytmetykédw egipskich: wedtug nich
5/7= 1/2+ 17+ U4 A wiec Egipcjanin nie podzielit kazdego z 5, bochenkéw na
7 czesci, bo musiatby wykona¢ 30 ,,krajan”. Zamiast tego podzielit 4 bochenki na poto-
wy i 7 osobom rozdat po potowie; jedna potowa mu zastata. Pozostaty caty bochenek
podzielit na 7 réownych -czesci i rozdat po takiej czesci, podobnie podzielit na 7 czesci
i rozdat 7 osobom pozostata potowe bochenka. W sumie wykonat zatem co najwyzej
16, krajan”.
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Przy innym natagmiast liczniku i mianowniku poleca autor stosowac
taki sposéb szukania pierwiastka drugiego stopnia: zaréwno mianow-
nik, jak i licznik utamka mnozy sie przez mianownik i kwadrat dowol-
nej liczby; pierwiastek iloczynu mianownika pomnozonego przez siebie
i przez kwadrat obranej liczby daje mianownik pierwiastka, licznik za$
pierwiastka bedzie woéwczas pierwiastkiem iloczynu licznika i mianow-
nika pomnozonego przez kwadrat Obranej liczby. Sposob ten wiagze sie
z przekonaniem autora, ze operujgc duzymi liczbami, tatwiej otrzymacd
pierwiastek odznaczajgcy sie wiekszym przyblizeniem. Oto reguta Kro-
la w naszej aktualnej symbolice:

Krél nie podaje rozumowania, ktore go doprowadzito do powyzszej
reguty, a stwierdza tylko, ze zapewnia ona wiekszg doktadnos¢. llustru-
je to autor, niestety, na przykiadzie pierwiastkowania utamka 9/16,
cho¢ utamek 'ten mozna'pierwiastkowac¢ wedtug reguty poprzedniej. Cie-
kawe, ze Krdl tu — iw innych przykladach — za dowolng liczbe obie-
ra 10; przeprowadzenie graficzne podzialu na 10 réwnych czesci istot-
nie utatwia odczytanie wyniku z wieksza doktadnoscia.

Przy pierwiastkowaniu utamkoéw fizycznych nalezy je zawsze za-
mienia¢ na jednostki rzedéw parzystych i wycigga¢ pierwiastek z liczby
catkowitej wedtug reguty dla tych liczb; rzad natomiast otrzymamy
przez przepotowienie rzedu liczby pierwiastkowanej. Gdy liczba ta nie
jest peltnym kwadratem, pierwiastek jej oblicza sie z przyblizeniem we-
ditug sposobu podanego przez autora, postugujgcego sie tu oczywiscie
wytgcznie zapisem szesédziesigtkowym. Dos¢ niejasno sformutowany
w tym miejscu tekst Krdla odtworzymy w takim oto ujeciu:

Pierwiastek z liczby 5 wyrazonej w sekundach daje 2 minuty i po-
zostaje jakis utamek. W naszej symbolice zapiszemy:

Krol pisze ten pierwiastek: 2m wiecej B.

Azeby znalez¢ B, stosuje on druga regute, a za dowolng liczbe obie-
ra 10. Liczba pierwiastkowana przyjmuje wtedy, w systemie szes$cdzie-
sigtkowym, wartosé, ktérg aktualnie 'zapiszemy:

5602
64

Jako wynik Obliczenia pierwiastka Krdl zapisuje liczbe 22 wyrazo-
na w sekundach (by¢ moze, miat on do dyspozycji jakie$ tablice) i po-
daje, ze pierwsza cyfra 2 odpowiada poprzedniemu wynikowi, to jest 2m
drugg cyfre 2 autor mnozy przez 60 i z iloczynu 120 odrzuca zero, otrzy-
mujac w ten spos6b 12 sekund — jest to poszukiwane B. Pierwiastek
z 5 sekund z doktadnoscig do sekund wynosi zatem u Kréla 2 minuty
12 sekund. Wynik jego rozni sie od poprawnego wyniku o mniej niz
3 sekundy.

Sposéb swdj usituje autor uzasadni¢ rysunkiem, ale i tu nie osigga
jasnosci. Nie wykluczone, ze w zamierzonym objasnieniu tej metody
przy pomocy interpretacji graficznej chce on wykorzystaé pitagorejskie
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gnomony, gdy z powierzchni odpowiadajgcej liczibie pierwiastkowanej,
tj. 5 sekundom, usituje wykroi¢ kwadrat o boku réwnym 2 minutom,
reszte za$ zamienia na gnomon wyrazony w szesc¢dziesigtych czesSciach.

Nalezy zwréci¢ uwaga, ze zapis Krolla w powyzej przytoczonym przy-
ktadzie mégtby budzi¢ watpliwosci. Bo jezeli w samym zatozeniu kaz-
dy rzad moze by¢ wyrazony jakgkolwiek liczbg mniejszg od 60, to w kaz-
dym rzedzie moze wypadac¢ liczba dwucyfrowa, a wiec zastepowanie
rzedu jednym zerem wolno by uzna¢ za niestuszne. Krél jednakze ma
tu na mysli zerowg wartos¢ catej kolumny odpowiadajgcej danemu
rzedowi. Taka niejednolitos¢ zapisu liczby w systemie szescdziesigtko-
wym datowata sie od Tablic Ptolemeusza, bo przeciez takze postugujac
sie znakowaniem jonskim, na oznaczenie liczby dwucyfrowej — z wy-
jatkiem dziesigtki — 'trzeba byto uzy¢ dwoéch znakéw, np. 12 = ifb

Wracajac do toku wykiadu, przy wycigganiu pierwiastka stopnia
trzeciego z utamka radzi Krol tak postepowac¢, aby mianownik pier-
wiastka zgodzit sie z mianownikiem pierwiastkowanego utamka. tatwo
to uzyskaé, gdy licznik i mianownik rozszerzy¢ przez kwadrat mianow-
nika. Licznik wowczas pierwiastkuje sie wedle reguty dla trzeciego
pierwiastka liczb catkowitych.

Autor zdaje sobie sprawe, ze w wypadku, gdy licznik jest szescia-

nem, mozna by ulamka nie rozszerza¢; przemawia za tym nawet inter-
3 g

pretacja graficzna. Np. dla obliczenia -y _ podaje on taka interpreta-

cje: bryla szescienna sklada sie z 27 czastek, a wiec jej krawedz stano-
wig 3 czastki; licznik utamka wskazuje na to, ze z tej bryly trzeba uzy-
ska¢ szeScianik ztozony z 8/27; przy jednej krawedzi ustawi sie wow-

czas 2 takiez czastki, a wiec W ™ jest rowny 2/3.

Mimo powyzszego rozumowania autor popiera poprzedni sposob,
a zatem:
3/~-8~_ 3/72 7 2R Ig
\ 27~y 213 - 27 —27'

Spos6b ten nie daje wyniku sprzecznego z interpretacjg graficzna,
gdyz stosunek 18/27 ma taki sam wyktadnik jak 2/3.

Trudno sporzadzi¢ model dla interpretacji graficznej — powiada
Krél — mozna go sobie tylko wyobrazi¢, ale watpliwe, czy to jest witas-
ciwe unaocznienie problemu. Jezeli mimo to —>podkres$la Kr6l — ktos

na drodze wyobrazeniowej uzyska witasciwy wynik, to wcale nie nalezy
sadzi¢, jak to czyni jeden z poprzednich autorow2ha traktatu o utamkach,
ze wynik ten i tak jest falszywy, i to dlatego jedynie, ze rdzni sie od
utamka pierwiastkowanego mianownikiem.

Utamki szes$cédziesigtkowe pierwiastkuje sie jak liczby catkowite,
tyle ze dbaé nalezy, aby utamki te wyrazone byty w jednostkach rze-
du, z ktérego pierwiastek trzeci da sie wyciagnaé, a wiec w tercjach,
sekstach, nonach itd. Trzeci pierwiastek tercji daje minuty, trzeci pier-
wiastek sekst — sekundy itd.

Wreszcie nastepuje ostatni w traktacie podrozdziat: o proporcjach.

28 Krol .nie ipadaje tu nazwiska; ma na mySli — sadze — wymienionego po-
przednio w tekscie ,mistrza Jana” (‘de Ltineriis).
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Krél omawia obszernie proporcje ciggte znane z geometrii, w ktorych
badz srodkowe, badz skrajne wyrazy powtarzajg sie, oraz rozwaza pro-
porcje nieciggte, ztozone z czterech rdéznych liczb. Zastosowanie propor-
cji widzi autor w praktyce, ale niestety, w podanych przez niego przy-
ktadach nie wystepujg wielkosci mierzalne.

Krdél omawia rowniez proporcje powstajgce przez przestawienie wy-
razéw, sumowanie wyrazéw, odejmowanie wyrazow itd. i nadaje tym
proporcjom nazwy, ktdére dzisiaj majg znaczenie tylko raczej historycz-
ne, odpowiadaja za$ wprowadzonym ongi nazwom greckim. Wymienia
on pie¢ sposobéw zmiany formy proporcji zaznaczajgc, ze Anglicanus>
odréznia tylko cztery takie formy (ktérym réwniez, jak i Kroél, nadaja
nieaktualne dzi$s nazwy).

[Podrozdziat jest ciekawy nie tylko ze wzgledu na zawartg tresc, lecz
takze na oddzwiegki literatury, z jakg autor zapoznat sie w zwigzku ze
swojg problematyka. Précz przytoczenia matematyka angielskiego od-
wotuje sie Kroél zupetnie wyraznie do Jordana Nemorariusa2, a takze
cytuje dzieto Mikotaja OresmeZ, nie wymieniajgc jednakze imienia
autora De latitudinibus jormarum.

Na koniec szczegélng uwage zwrdocimy na jeden z podanych przez
Kréla przyktadow konkretnego stosowania proporcji, mianowicie stoso-
wanie proporcji do przeliczen potozenia cial niebieskich podanego we-
dtug Tablic alfonsynskich na potozenie wzgledem Krakowa. Dla celéow
Scisle obliczeniowych autor zestawia trzy reguty mowigc, ze wystarczy-
taby jedna dla obliczenia ktoregokolwiek badz z wyrazéw proporcji, gdy
dane sg trzy pozostate wyrazy. Przykiad ten i komentarz do niego moz-
na uwaza¢ za zapowiedz krytyki Tablic alfonsynskich, ktorg Kral istot-

25 Historia notuje dwéch matematykoéw, ktérzy maja przydomek Anglicanus. Obaj
zyli prawie réwnoczes$nie ok. potowy XIIl w» i obaj pozostawili rozprawy o podobnej
tresci. Pierwszy z nich, Robertas Anglicanus z Montpellier i(Montepessulano), napisat
ok. 1231 r. traktat o kwadracie geometrycznym. Z traktatem tym Geometria praktycz-
na Marcina Kréla wykazuje wiele podobienstwa. Drugi matematyk, Guilelmus Angli-
canus, opracowat tez ok. 1231 r. dzietko De umbris, poswiecane przyrzadowi zblizone-
mu do astrolabium, zwanemu saphea, a obmys$Slonemu przez astronoma arabskiego
Arzahela. Trudno orzec, czy Krdl znat publikacje obu uczonych, ale traktat Roberta
Anglicanusa musiat niewatpliwie czyta¢. O dwoéch tych matematykach trzynastowiecz-
nych pisze: P. Tannery, Traité du quadrant du Maftre Robert Anglais. ,,Bibliothe-
ca Mathematics”, seria 3, zesz. &/11897.

26 Jordanu® Nemorarius i(XIll w.), uczony dominikanin rodem z ,lesistej" Tu-
ryngii (fac. nemora = gaje, lasy; stad nazwisko), jest autorem traktatu Algorismus
demonstratus (por.: G. En estrom. ,Bibliotheca Mathemaitica”, seria 3, izesz. 3/1904,
ss. 9—"14). Pr6cz tego traktatu przypisywane sg Nemorariusowi jeszcze dwa: Demon-
stratio magistri Jordani de Algorismo i Tractatus duo de numeris et de minutiis (por.:
G. En es tr 6m, Das Bruchrechnen des Jordanus Nemorarius. ,,Bibliotheca Mathe-
matica”, seria 3, zesz. 14/1914, ss. 41—54). Czy Kro6l znatl wszystkie te traktaty, czy tyl-
ko pierwszy — trudno orzec.

27 Dzieto De latitudinibus jormarum, dos$¢ rozpowszechniane na uniwersytetach
w wiekach X1V i XV, zostato opracowane przez Mikotaja Oresme’a (XIV w.). W dzie-
le autor 'zestawia pewne wiasnosci figur i z tego zestawienia wyprowadza zaleznosci
wprost proporcjonalne oraz inne zaleznosci miedzy odpowiednimi zmiennymi. Otrzy-
mane zaleznos$ci sugeruja mu sporzadzenie pewnego rodzaju prototypu ujecia gra-
ficznego problemu matematycznego. Rozwazania o zaleznosciach wprost proporcjo-
nalnych m. in. wystepujace u Oresme’a przytacza Kroél jako przykiad zastosowania
proporcji. Oresme byt autorem takze dwoéch innych traktatéw: Tractatus proportionum
i Algorismus proportionum; ostatni zawiera obszerne rozwazania o utamkach. Trak-
tatéow tych Krdél widocznie nie znat, skoro ich nie cytuje.
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nie pézniej przeprowadzi w traktacie Summa super Tabulas Alphonsi,
pozostajagcym do dzi§ — jak i Algorismus minutiarum — w rekopisie 28

Jak wida¢ z przegladu tresci Algorytmu, wyktad arytmetyki poda-
ny przez Krdéla nie jest elementarny. Wprost przeciwnie, znajduje sie
na wysokim poziomie teoretycznym, jakkolwiek traktuje o rzeczach pro-
stych. Autor nie poprzestaje na omoOwieniu regut dziatan na utamkach
i ich zmechanizowaniu. Stara sie odnalez¢ zarazem i podaje dla utamkéw
i dla operacji na nich podstawy teoretyczne. Reguly wypowiedziane
przez autora majg charakter ogolny. Zamieszczone przyktady stuzg ra-
czej tylko ich zilustrowaniu. Znaczny stopien uogoélnienia uzyskuje
Krol m. in. dzieki temu, ze w interpretacji graficznej postuguje sie od-
cinkiem ab, o ktoérego diugosci wiasciwie nic nie mowi.

mDefinicja utamka, jakg podaje Kré6l na poczatku traktatu, jest
aktualna i dla utamkéw zwyczajnych, i dla szesédziesigtkowych, i na-
wet — jak mowi — dla zydowskich elochim. Wszystkie te utamki réz-
nig sie miedzy sobg pod wzgledem formy zapisu, nie ma to jednak zna-
czenia merytorycznego. Utamki szesédziesigtkowe dajg sie z powodze-
niem napisa¢ w postaci utamkéw zwyczajnych; zachowujac ich forme
uswiecong przez tradycje, czyni sie tez ustepstwo dla dziatan, ktdre tra-
dycja dla tych utamkow przyniosta, ale jest ono drobne, mato znaczace.
Najbardziej przekonywajgcym argumentem za tym, ze miedzy utam-
kami réznych rodzajéw nie istnieje zadna zasadnicza rdznica, jest moz-
liwos¢ dwojakiego sposobu wykonywania dziatan doprowadzajgcych do
rownych wynikow.

Krél nie ogranicza sie do podania wskazéwek potrzebnych do przeli-
czania wartosci odczytanych z tablic utozonych w ukiadzie szesédzie-
sigtkowym na wartosci wedtug tablic zestawionych w utamkach zwy-
czajnych, ale chce przekona¢ czytelnika, i to mu sie w zupetnos$ci udaje,
ze pod wzgledem matematycznym nie ma istotnej réznicy miedzy tymi
tablicami.

Warto podkreslié, ze rozwazania arytmetyczne doprowadzaja Krdla
takze do ustalenia pewnych wytycznych do wykonania konstrukcji geo-
metrycznej w wypadku np. konstrukcyjnego podziatu Okregu na 360 czesci.

Jako interesujaca do pewnego stopnia metode, ktora Kkilkakrotnie
w traktacie dochodzi do gtosu, nalezatoby podniesé¢, ze przez pewne
przeksztatcenia wystepujacych w dziataniach utamkéw Krél sprowadza
je do dziatann na liczbach catkowitych.

Nie udalo sie wprawdzie autorowi postawi¢ we wilasciwym Swietle
zagadnienia postepéw dla utamkoéw, ale z wyjatkiem tego, bodajze je-
dnego, nieudanego problemu — wszystkie zagadnienia wchodzace w za-
kres arytmetyki rozwiazuje on bez zarzutu.

Mozna by zarzuci¢ traktatowi brak np. problemu podzielnosci liczb,
ktéry jest potrzebny i do dodawania, i do odejmowania, i do upraszcza-
nia utamkoéw. W przykiadach jednak, z ktérymi Krol ma do czynienia,
dodawanie i odejmowanie jest nalezycie wyjasnione, a upraszczanie
autor zastepuje obliczaniem wyktadnika stosunku bez doktadniejszych

Y] BJ, rkps 1927, ss. HI1—637, i(por.: iL. A. Birkenmajer, Marcin Bylica
s. 115). Traktat ten wyprzedza o lat 10 pokrewnej tresci pismo G-eorgiUsa Peurbacha
Novae theoricae plaruetarum, powstate w Wiedniu w 1460 r. Traktat Kréla bywa
opatrywany w naszych bibliografiach dwojakim tytutem: 1) Correctiones Tabularum
Alphonsi {egzemplarz krakowski, BJ, rkps 1927) oraz 2) Summa super Tabulas
Alphonsi (egzemplarz przy komentarzach Wojciecha z Brudzewa do Teoryk Peur-
bacha skopiowanych w11488 r., Ossolineum, rkps 759, k. 45r).

KHN1T — 4
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zresztg objasnienn. Takie postawienie kwestii utamka pozwala mu na
wprowadzenie proporcji i zaleznosci proporcjonalnej zaréwno prostej,
jak i odwrotnej do wielu zagadnien z utamkow.

Traktat Algorismus minutiarum nie 'tylko wiec spelnit swoje zada-
nie: wyjasnit stuchaczom istote utamka i zastgpit rozmaitos¢ utamkow
jednolitoscig ich pojmowania, ale 'takze stworzyt podstawe do dalszych
teoretycznych badan w tej dziedzinie. Dlatego traktat cieszytl sie tak
wielkim uznaniem u kolegéow autora i jego ucznidéw, dlatego tez budzi
i dzisiaj podziw dla umiejetnosci opracowania ogdlnego zagadnien szcze-
go6towych.

TPAKTAT MAPIIJMHA KPYJDI ALGORISMUS MINUTIARUM

TpaKTaT Mapmma Kpyaa m >KypaBKi;w— ManiCTpa -HrejUKwcKoro ymreepcHTeTa, npe-
noflaBaTejw MaTeMaTHKH Ha Kacjwflpc CToOHepa — O3arjiaBjieHHMfi Algorismus minutiarum (1445),
aBJiaeTCH nepBHM b hctophh nom>cKofi MaTeMaTiwecKoH KHTepaTypw nporoBefleHHeM, Hami-
caHHHM rroJUrcoM. B oTflejte flpeBnax pyxouHcefl itrejuioHCKofi 6H6inioTeKH coxpaHHjiMCb Tpn
kohhh 3Toro coHHHeHHH (cHrH. 1859, 1927, 1844).

HccjiefloOBamie TpaKTaTa noKa3ajio, hto oh OTJUreaeTCJi bmcokhm TeopeTinecKHM ypoBHCM.
B HeM He TOJibKO ctliopMyjiHpoBaHtt h onHcaHbi HpaBHJia MaTeMannecKHx fleftcTBHfi, ho Taicie
flan CBoeo6padliittfi CHHTe3 sthx fleitCTBHO. BHBefleHHtie rtpaBHjia hocht o6luhM xapaKrep, ho
ohh npoHiunocTpHpoBaHbi npHMepaMH, KoToptie noMoraMT jryninc itorhti» 3th npaBHJia. Cepi>e3-
Horo 0606meHHS cbohx HccjiefloBaHHft Mapujm Kpyitb flosnncn npeacfle Bcero 6jiaroflapa ToOMy,
hto b rpad»mecKOH HHTeprrpeTauHH flemcTBHft Hafl #po6flIMH oh Henojn>3yeT sjieMem ab, He yxa-
3BiBaa, BupoHCM, €ro fljmHbi.

(HopMyimpoBKa #po6h, npHBefleHHast b Hanane TpaKTaTa, othocmtch xaK k npocToii, TaK h k me-
CTHffecaTHpmHon flpoSn, h flasce— no ero cjiOBaM— k eBperickHM 3 jioxhm. 3 ih flpo6a OTjrmaioTCK
MOIKRy co6oit jiHmb (jjopMoii 3airacH. ri0O3TOMy ¢ noMomtio He60jD>mHX npeBpameHHM mojkho
JierKo nepexopjiTL ot oflHoro BHfla ppo6w k flpyroMy. TaKHM 06pa30M, paccMaipmaeMtie b TpaK-
TaTe npaBHJia MaTeMaimrecKHx fleitcTBHfi othocjttch ko bcem BHflaM flpoSeft, a CTano 6biti>, ¢ Ma-
TeMannecKOH to>ikh 3pemw Mexcfly OTflejn>HbiMH BHflaMH flpoSeft HeT cymecTBeHHtix pasjnraiii.
Abtop ¢ noMombio npocToro cnocoSa cho#ht flefiCTBHe Ha# #po6hmh k fleflcTBHaM Ha# ijejitiMH
HHCJiaVH

rpacfriraecKaa KHTepnpeTaom , cflejiaimaji aBTopoM TpaKTaTa fljw toto, ~"to6ébi b 6onee Har-
MfIHOft Ropnie npe~”CTaBHTb H3JiaraeMbie fleftCTBua, He yMeHtmaeT aSerpaKUKH TpaKTOBKH npefl-
MeTa. Paccyacflemw MapnHHa Kpyjw He TepsnoT TeopeTHnecKoro xapaKTepa flaace Torfla, Korffa
oh aHajiH3HpyeT bo3moikhocti> HcnojiKtOBaHHa fleflcTBHfl Ha# #po6mmh b cxoflHttx KOHCTpyK-
rprax, HanpHMep, fljw flejieHHH nojmoft OKpyacHOcra Ha 360 paBHWXx racTefi. Maprpnj Kpyitb He
ocBemaeT b cboch jienipiH rmaieNMﬂenHMOCTH qejibix «niceji, xoth oh h ocTaHaBjmBaeTCH |‘E}
KojibKo pa3 — He yrcMHjra Ha3BamtH — Ha cnocofiax ynpomeHHst flpo6eit.

TpaKTaT Mapuj!Ha Kpyjw H3 >KypaBHUH b #oxo#hhboh (fropMe pa3tHCHJiJi cry/jemaM cym-
HOCTDb flpoSn npe*#e Bcero noTOMy, hto bmccto pPa3jm>iHi>iX bh#ob #po6eit b HeM flaH eflHHtiit
MeTOfl hx TOJiKOBaHHH. KpoM e Toro, 3to npoH3BefleHae co3flajio 6a3y fljw flanBHetaiHX Teope-
THHeCKHX HCCJieflOBaHHfl: B 3T Oit OTpaCJIH MaTeMaTHKH.

ALGORISMUS MINUTIARUM BY MARCIN KROL
The treatise by Marcin Krél of Przemys$l — master at ithe Jagiellon University

and collegiate at Stobner’s cathedra — entitled Algorismus minutiarum from the
year 1445, this country’s first mathematical work written by a Pole, has been
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preserved in triplicate in the manuscript collection of the Jagiellon Library (sig.
1859, 1927, 1844).

Examining the paper’s contents testifies to its high theoretical standard. The
author does not content himself with formulating the definitions and describing
the laws of operations, but he conceives them in a logically coherent way. The
laws deduced are of a general character and the examples illustrating them aim
rather ait their comprehension being made easier. Marcin Krél achieves a conside-
rable degree of generalization since he makes use— when graphically interpreting

the operations with fractions — of a segment ab, the length of which he does
not define.

The definition of the fraction given in the beginning of his treatise applies
both to common and to sexagesimal fractions, and even — as he says himself —

to the Jewish Elochim. The fractions differ only by the form of recording, and
simple transformations make it easy to pass from one form to another. Consequently,
the laws of operations given bythe author apply to all types of fractions. From
the mathematical point ofview, there is no essential difference between the
various forms of fractions. Through certain transformations, the author reduces
the operations with fractions to the operations with integers.

The graphic interpretation he makes use of for visual presentation does not
affect the abstractedness of his exposition. Nor does the theoretical character of
his considerations undergo any change in consequence of his attention being
concentrated on how to exploit the operations with fractions for approximate
constructions, say, for the division of the circle’s circumference into 360 equal
parts. In his treatise, Marcin Krél did not take into account the problem of the
divisibility of integers, although — at some occasions — he discussed the
simplification of fractions without, however, introducing that term.

The work in question did not only elucidate the nature of the fraction
through replacing the diversity of fractional forms by the uniformity of
understanding them, but it also laid down foundations for further theoretical
research in this field.



