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Jadwiga Dianni

TRYGONOMETRIA W POLSKICH PRACACH MATEMATYCZNYCH
DO KONCA XIX WIEKU

Trygonometria iest nayprzednieyszym
2ywiolem wszytkich geometrow i caiq
duszq ozywiajqcq wszytkq machine tey
nauki
Rekopis J6zefa Naronowicza.
Naronskiego z r. 1659.

WSTEP

Zaczatki trygonometrii wiazg sie z zagadnieniami starozytnego bu-
downictwa oraz astronomii lub astrologii. Jesli chodzi o budownictwo, to
siegngé musimy do XVIII w. p.n.e., do zabytku egipskiego, tzw. Papyrusu
Ahmesa!. W podanych tam obliczeniach odnoszgcych sie do ostrostupow
wystepuje symbol ,,8kd” 3, okreSlajacy stosunek dwoch wymiaréw pira-
midy, mianowicie potowy gléwnej przekatnej do krawedzi bocznej, co
odpowiadatoby mnaszej funkcji cosinus, lub — zdaniem miektérych uczo-
nych — funkcji cotangens kata stoku, tj. nachylenia Sciany bocznej do pod-
stawy. Wobec tego ze nie znamy miar, jakimi sie postugiwano, interpre-
tacja tekstu Ahmesa moze byé¢ rézna. Obok ,S8kd” wystepujg terminy
uchatebt i piremus; oznaczajg one prawdopodobnie miare podstawy i wy-
sokos$ci; wedle objasnieh Ahmesa ,,8kd” odpowiadalby katowi 52°, gdy
za piremus wezmiemy krawedz podstawy bryly, a za uchatebt — prze-
katng kwadratowej podstawy, wowczas ,,Skd” bylby identyczny z cosi-
nusem kata, jaki krawedz piramidy tworzy z przekatng podstawy. Przy
bardziej stromych $cianach grobowcow egipskich ,,8kd” bylby tangensem
kata stoku. Niezaleznie od tej czy innej interpretacji ten kat jest staly
przy niezmiennym ,8kd”, stagd musial by¢ $cisle zachowany przy ukla-
daniu S$cian bocznych piramidy z odpowiednio uformowanych bryt. W ta-
kiej ,technicznej” trygonometrii okreslal egipski budowniczy ten staly
stosunek terminem ,;seqt’ 3.

Wilasciwa trygonometria jest dzielem matematykéw i astronomoéow
greckich. Tu na pierwszym miejscu nalezy wymieni¢ Arystarcha z Samos.
(IIT w. p.n.e.), prekursora idei heliocentryzmu. Biorgc za podstawe wlas-
nosci trojkata prostokgtnego obliczyl on stosunek odleglo$ci Ziemi od

1A, Eisenlohr: Ein mathematisches Handbuch der alten Aegypter ,Papyrus
Rhind” (British Museum). Leipzig 1877; T. E. Peet: The Rhind Mathematical Papy
rus. London 1923.

2 A Eisenlohr, jw, s.125; T. E. Peet, jw., s. 98.

N 30. Neugebauer: Die Geometrie der aegyptischen mathematischen Texte.
W: Studien zur Geschichte der Mathematik, Astromomie und Physik. Berlin 1931;
L. Bernhardt: Zeitschrift fiir aegyptische Sprache und Altertumskunde. Leipzig
1893 s. 7 i nast.
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Stonca i Ksiezyca, przy czym dla obserwacji wybral okres, gdy Stonce,
Ksiezyc i Ziemia tworzg wierzchotki tréjkata prostokatnego, a wiec gdy
potowa Ksiezyca jest oswietlona 4. Mamy w tych rozwazaniach zaczatek
trygonometrii cieciw Badajac stosunek lukow i cieciw, formuluje Arys-
tarch twierdzenie, ze wykladnik stosunku dwoéch lukéw jest wiekszy, niz
wyktadnik stosunku odpowiadajgcych cieciw 5.

Tego rodzaju zagadnieniami zajmowat sie szczegélowiej Hipparch z Ni-
cei (Bitynia, II w. p.n.e.), jak rowniez Menelaos z Aleksandrii (I w. n.e.),
autor rozprawy O cieciwach w kole. Wspomina o tym Theon z Aleksandrii
(IV w. n.e) w komentarzu do Almagestu Ptolemeusza 8. Jak podaje
R. Wolf w swej Geschichte der Astronomie, wyniki swych obliczen mial
Hipparch zestawi¢ w tabeli cieciw 7. Rozprawy o cieciwach Hipparcha
i Menelaosa zaginely, zachowalo sie natomiast dzielo Menelaosa w trzech
ksiegach, omawiajace zagadnienia sferyki i trygonometrn sferycznej.
Nie jest to jednak oryginal grecki, lecz wersja arabska i hebrajska oraz
lacinskie tlumaczenie®. Jest to najstarsze dzi§ znane zrédio trygono-
metrii sferycznej, stanowigce uniezalezniony od dawnej ,;sferyki stereo-
metrycznej” ? pelny traktat trygonometrii sferycznej, obejmujgcy procz
wtlasnych twierdzen Menelaosa takze osiggniecia Hipparcha.

Rozwazajgc w trygonometrii zaleznosci bokéw i katow trdojkgta wpro-
wadzamy funkcje sinus. Matematycy i astronomie greccy brali pod uwage
stosunek cigciwy do podwojonego kata Srodkowego w kole. Ze zmiang
wielkosci tego kata zmienia sie dtugos¢ cieciwy. Te wlasnie obliczenia
zawieraly wspomniane wyzej tablice Hipparcha. Grecka trygonometria
cigeiw roznila sie tylko formg od dzisiejszej trygonometrii sinuséw.
‘Wprawdzie — jak wspomnieliSmy — obliczenia Hipparcha i Menelaosa
nie zachowaly sig, ale w Sferyce Menelaosa znajdujemy wazny szczegél:
po raz pierwszy podane jest dokladne okreslenie cieciwy jako funkcji kata
Srodkowego w kole chorda sive subtensa dupli arcuil®. Z tego podstawo-
wego pojecia wyprowadza Menelaos szereg waznych twierdzen odnoszg-
cych sie do trojkatow sferycznych; niektére z nich noszg do dzi§ nazwe
»twierdzen Menelaosa” 1. Na ,twierdzeniu Menelaosa o poprzecznych”.
opart Ptolemeusz swe wywioody trygonometryczne.

4 Por. Ilepl pered@dv xai dmostyhpdrov fiov ol ceAfvng
(O wielko$ci i odlegto$ci Slofica i Ksiezyca); A. Nokke: Programvm des Freiburger
Lyceum 1854; E. Nizze: Program des Stralsundes Gymnasium 1856.

5 Twierdzenie o udowodnil dopiero Klaudiusz Ptolemeusz. Por. Opera quae exs-
tamt omnia. T. (1. Leipzig 1898 s. 43—44.

¢ Przypisujemy Hipparchowi rozprawe w dwoéch ksiegach »O cieciwach w kolec,
a takze Menelaosowi w szeSciu ksiegach, por. Commentaire de Theon sur le pre-
miére livre de la composition mathematique de Ptolomée. T. 1. Paris 1821 s. 130.

7 R. Wolf: Geschichte der Astromomie. Miinchen 1877 s. 11.

7588 Theodosii sphaericorum librii III et Menelai sphaericorum libri III. Oxford

1758.

% Przedstawicielami tej najstarszej, $§ci§le z astronomiag zwiazaneg sferyki sa:
Antolykos z Pitane (IV w. pn.e.) autor rozprawy: mepi xwouiévng opaipog
(De sphaera quae movetur liber, Lipsk 1863) — najstarszy zachowany traktat grec-
kiej literatury matematycznej; Euklides: Phainomena. Oxoniae 1703 s. 556—597;
Theodosius z Bitynii (por. przyp. 8) oraz Eudoksos z Knidos (V—IV w. p.n.e.).
W rozumowaniach tych uczonych brak twierdzen o tr6jkgtach sferycznych; sg tu
uwzglednione tylko problemy zwigzane z astronomia, przy czym wyréznié sie daja
dwie metody badan, jedna oparta ma konstrukcjach geometrycznych przez rzuty
figur sferycznych na trzy plaszezyzny (tu widaé wplyw matematyki egipskiej), druga
rachunkowa, pochodzenia babiloniskiego.

10 Termin ten dotar! do Grecji prawdopodobnie od astronoméw babilonskich.

11 A, Braunmiihl: Vorlesungen iiber die Geschichte der Trigonometrie. T. 1.
Leipzig 1900 s. 18.



Trygomometria w polskich pracach matematycznych do konca XIX 249

Ryec. 1. Karta tytutowa Trygonometrii M. Kopernika (Bibl. Jag., Cim. 5103).

Puc. 1. TuryneHblii nucrok Tmpuzonomepuu M. Konepuuka (Sren. 6m6i.)
Phot. 1. La feuille de titre,de Trigonométrie de Copernic (Bibl. Jag., Cim. 5103)

Pelny wglad w grecka trygonometrie daje nam dzielo Ptolemeusza
(II w. n.e) Moadnpanxy odvraéic1?,  bedace synteza badan poprzednikéw
wielkiego astronoma wzbogacong jego wlasnymi odkryciami. Dzieto to pod
nadanym mu przez astronoméw arabskich tytulem Almagest bylo przez
wiele wiekéw podstawg nauki o trojkatach, a wiec trygonometrii.

W jakich jednostkach obliczal Hipparch cieciwy, oczywiscie nie wiemy,
ale obliczenia Ptolemeusza pozwalajg na wysuniecie pewnych wnioskow.
Przez podzial Srednicy kola na 120 czeSci (potpat), dzielonych nastepnie
w ukladzie 60-kowym na é&Enrootd mpdra %ai devtepd otrzymuje sie odeinki,
z ktorych wyznacza sie dlugosci cieciw. Tu nadmieniamy, ze podobnie jak
termin chorda, rachunek szes¢dziesigtkowy stosowany przez astronomoéow
greckich jest pochodzenia babilonskiego.

Pierwsza ksiega Almagestu zawiera tabele cieciw i jej zastosowania
w odniesieniu do trojkagtow.

2 K.Ptolemeusz: Opera quae exstant omnia, jw., s. 30.
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Z innych pism Ptolemeusza na uwage zastuguje roprawa Ilepi dvadfpato
(De annalemate) 13, w ktorej zagadnienia trygonometrii sferycznej rozwia-
zywane sg rachunkiem oraz konstrukcyjnie 4. Jako wazny szczeg6l pod-
kresli¢ nalezy, ze w niektérych obliczeniach bierze Ptolemeusz pod uwage
potoéwki cieciw, a wiec jest bliski trygonometrii sinuséw, pojecia tego
jednak szerzej nie rozwija 1. W rozwazaniach swych wykorzystuje
w pelni twierdzenia Menelaosa, stosujgce dwie wyzej wymienione metody
rachunku i konstrukecji. Rozwigzujgc np. trojkat ukosnokatny, gdy dane
sg dwa boki i kgt miedzy nimi zawarty, stosuje rzut ortograficzny.
W pézniejszej rozprawie Planispherium stosuje rzut stereograficzny 1.

W rozwoju trygonometrii wazng role odegrali matematycy i astrono-
mowie hinduscy. Aryabhatta (V w. n.e.) 17 pierwszy wprowadza trygono-
metrie sinusow. Wprawdzie jej $lady znajdujemy w pracach Ptolemeusza,
ale nie jest ona tam systematycznie rozwazana. Brak Zrédetl historycznych
dla astronomii greckiej nie pozwala stwierdzi¢, czy odkrycia uczonego
hinduskiego sa oryginalne, czy oparl sie on na powstatej wezesniej — przed
jego dzielem astronomicznym Ganita — trygonometrii sinus6w. Aryab-
hatta podaje tablice sinuséw w odstepach co 3!/2°, ktérej wartosci pdzniej-
szy matematyk hinduski, Bhaskara (XII w.) 18 dokladniej obliczyt co 1°.
Astronom Varaha Mihira (VI w.) w swym dziele Pancha Siddhantika 1?
zestawil znane woéwczas systemy astronomiczne (Siddhantas), m.in. objas-
nia tam Pulisa Siddhanta, system oparty na trygonometrii sinusow. Imie
,»Pulisa” odnosi sie do astronoma aleksandryjskiego Paulusa (IV w. n.e.) 20,
co uzasadnialoby przypuszczenie, ze ojczyzng trygonometrii sinuséow jest
Aleksandria.

Z syntezy trygonometrii greckiej i hinduskiej rozwinela sie trygono-
metria, szeroko rozbudowana przez matematykéw arabskich. Niemalg role,
jesli chodzi o zastosowanie ‘trygonometrii do astronomii, odegrato tu pod-
toze religijne. Kazdy bowiem muzulmanin modlgc sie musial zwracaé
twarz w kierunku Mekki, a wyznaczenie tego Quibla dla kazdego miejsca
podawano w rachunku astronomicznym. Uczony Muhammad Ibn Musa
Alhwarazmi (IX w.) opracowal ok. roku 820 tablice sinuséw 21, zas§ Ahmed
Ibn Abdullah Alhasib obliczyt w Kitab wartos$ci funkcji tangens i cotan-
gens. Albatan (Albategnus, IX w) jest autorem dzieta O ruchach gwiazd,
ktore przechowalo sie do naszych czasow w ttumaczeniu lacinskim Platona

1B, Heiberg: Zeitschrift fiir Mathematik und Physik. Suppl. 40, Leipzig 1895
s. 1 i nast.; A. Braunmiihl: Vorlesungen... jw., s. 11 i nast.

4 M. Zacharias: Encyklopedie der mathematischen Wissenschaften, t. 3 s.
1042 i nast. Obja$niona jest tu konstrukcja rzutéw stereograficznych.

15 A, Braunm iihl: Beitrdge zur Geschichte der Trigonometrie. W: Abhandlun-
gen der Leopoldinisch Carolinischen Akademie. T. 71. Halle 1897 s. 8 i nast.

16 S Haller: Beitrag zur Geschichte der konstruktiven Auflosung sphaerischer
Dreiecke durch stereographische Projektion. ,Biblioteca Mathematica” 1896 t. 13
s. 71—380.

7S, Rodet: Lecons de calcul d’Aryabhatta. Paris 1879 s. 13.

18 H. Colebrooke: Algebra with Arithmetic and Mensuration from the Sans-
crit of Brahmagupta and Bhaskara. London 1817.

19 Wydal Thibaut, Benares 1889.

20 Zachowalo sie tylko jedno jego pismo astronomiczne Eloaywyd elg thv dmotereo-
patixpv. Wydal A. Schatton, Wiirtenberga 1586.

2t Wydat A. Bjornbo, Alhwarazmi Trigonometrische Tavler. Kebenhavn 1909
s. 117 i nast.
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z Ticoli (XII w.) pt. De motu stellarum 2. W dziele tym jest podkreslona
wyraznie wyzszo$¢ metody sinusé6w nad trygonometrig cieciw. Obok
funkcji sinus wprowadza Albategnus sinus complementi, sinus versus
oraz tangens i cotangens. Matematykowi temu zawdzieczamy wyprowa-
dzenie waznych twierdzen trygonometrii kulistej.

Abulwafa (X w.) w zagadnieniach odnoszacych sie do trojkatow sfe-
rycznych podaje systematyczne zestawienie zasadniczych twierdzen try-
gonometrycznych wraz z dowodami. Prace matematykéow arabskich ode-
graly wazng role w historii trygonometrii, podane bowiem przez nich
tablice odznaczajg sie duzg doklano$cig. Np. Ibn Junius (XIII w.) utozy?
tablice funkcji z dokladnoscig do 7 miejsc dziesigtnych 23, Utug Beg obli-
czytl je z jeszcze wiekszg dokladnos$cig do 11 miejsc dziesietnych.

Na XI wiek przypada dzialalno$¢ matematyka i astronoma Gebera
Ibn Aflah z Sewilli, ktory w I ks. swego dziela astronomicznego 2¢ podaje
wyklad o sposobach rozwigzywania tréjkgtow prostokgtnych.

Szczytowym osiggnieciem trygonometrii arabskiej jest tworczos¢ astro-
noma Nasir Eddin Altusi (XIII w.), autora dziela Schakl al Katta 25.
Podkreslajagc wyzszo$¢ ,,nowej” trygonometrii sinuséw od ,starozytnej”
Grekow, przedstawia uczony arabski historyczny rozwoéj tej dyscypliny,
od Menelaosa poczawszy, i to powieksza warto§¢ tego dziela, ktore sta-
nowi pelny wyklad trygonometrii plaskiej jako dziedziny matematyki
uniezaleznionej od astronomii. Wprawdzie autor wychodzi w swych wy-
wodach z greckiej trygonometrii cieciw w odniesieniu do tré6jkgtéw prosto-
katnych ,ale trojkaty ukosnokagtne rozwigzuje z zastosowaniem twierdze-
nia sinuséw do poszczegdlnych przypadkow.

Znaczenie trygonometrii arabskiej wynika nie tylko z rozwazan
funkeji trygonometrycznych jako stosunkéw, ale przede wszystkim z fak-
tu, ze twierdzenia wyprowadzone przez Grekow drogg geometryczng majg
u matematykoéw arabskich charakter algebraiczny.

Wsréd matematykéw europejskich $redniowiecza™ pierwsze miejsce
zajmuje Regionmontanus, kontynuator-prac swego nauczyciela, Peurbacha,
ktéoremu $mieré nie pozwolita ukonczyé opracowania tablic trygonome-
trycznych Nova Tabula sinum de decem minutis in decem per multas
milionariae partes. Dotychczasowe tablice Grekéw i Arabdéw podawaly
warto$¢ funkcji trygonometrycznych w funkecji promienia“ kota, dla kto6-
rego przyjmowano podzial sze$¢dziesigtkowy. Peurbach nie wprowadzit
wprawdzie podzialu dziesigtkowego, ale przyjmuje promien réwny 600 000
czeSci, podajgc funkcje sinus co kazde 10 minut. Tablice jego uzupeinit
Regiomontanus, zakladajgce r = 6 000 000, a potem 10 000 000:i ‘obliczajac
sinus dla kazdej minuty. Tablice te wyszty drukiem pt. Tractatus Georgii
Peurbachi super propositiones Ptolomaei de sznubus et chordzs (Norym—
berga 1541) ; _ .

22 Wydane ze spu$cizny po Regiomontanie przez Melanchtona Rudimenta astro-
nomiae Alfragani item Albategnus astronomus peritissimus »De motu stallarumc: et
addit Joannes de Regiomonte. Nurnberg 1537. P6Zniejsze wydanie: Mahometis Alba-
teni De scientia stellarum liber unus cum aliq. Addit. Joannis de Regiomonte ex Bi-
bliotheca Vaticama transcriptus. Boloniae 1647; wydanie rnajnorw‘sze C. A, Nalino:
Al Batanis Opus astronomicum. Milano 1903.

2 C. Schoy: Die Gnomonik der Araber. Berlin 1923 s. 87.

24 Geberi filti Aflah Hispalensis de astronomia libri IX. Norimberga 1534. .

2 Ttumaczenie francuskie Traité de quadrilatéree attribué a Nasir Eddin Al
Toussy, dokonane przez A. P. Caratheodory, Konstantynopol 1891; A. Braunmiihl:
IIYIailzr ﬁglem ggtusz und Regiomontan. W: Abhandlungen Leopoldzmscher Akadem:e

alle S.
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Ryec. 2. Karta tytutowa Trygonometrii J. Tonskiego

Puc. 2. Turynssbiit mucrox Tpuzonomempuu S1. TOHBCKOro
Phot. 2. La feuille de titre de Trigonométrie de Tonski

Regiomontanus jest autorem waznego w historii trygonometrii dzieta
De triangulis omnimodis libri quinque (Norymberga 1535). Autor znal
dobrze trygonometrie Ptolemeusza i arabsks, ale dzielo jego zaréwno pod
wzgledem tresci jak i wskazan dydaktycznych jest w pelni samodzielne,
totez stalo sie punktem wyjscia dalszego rozwoju trygonometrii plaskiej
i sferycznej. Zgodnie z pogladem Peurbacha Regiomontanus uwaza try-
gonometrie za dyscypline niezalezng od astronomii i w tym rozumieniu
rozwaza jej podstawowe twierdzenia. W ks. I jest mowa o trdéjkatach
prostokgtnych i ukosnokgtnych sprowadzanych do prostokgtnych, w ks. II
jest podane twierdzenie sinuséw, w ks. III — trygonometria kulista i tu
wida¢ wplyw Sferyki Menelaosa. W ks. IV rozwazane sg trojkaty kuliste,
a w ks. V — zastosowanie trygonometrii do zagadnien. Przy rozwigzywa-
niu tréjkatow Regiomontanus pierwszy podal wzoér na obliczenie powierz-
chni tréjkata: p = /2 b ¢ sin «. Smieré autora w 1473 r. uniemozliwila mu
wprowadzenie pewnych uzupelnien, o ktérych znajdujemy tylko wzmian-
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ki w wymienionym dziele ?6. Rekopis po $mierci Regiomontana pozostat
w przechowaniu u patrycjusza norymberskiego Waltera i dopiero po jego
$mierci w 1504 r. dostal sie do rgk Jana Ernera, ktoéry jako biegly mate-
matyk ocenil w pelni jego wartos¢, zwlaszcza w tych zastosowaniach,
ktore wigzg sie z trygonometrig sferyczng. Tg dziedzing bowiem szcze-
g6lnie sie interesowal ze wzgledu na swe badania astronomiczne i geo-
graficzne.

Jesli chodzi o tworczos¢ w dziedzinie trygonometrii matematyka fran-
cuskiego Viety, to w daznosci do uogélnienia twierdzen przy rozwigzy-
waniu trojkata kulistego, w ktérym dane sg trzy boki, wyprowadza dwa
wzory analityczne, obejmujgce wszystkie przypadki rozwigzywania tré6j-
katow kulistych. Do odkry¢ Viety powrdcimy jeszcze przy omawianiu go-
niometrii.

Sledzac dalszy rozwéj trygonometrii mozemy stwierdzi¢, ze réwno-
cze$nie z rozszerzaniem sie tresci tej dyscypliny ksztaltowala sie jej sym-
bolika, w Scistym zresztg zwigzku z ustalaniem sie symboliki algebraicznej.
Twierdzenia trygonometryczne udowadniano drogg rachunkowsg. Stosowal
je systematycznie T. Mayer w Specimen Trigonometriae (Getynga 1775),
wyprowadzal on réwniez drogg analityczng analogie Nepera.

Duze znaczenie miaty prace Eulera, ktéry wprowadzil na miejsce
funkeji trygonometrycznych wartosci czysto algebraiczne. W zwigzku
z tym analitycznym ujeciem rozwijat funkcje trygonometryczne na sze-
regi, dzieki czemu wskazal nowe drogi badania tych funkcji. Tematyce tej
poswiecil sporo rozpraw #’. Eulerowi zawdzieczamy réwniez udoskonalenie
symboliki. W dotychczasowych wywodach trygonometrycznych ujetych
stownie funkcje trygonometryczne oznaczano wielkimi literami alfabetu
lacinskiego, tak ze w przeksztalceniach zacierala sie réznica miedzy funk-
cjami kata a bokami trojkata. Euler usunat te niezgodnos$é, wprowadzajac
systematycznie litery alafetu greckiego, a wiec: sin a, cos a, tg a, ctg a.
Boki trojkata oznaczal literami a, b, ¢ odpowiednio do przeciwleglych
katow a, B, v.

Dalszy postep przynoszg prace matematykow XVIII i XIX wieku.
Lagrange w Mémoires sur la trigonométrie sphérique wyprowadza wzory
trygonometrii kulistej, Cagnoli w Trigonometria plana e sferica (Paryz
1786) podaje wzory obejmujgce zwigzki miedzy elementami trojkata sfe-
rycznego, zwane dzi$ ,,wzorami Cagnolego”.

Z roku 1782 pochodzi podrecznik Pfleiderera Ebene Trigonometrie,
zawierajacy, obok wykladu trygonometrii, cenne uwagi historyczne.
Pfleiderer by! dyrektorem i nauczycielem matematyki w warszawskim
Korpusie Kadetow.

Rozszerzong trygonometrig jest tetragonometria oraz poligonometria,
ktérg zajmowali sie¢ m.in. Lambert, Mayer, Lexell oraz Lhuillier w pu-
blikacji Polygenométrie ou de la mesure des figures rectilignes (Pa-
ryz 1789).

Przechodzgc do zagadnien goniometrii 28 podkreslié nalezy pewng ana-
logie uksztaltowania sie trygonometrii (uniezaleznionej od astronomii)

26 A. Braunmiihl: Beitrige zur Geschichte... jw., 127—132.

21 Subsidium calculi sinuum. W: Acta Academiae Petropolitanae 1760 s. 160; Tri-
gonometria sphaerica umiversa ex primis principiis breviter et dilucide derivata. W:
Acta Academiae Petropolitanae t. 1 1779 s. 72—86; La Géometrie spherique tirée de lo
methode des plus grands et plus petits. Berlin 1753 s. 223 i nast. )

28 Termin ten pojawia sie po raz pierwszy w 1724 r. u Th. F. de Lagny. Pod-
kre§la jego znaczenie G. A. Dazet: Anfangsgriinde der Goniometrie oder analyti=
sche Trigonometrie mit Polygonometrie. Minchen 1800.
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z goniometriq (wydzielonq z trygonometrii). Tak jak tam w powolnym
procesie wyodrebniania sie dochodzi trygonometria do pu;nktu szczyto-
wego w dziele Regiomontana, tak i goniometria uniezaleznia sie od try-
. gonometrii. Jej wlasciwym tworcg jest Vieta, bo chociaz $lady  takich
zwigzkow znalez¢ mozna w dzielach Ptolemeusza i u matematykow arab-
skich, to te rozwazania majg tam charakter raczej pomocniczy przy obli-
czaniu tablic trygonometrycznych. Pelne zrozumienie znaczenia gonio-
‘metrii znajdujemy dopiero w rozprawach Viety, ktory tym tematem ob-
szernie sie zajmowal, gléwnie z Francisci Vietaei universalium inspectio-
num ad caconem mathematicum liber singularis (Paryz 1579), oraz w Va-
-riorum de rebus mathematicis responsorum liber VIII (1593, jedyna ksiega
-zachowana 'z tego: zbioru: rozpraw). Matematykowi temu zawdzieczamy
rowniez wyprowadzenie wzoré6w na sume i réznice katow, katow podwo-
jonych oraz potéwek katéw. Zagadnieniami goniometrii zajmowali sie row-
‘niez matematycy . XVII i XVIII w., a w XIX w. bogactwo tych formut
~osigga punkt szczytowy. F. F. Schweins np. podaje 781 wzorow wgoniome-
trycznych:??. W zwigzku z. tymi badaniami rozwijata sie teoria réwnan
gomometrycznych Problem graficznego przedstawienia, a wiec wykresu
krzywych odpowiadajgcych funkcjom trygonometrycznym, zyskal trwalg
'podstawe z chwilg ukazania sie w 1637 Géometrie Descartes’a, tworcy geo-
metrii - analitycznej. Odkrycia jego wykorzystali dla zbadania wtasnosci
sinusoidy, tangensmdy i innych krzywych trygonometrycznych matema-
tycy XVII i XVIII w., m.in. Barrow, Roberval, Faber, Gregory.

R0 zagadmemu laczacym sie z goniometrig, mianowicie o tzw. ,,prosta-
"ferezie” 'bedme mowa W nastepnym rozdziale. .

TRYGONOW[ETRIA W POLSKIM PJSMIENNICTWIEE
MATEMATYCZNYM ‘

Aby odpowiedzieé na pytanie, kiedy i w jakim ujeciu zaczeto u mnas
w Polsce zajmowa¢ sie trygonometrig, musimy — ]ak i w innych zreszta
"dyscyplinach — siegngé¢ do zbiorow rekop1sm.1ennych :
- Trygonometria poczatkowo nie stanowila i u nas odrebnego przedmiotu
badan ani nauczania, jak wynika to np. ze spisu wykladéw w Liber dili-
gentiarum. Przy objasnianiu jednak tekstow astronomicznych zawartych
w Theoricae planetarum, Tabulae resolutae czy wreszcie owych dominu-
"jacych w astronomii S$redniowiecza tablicach Alfonsynskmh musiano
~wprowadza¢ elementy trygonometrii. Byly onhe niezbedne réwniez przy
postugiwaniu sie instrumentami astronomicznymi, jak dowiadujemy sie
z wykladu zapisanego w Liber diligentarium pt. Canon astrolabi. Matema-
tykom krakowskim nieobca byla trygonometria sinuséw juz na przelomie
- XIV—XV w. chociaz niewatpliwie postugiwali si¢ w swych obliczeniach
i grecky trygonometrig cieciw, objasniang wedle tekstu Ptolemeusza na
wydziale artium. Ta wczesna trygonometria sinuséw ma i u nas charakte-
. rystyczng terminologie, a wiec sinus versus, umbra recta (tangens), umbra
versa (cotangens) 30, Niektére z XV-Wlecznych traktatow Marcina Krola
z Zurawicy Summa super Tabulas Alfonsii zawierajg rozwazania oparte
na trygonometrii sinuséow 3. Stwierdzajgc niezgodno$é podanych w tabli-

2 P F. Schweins: Geometne nach einem neuen Plan gearbeitet. Gottingen
1808 s. 22—41.
30 Biblioteka J aglelloﬁlska rkp. 864.
«. . 8.BJ rkp. 1927, s. 561-—638 oraz Cod. Ossol. 76945 przy kopii Ko'mentwrza Woj-
ciecha z Brudzewa do Teoryk Peurbacha. ) o ;
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cach Alfonsynskich obliczen polozenia cial niebieskich z rzeczywistym
stanem nieba, chcial Marcin Krél poprawié¢ uklad tablic, nie zdajgc sobie
sprawy, iz uzgodnienie takie bylo niemozliwe w systemie geocentrycznym.
Z tresci traktatu mozna poznaé, ze autor znal dziela matematykoéw arab-
skich, powoluje sie bowiem na tezy Albataniego i Gebera, ktorego dzielo
astronomiczne w tlumaczeniu lacinskim Gerarda z Cremony znane byto
w Polsce juz w polowie XV w.

Wazng role w dalszym rozwoju trygonometrii w Polsce odegral Marcin
Bylica z Olkusza, lekarz i astrolog kréla wegierskiego Macieja Korwina.
W czasie pobytu na. Wegrzech wszedt w bliski kontakt z przebywajgcym
tam wowczas Regiomontanem i obaj uczeni (ok. 1467 r.) utozyli tablice
wydane w Norymberdze w 1474 r. pt. Tabulae directionum profectio-
numque Magistri Joannni de Regiomonte in aetivatibus multum utiles.
Whbrew tytulowi, sugerujgcemu tresé astrologmznq, traktat ten jest wy-
kladem trygonometrii sferycznej, omawiajgcym szczegbélowo rozwigzywa-
nie trojkatow. O wspoélpracy Bylicy swiadczy zapisek Brozka w jednym
z rekopisow Biblioteki Jagiellonskiej32. Traktat ten byl wielokrotnie
objasniany i komentowany przez naszych uczonych, m.in. przez Michala
z Wroclawia 3% oraz' Wojciecha z Brudzewa 3¢. Wsrod zapiskéw pochodza-
cych sprzed 1490 r. znajduje sie na wklejonej karcie obliczenie trygono-
metryczne z uzyciem funkcji sinus.

O tym, ze w XV w. zajmowano sie trygonometriag w osrodku kra-
kowskim, swiadczg i inne zapiski. W rekopisie z konca XV w., w kopii
traktatu astronomicznego Tabulae resolutae Wojciecha z Brudzewa, kilka-
krotnie pojawiajg sie zastosowania tablic trygonometrycznych. W kodek-
sie 600 z 1468 r. (s. 251—268) znajduja sie siedmiocyfrowe tablice sinuséw.
w Agmanachu Stifla czytamy zapisek trygonometryczny Leonida z Dob-
czyc %.

Wiek XVI jest dla historii polskiej trygonometrii o tyle wazny, ze wy-
chodzi drugiem traktat Kopernika De lateribus et angulis triangulorum,
wydany w 1542 r. w Wirtemberdze. Zawarta w nim trygonometria weszta
pdzniej do dzieta' O obrotach jako rozdzialy 12, 13 i 14, po raz pierwszy
w naszej historii matematyki samodzielna trygonometria. Podstaw wiedzy
w tej dziedzinie naby! Kopernik podczas studiow w Akademii Krakow-
skiej w latach 1491—1495, przy czym wazng wskazéwka jest zbior ksig-
zek o tej tematyce, ktore byly w jego posiadaniu czesciowo juz podczas
studiéw w Krakowie, mianowicie tablice Alfonsynskie Tabulae directio-
num Regiomontana, Epitome Joannis de Monteregio in Almagesti Ptolo-
maei (wyd. weneckie z 1496 r. bylo w rekach Kopernika juz w 1497 r.).
Wsrod zapiskow, jakie znajdujg sie w egzemplarzach tych dziet, na szcze-
g6lng uwage zashuguje tablica secanséw, opatrzona nazwg ,, drotetvoica’™;
przy przedstawianiu bowiem funkecji trygonometrycznych w kole secans
jest przeciwprostokatng w trojkacie prostokatnym, ktérego jedng przy-
prostokgtng jest promien kota, drugg — tangens. Warto$¢ funkcji secans
od 0° do 90° dla r = 10%, obliczone prawdopodobnie ok. 1520 r., dopisatl

32 BJ rkp. 597. Kopia oryginaiu sporzadzona w 1467 r. oraz zapiski Brozka w rkp.
1853 Alter erat Martinus de Ilkusch dr medicinae et astrologus summus promotus ad
‘magisterii gradum anno 1459, postea plebanus budensis cuius opera Academia habet
instrumento ex metallo a rege Ungariace Mathia donato. Hic erat familiaris Joanni
Regiomontani et socius laboris in compositione Tabularum directionum quorum
exemplar anno 1467 ad Universitatem transmisit.

33 BJ rkp. 574 s. 147—232.

34 BJ rkp. 546 s. 153—176.

3% 1., A. Birtkenmajer: Mikolaj Kopernik. Krakéw 1900 s. 680—681.
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Kopernik obok tabeli tangenséw, ktérg Regiomontanus nazwal Taebula
fecunda. Jest to pierwsza w historii matematyki tablica secanséow. Za-
miescil jg p6zniej Retyk w swym traktacie Canon doctrinae triangulorum
zaznaczajgc, ze pochodzi ex amoenissimo horto Copernici 36.

Sprawa niezaleznosci trygonometrii Kopernika od dzieta Regiomontana
zostala juz wyswietlona przez naszych historykéw nauki. Tu przypomne
tylko, ze twierdzenia trygonometryczne podal Kopernik cze$ciowo juz
w Commentariolisie sprzed roku 1512, a dzieto Regiomontana wyszlo, jak
wiemy, w 1533 r. Gdy za$ Retyk w 1538 r. przywidzt je do Fromborka,
trygonometria Kopernika byla juz ukonczona, jak wynika z wypowiedzi
Retyka w jego zamieszczonej w tejze publikacji Przedmowie, dedykowa-
nej J. Hartmanowi 3. Waznym dowodem samodzielnosci rozumowan na-
szego astronoma jest odrebnos$¢ jego wykladu opartego na zatozeniach od-
miennych od tych, na jakich opar! swg trygonometrie Regiomontanus.

‘. . éf ;

s,y gsiern gl

Ryikc. 3. Karta tytutowa Pism matematycznych J. N. Naronskiego
Puc. 3. TutynbHbld mHCTOK Mamemamuueckux npoussedenuii YO. H. Haporckoro
Phot. 3. La feuille de titre de Ecritures mathématiques de Naronski

36 M. Cur zze: Reliquiae Copernicanae. Berlin 1875 s. 35.
3 De lateribus et angulis triangulorum. Wirtemberga 1542 s. 6.
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Na poczgtku rozdz. 12 dzieta O obrotach méwi Kopernik ,;,Dowodze-
nia, ktorych w catym prawie dziele uzywa¢ bedziemy, $ciggajg sie do linii
prostych i tukow oraz trojkatow praskich i kulistych, z ktérych chociaz
wiele jest juz znanych w «Elementach» Euklidesa, to jednak nie obejmujg
tego, co najbardziej zgdamy, to jest, jakim sposobem z kgtéw boki, a z bo-
kow katy otrzymaé mozna. Dla tych powodéw nie od rzeczy bedzie, jesli
o tych liniach mowi¢ bedziemy, roéwniez o bokach i kagtach tak ptaskich
jak i kulistych trojkatow, ktore Ptolemeusz tu i éwdzie w przykladach
podal, aby w tym miejscu raz to zalatwi¢ i zrozumialszym potem uczynié
dowodzenia, ktore podaé¢ mamy” 3.

Rozdzial 12 ks. I zawiera goniometrie opartg na badaniach Ptolemeusza,,
ale zasady obliczen tablic opierajg sie raczej na wzorach arabskich. Po
zestawieniu cieciw odpowiadajgcych kgtom 120°, 90°, 60°, 30°, 72°, 36°
udowadnia Kopernik najpierw tzw. twierdzenie Ptolemeusza, ze w czwo-
rokgcie wpisanym w kolo prostokat z dwoch przekgtnych réwny jest su-
mie prostokgtow bokéw przeciwleglych, a nmastepnie twierdzenie, ze jesli
w jednym potkolu dane sg cigciwy dwoch nieré6wnych lukéw, wiadoma
bedzie takze cieciwa réznicy tych tukow. Ostatnie twierdzenie rozdziatu 12
brzmi: ,,Stosunek dwaéch tukow, wiekszego do mniejszego wiekszy jest od
stosunku cigciw”. Swiadczy to o znajomosci faktu, ze cieciwy (sinusy) nie
sg wprost proporcjonalne do katéw. Przy dalszym zmniejszaniu sie katow
i cieciw stwierdza Kopernik: ,,R6znica miedzy linig prostg a krzywa pra-
wie przed zmystami znika”’, mozna wiec dla bardzo malych katéow przyjaé,
ze tuk rowna sie cieciwie. Ustalajgc zasade ukladu swej tablicy dodaje
Kopernik: ,,Sadze, ze dostateczne bedzie, jesli tylko potowy cigeciw pod-
pierajacych tuki dwa razy wieksze w tablicy umiesScimy, przez to skroécenie
zamkniemy w jednej ¢éwiartce to wszystko, co do po6tkola rozciggngé na-
lezalo, szczegodlnie za$ dlatego, ze czeSciej uzywajg w dowodzeniach i ra-
chunkach potowki cieciw, anizeli cale cieciwy. Tablice potéwek cieciw
ulozyliSmy co szOstg cze$é stopnia, czyli co 10" tuku; ta obejmuje trzy ko-
lumny, w pierwszej sg stopnie okregu kota i széste czesSci stopnia, druga
zawiera liczby potéwek cieciw tukéw dwa razy wiekszych, trzecia miesci
roznice poléwek cieciw, za pomocg ktérych mozna proporcjonalnie doda¢
czesci odpowiednie do kazdej minuty stopnia”.

W rozdziale 13 zawarte sg dowody odnoszgce sie do rozwigzywania
trojkagtéw plaskich za pomocg twierdzenia sinuséw. Kopernik nie uzywa
jednak terminu ,;sinus”, lecz semisses subtensarum duplarum. Poréwna-
nie metod, jakimi Kopernik w tej cze$ci trygonometrii rozwigzuje troéj-
katy, z rozwazaniami Regiomontana wykazuje znaczne réznice. Swiadczy
o tym dobitnie fakt, ze rozwigzujgc trojkat w przypadku, gdy dane sa
dwa boki i kgt naprzeciw jednego z nich lezgcy, nie wyszczeg6lnia Koper-
nik dwoch mozliwosci rozwigzania zaleznie od tego, czy dany kat jest
ostry, czy rozwarty. Nie bierze zatem pod uwage dwuznacznosci czy nie-
moznosci rozwigzania. Regiomontanus natomiast rozréznia te dwa przy-
padki. Gdyby Kopernik znat dzielo Regiomontanusa przed napisaniem
swej Trygonometrii, niewatpliwie poprawilby swoéj niedokladny wynik.

Oryginalno$¢ metody Kopernika wykazuje zwlaszcza rozdziat 14. Omé6-
wiono w nim takze twierdzenia trygonometrii sferycznej, ktorej jako
waznej dla astronomii po$wiecil sporo miejsca. Tekst tej czesci dzieta
kilkakrotnie modyfikowal, jak $wiadczg przekreslenia i dopiski w auto-

3% J. Baranowski: Mikotaja Kopernika, Torunczyka »O Obrotach cial mie=
bieskich ksiqg sze$cioro«. Wamszawa 1854.
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grafie. Twierdzenia tu podane dotycza albo rozwigzywania tréjkatow, albo
ich zastosowan.

Metoda dowodu Kopermka polega na przeniesieniu elementoéw tréj-
katow sferycznych na trojkaty plaskie, otrzymane przez przeciecie odpo-
wiedniego, trojsSciennego kagta brylowego, oraz przeniesienie na plasz-
czyzne roéwnikowa jednego z wierzchotkéw danego trojkata sferycznego
jako bieguna. Metoda ta sprowadza zwigzki trygonometrii sferycznej do
trygonometrii ptaskiej. W toku dalszych rozwazan, opartych na tym za-
lozeniu, wida¢ wplyw trygonometrii arabskiej, a w tych twierdzeniach,
w ktérych mozna by przypusci¢ wplyw Regiomontana, dowdd Kopernika
jest prostszy niz u matematyka niemieckiego. Podstawowych twierdzen
podaje Kopernik mniej niz Regiomontanus, co wynika cho¢by z faktu, ze
pdsluguje sie tylko funkcjg sinus, wprowadzajgc w-dowodach twierdzenie
sinuséw. Tym bardziej godne podz1wu jest os1qgn1eme tak szczupltymi
-$rodkami pieknie skonstruowanej catosci. .

Na lata 1554—1572 przypada pobyt Retyka w Krakow1e 39 Dlugoletnie
przebywanie w Polsce, rola, jaka. odegrat w wydaniu dmela O obrotach,
Sciste kontakty z krakowskimi' zwolennikami idei heliocentryzmu, wresz-
cie tu powziete i czesciowo zrealizowane plany naukowe zwigzaly tego
uczonego z dziejami naszej nauki. O planach Retyka z tego okresu do-
‘wiadujemy sie z jego korespondencji. W liscie do Hajeka 40 z 28 pazdzier-
nika 1563 r. czytamy: ,,Obecnie wziglem do reki dziela Kopernika i za-
mierzam je objas$ni¢ naszymi komentarzami. Po niedawno bowiem minio-
nej konjunkcji. Saturna i Jowisza 25 sierpnia o.godzinie pét do 6smej po-
potudniu przyjaciele prosza mnie, abym podjat te prace” 4. W 1557 r.
zamierzal Retyk wyda¢ w Krakowie dzieta Jana. Wernera i .ten wlasnie
zamiar. wigze sie z' omawianym przez nas tematem, mianowicie z gonio-
metrig. Werner bowiem jest twércq pewnej charakterystyeznej dla XVI w.
metody, tzw.. ;prostaferazy’”. Polegala ona na przeksztalcaniu iloczynow
i ilorazéw funkcyj goniometrycznych na sumy i réznice 42.

Metode te opracowal Werner okoto 1500 r., dzieto Jednak nie zostalo
wydrukowane, a rekopis noszgcy .tytut De tnangulzs sphaericis libri qua-
tuor. De meteoroscapis libri sex doznat podobnego losu co De triangulis
Regiomontana. Dostal sie bowiem do rgk Retyka, ktory w 1557 r. mial
zamiar wyda¢ to dzielo w Krakowie pt. Joannis Werneri mathematici
Norimbergensis. De triangulis sphaericis:nunc primum studio et diligentia
-Georgii Joachimi Rhetici in lucem edita. Planu tego Retyk nie zrezalizo-
wal, wydat tylko Przedmowe do tej pracy. Na jej egzemplarzu zachowa-
nym w Bibliotece Jagiellonskiej, ktory by? niegdys wlasnoscig Brozka, czy-
tamy jego wlasnoreczng zapiske: ,,Jedynie te Przedmowe wydano w Kra-

% J Dianni: Pobyt J..J. Retyka w Krakowie. ,Studia i Materlaiy z dziejéw
Nauki Polskiej” T. 1, 1953 s. 64—T79.

40 Tadeusz Hajek (Hagecius), uczony czeski, z ktérym Retyk zawarl znajomo$é
w Pradze Tub w Wiedniu.

41 Aphorismorum meteoroscopicorum seu frontis inspectio liber I Thaddei Hagecii
ab Hagek, med. dr. Francoforti 1584 s. 78. Teksty 1acm-sk1e tumaczyta D. Turkowska.

4 Nazwa od greckich stéw mpootidévar (dodawaé), dpowpetv (odejmowaé). Termin
Tpostapaipects  Wystepuje juz w Almage$cie Ptdlemeusza (A. Braunmihl:
Beitrige zur Geschichte jw., s. 246). Wynalazek logarytmoéw usunat prostafereze,
gdyz zgodnie z prawami logaryhmowama nalezalo zamieniaé sumy i réznice na ilo-
czyny i ilorazy. Tu dodamy, ze odkrycie logary’oméw ogloszone w dziele Nepera Miri-
fici Dogarzthmo'r'wm camones ejusque usus in utraque trigonometria (Edinburgh 1614)
wigze sie §ciSle z trygonometrig, byto bowiem wynikiem badan w tej dziedzinie.
Wzory odnoszgce sie do. trojkgtéw sferycznych ujgl w forme, znang dzi§ pod nazwg
»analogii Nepera”.



Trygonometria w polskich pracach matematycznych do kofica XIX 259

kowie. Pozostale dzielo zamierzal (Retyk) wyda¢ do Niemiec, jak zrozu-
miatem z pewnego listu do Wolfiusa pisanego rekg samego Retyka. Nie
wiadomo mi dotychczas, czy to dzielo zostalo wystane i czy wyszlo dru-
kiem”. Prawdopodobnie przyczyng, dla ktérej Retyk ociggal sie z wyda-
niem dziela byla konieczno§¢ dokonania pewnych uzupelnien 43. Rekopis
Wernera uchodzit za zaginiony do roku 1902, w ktérym odkryty zostal w
. Bibliotece Watykanskiej i opublikowany w 1907 r. przez A. A. Bjornbo
z dotgczeniem facsimile przedmowy Retyka z 1557 r. 4. Jej tres¢ $wiadcezy,
jak silne wezty lgczyty autora z krakowskimi zwolennikami heliocentryz-
~mu. W pelnych entuzjazmu slowach pisze Retyk o zaslugach Kopernika
,»czcigodnego starca [...] ktérego czcitem i szanowatem nie tylko jako nau-
czyciela, lecz jak ojea i pragnatem zawsze okaza¢ mu wdziecznosé” 45, W
Krakowie réwniez wykonywal Retyk obliczenia tablic trygonometrycz—
.nych w zwigzku ze swym kanonem nauki o troéjkatach. Pisze o tym do
Pawla Ebera podkreslajgc w liscie z 1111 1562 wielkie wydatk1 jakie za
sobg pociaga ukladanie kanonu. O dalszych pracach zwigzanych z trygo- -
nometria dowiadujemy sie z korespondencp z Ramusem z roku 1568 45.
Uczony francuski 1nteresowa1 _sie zywo pracami Retyka i zachecal go do
gorliwego zajmowania sie astronomw; Informujgc Ramusa o, swych za-
mierzeniach donosi Retyk ze ma juz pewne prace gotowe, m. in. dzielo
o tr0]katach plaskich i sferycznych. Ze prace te byly istotnie napisane
i istnialy jeszcze na poczatku XVII w., dowiadujemy sie z Historii astro-
nomii Weidlera, ktéry stwierdza, ze byly przygotowane do druku, ale
nie wyszly, oraz z listu Jana Lasklego do Gesnera 47

Dziela Retyka Po jego $mierci w Koszycach w 1574 . zostaly rozpro-
szone. Cze$¢ spuscizny rekop1sm1enne3 wraz z autografem Kopernika
O obrotach przeszta do rak jego ucznia Walentyna Otho. Z materiatow
tych wydal on w 22 lat po $mierci Retyka stynne Opus Palatinum de
triangulis a Georgio Joachimo Rhetico coeptum, Valentinus Otho consu-
“mavit a. MDXCVI Neostadii in Palatinatu.

‘Omawiajac ogdlme tworczosé naukorwa Retyka ktoérej syntezq jest to
wielkie dzielo, raz jeszcze podkreshmy, ze quze sie ona z rozwojem pol-
skiej my$li matematycznej nie tylko przez wazny dla jego plandéw nau-
kowych pobyt w Krakowie, ale przede wszystklm z uwagi na wplyw, jaki
wywart Kopernika na uksztaltorwame sie pogladéw Retyka w odn1es1en1u
do trygonometru

Cze$¢ spuscizny rekopiémiennej Retyka znalazla sie w pos1adan1u
Barttomieja Pitiscusa, Slgzaka z Zielonej Géry, kaznodziei na dworze pa-
latyna Fryderyka IV. Z rekopiséw tych wydal on traktat Thesaurus ma-
thematicus sive Canon sinuum ad radzum 1000000000000000 a Georgio
Joachimo Rhetico supputatus ac nunc primum in luce editus Francoforti
1593, wyd. 2, 1613. Réwniez na tej spusciznie sie opierajgc opublikowat
Pitiscus dzielo pt. Trigonometria sive de solutione triangulorum tractatus
brevis ac perspicuus dotgczone do ksigzki A. Sculteti Sphaericorum libri
tres, Heidelberg 1595 48, Dalsze wydania tego dziela Pitiscusa, w ktéorym

4 K. H Burmeister: Georg Joachim Rheticus. T. 1. Wiesbaden 1967 . 60.

4 A Bjornbo: Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik. Lenpzug 1907
s. 104 i nast.

4% J Dianni: Poby*tJ J. Retyka w Krakowie s. T4.

46 Kopie tej !korespondencn rnaplsane reka, Brozka znaJduJa sie w Bibliotece Ja-
gielloniskiej rkp. 925.

47 J F. Weidler: Historia astronomiae. Wirtenberga 1741, s. 357.

.48 Scultetus by! tez Slazakiem z Zielonej Gory.
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po raz pierwszy uzyty jest termin , Trigonometria” przypadajg na wiek
XVII (1600, 1603, 1608, 1612). To ostatnie wydanie nosi tytul Bartholomaei
Pitisci Grunbergensis Silesii Trigonometriae libri quinque; miat je w swej
bibliotece Brozek.

Pitiscus wydal rowniez w Frankfurcie w 1613 r. po raz drugi Thesaurus
mathematicus. Znajdujg sie tu tablice sinuséw i cosinuséw od 0° do 45°
obliczone z dokladno$cig do 15 miejsc dziesietnych co 10”. Dzigki tej do-
kiladnosci byly one wzorem dla pézniejszych tablic.

W 1612 r. ukazala sie ksigzka Synopsis trigonometriae sive doctrinae
triangulorum Piotra Criigera, matematyka i astronoma gdanskiego, zde-
cydowanego zwolennika systemu heliocentrycznego. Zetkngwszy sie
z Brozkiem w czasie jego pobytu na Warmii ofiarowat mu Criiger egzem-
plarz tego wydania.

Trygonometria Criigera tak jak i poprzednie jest ,retoryczna”, twier-
dzerlllia i dowody sa ujete stownie, nie ma tu symboli trygonometrycz-
nych.

Doceniajgc wage nauczania trygonometrii uwzglednil Joachim Steg-
man, rektor szkoly arianskiej w Rakowie, w swym podreczniku Institutio-
num mathematicarum libri duo wydanym w r. 1630 dla uczniéw tam-
tejszej szkoty, takze trygonometrie. Znaczenie jej omawia pod katem
widzenia praktyki mierniczej, przy czym nowym szczegdélem jest opis
konstrukeji przyrzadu, ktoéry mazwal Quadrans resolutus, a ktory miat
stuzy¢ do odczytywania wielkos$ci katow bez uzycia tablic trygonome-
trycznych.

Najwazniejszg publikacjg tego okresu jest Trigonometria rectilineorum
et sphaericorum triangulorum Jana Tonskiego, profesora Uniwersytetu
Jagiellonskiego, wydana w 1640 r. Jest to drugi, po Koperniku, ogloszony
drukiem traktat trygonometrii napisany przez Polaka. Ujecie tresci
Swiadczy o powaznej erudycji autora. Waznym szczegélem jest uwaga
odnoszgca sie do rozwigzywania tréjkata w przypadku gdy dane sg dwa
boki i kat lezagcy naprzeciw jednego z bokéw. Tonski wykazuje mozliwosé
dwoch rozwigzan, w przypadku, gdy dany kat lezy naprzeciw mniejszego
z danych bokéw. Nadmienia przy tym, ze nie wszyscy matematycy, a na-
wet ,,nasz Kopernik” biorg pod uwage te mozliwosci. Tonski réwniez
zapisuje swe twierdzenia slowami nie wprowadzajgc znakowania litero-
wego. W niektérych zagadnieniach trygonometrii sferycznej stosuje Ton-
ski prostafereze, ale zaznacza przy tym wyraznie, ze jest metodg ,;starych
matematykow” i ze lepiej postugiwaé sie ,,nowymi metodami”, mianowi-
cie logarytmami. Jako zastosowanie czeSci teoretycznej podaje zagadnie-
nie z dziedziny miernictwa, astronomii, gnomoniki, na koncu zas ksigzki
zamieszcza tablice trygonometryczne.

W publikacji Stanistawa Solskiego Geometra polski z 1683 r. znajduje-
my tylko wzmianki o liniach trygonometrycznych i ogélne uwagi o uzy-
tecznosci trygonometrii w geometrii praktycznej.

Nieco szerzej omawia te dziedzine Wojciech Tylkowski poswiecajac
jej w swej Geometria practica curiosa z 1692 r. sporo uwag. Podaje za-
stosowanie funkcji trygonometrycznych, jednak bez dowodow.

Niemniej wazng od publikacyj drukowanych jest XVII-wieczna spus-
cizna rekopiSmienna. W rekopisach Stanistawa Pudlowskiego, profesora
prawa, doskonale obeznanego z dziedzing nauk matematycznych, obok za-
piskéw z réznych dzial6w matematyki znajdujg sie i wzory trygonome-
tryczne. Jak zamierzal nasz uczony opracowaé te zagadnienia — nie wie-
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my — gdyz prace jego przygotowane do druku zaginely. Z notatek odno-
szgcych sie do trygonometrii ¢ widaé, ze byl dobrze obeznany z tg dzie-
dzing, wyjasnia bowiem znaczenie linii trygonometrycznych w pierwszej
¢éwiartce kola o promieniu jednostkowym. Wprowadza wprawdzie nazwy
funkcji trygonometrycznych, ale uwaza je za skroty oddzielajgc kropka
od oznaczenia kata, np. sin. A, cos. B. Jesli chodzi o wzory podajace zwigz-
ki miedzy funkcjami tego samego kata, to spotykamy je wprawdzie w re-
kopisach XVIII-wiecznych, ale sg one tworzone dla celéw prostaferezy.

W rekopisie ks. Franciszka Zajerskiego z r. 1619, zamilowanego w nau-
kach matematycznych, w czeSci odnoszacej sie do trygonometrii widaé
wplyw prac Pitiscusa 5. Zapiski nie tworzg systematycznej caltosci, nie-
mniej jednak pamieta¢ nalezy, ze jest to druga z kolei po Koperniku try-
gonometria opracowana (cho¢ nie ogloszona drukiem) przez Polaka. Objas-
nienia podane sg slownie, bez uzycia symboli, ale z tekstu wida¢, ze znane
byly Zajerskiemu pojecia sinus rectus, sinus versus, sinus totus, sinus
complementi oraz tangens i secans.

Najwybitniejszy matematyk polski XVII w., Jan Brozek nie po$wiecit
trygonometrii specjalnego opracowania. Ale i ta dziedzina mnie byla mu
obcg. Swiadczg o tym zachowane zapiski. We wspomnianej wyzej Trygo-
nometrii Pitiscusa z 1612 r. procz licznych uwag marginesowych znajduja
sie na wklejonej kartce (2 strony) przyklady rozwigzywania tréojkgtow
z zastosowaniem twierdzenia sinusoéw, przez co rozumowanie staje sie
prostsze miz u Pitiscusa, w analogicznym przykladzie. W egzemplarzu
ksigzki Trigonometria triangulorum logarithmica practica secreta mira-
bilis Georgii Germanni Borussi (Gdansk 1627), ktérg autor przystat Broz-
kowi, znajdujg sie na czterech wklejonych kartkach (7 stron) przykiady
rozwigzywania trojkgtéw z zastosowaniem rachunku logarytmicznego. Po-
dane tu obliczenia odnoszg sie czeSciowo do wielokatow gwiazdzistych,
a ten wlasnie problem oméwiony — jak wiemy — szczegbétowo w Apolo-
gia pro Aristotele et Euclide contra Petrum Ramum (Gdansk 1652) zaj-
mowal zywo Brozka.

Najwazniejszym zabytkiem rekopismiennym tego wieku jest traktat
trygonometryczny zachowany jako autograf Jézefa Naronowicza Naron-
skiego z 1659 r. Jest to pierwsza trygonometria w jezyku polskim. Wsrod
dyscyplin matematycznych, ktére Naronski opracowal, najwiekszg wage
przywigzywal do trygonometrii ze wzgledu na swe prace kartograficzne
i geograficzne.

Po tych osiggnieciach, jakie przynidst wiek XVII, nie mozemy stwier-
dzi¢ w pierwszej polowie XVIII w. dalszego postepu w interesujgcej nas
dziedzinie. Fakt ten jest zrozumialy, gdy zwazymy upadek nauk w Polsce
w tym okresie. Zmiane zasadniczg przynosi dopiero druga potowa XVIII
wieku, pod wplywem przenikajacej do Polski filozofii Oswiecenia i pow-
stajgcych w zwigzku z tym zainteresowan naukowych. Wiekszosé publi-
kacji z tego okresu ma charakter podrecznikowy, a typowym przykladem
tej ,,nowej” literatury matematycznej powstatej pod wplywem Ch. Wolfa,
wybitnego pedagoga, przedstawiciela filozofii Oswiecenia, jest dzieto Ja-
kuba Nakcyanowicza, profesora Akademii Wilenskiej Praelectiones ma-
thematicae ex Wolfianis Elementis adornatae atque sic usui auditorum

4 BJ rkp. 495 i 2468; J. Dianmi: Stanistaw Pudbowski, profesor Akademii Kra-
kowskiej i jego studia matematyczne, ,Studia i Materialy z dziejéw Nauki Polskiej”
Ser. C, zesz. 12. 1967, 5. 3—43.

% Biblioteka Koérnicka rkp. 690, s. 102—144.
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matheseos accomodatae wydane w Wilnie 1761 r. Tom I po$wiecony geo-
metrii zawiera na s. 273—300 Elementa trigonometriae planae. W przed-
mowie podkresla autor znaczenie trygonometrii teoretycznej jako wazne-
8o dzialu geometrii, a nastepnie mow1 o jej uzytecznosm w praktyce mier-
niczej.

W podreczniku pijara Ignacego Bazylego Bystrzyckiego, wydanym w
Warszawie w roku 1769 pt. Geometrya albo niektére tatwiejsze sposoby
do rozmierzania wszelkich dtugoéci, szerokosci, wysokosci lub glebokosci
jeden rozdzial poswiecony jest trygonometrii. Nosi on tytut Trygonome-
trya albo mierzenie tryangutéw. Po podaniu definicji funkcji trygonome-
trycznych omoéwione sg przypadki rozwigzywania trojkatéow z zastoso-
waniem rachunku logarytmicznego. Jako przyklad tej wczesnej polskiej
terminologii trygonometrycznej cytujemy nastepujgce zadanie: ,,Majac
wiadomg hipotenuze i jednego z katetow trojkgta prostowegielnego wyna-
lez¢ wegtly, ktore nie sg wiadome”.

Jak wiadomo waznym czynnikiem dalszego rozwoju nauki i oswiaty
byla dzialalno$¢ Komisji Edukacji Narodowej, ktéra w swych proga-
mach dla Szkét Narodowych wyznaczala duzg role nauczaniu matematyki
a w odniesieniu do geometrii réwniez i trygonometrii. Reformy te przy-
nlosly takze duze zmiany w metodach nauczania. ,,W miejsce dawnej —
méwi Jan Sniadecki — zesztywniatej dialektyki scholastycznej podawa-
nej w jezyku tacinskim zaprowadzono wiedze, ktora byla odbiciem maj-
nowszych pradéw i zdobyczy Zachodu’” (Pisma rozmaite 1818, t. I's. 65).
Owczesne podreczniki spelnily swe zadanie przez podanie do wiadomosci
juz osiggnietych w dziedzinie trygonometrii wynikéw i spopularyzowanie
tej wiedzy wraz z wprowadzeniem polskiej terminologii. Tego wtasdnie
typu podrecznik zatwierdzony przez Towarzystwo do Ksigg Elementar-
nych wyszedt w 1780 r. w Warszawie. Autorem tej Geometrii dla Szkét
Narodowych byl matematyk szwajcarski Szymon Lhuillier, paroletnim
pobytém w naszym kraju (1775—1782) zwigzany z naukg polsks; ttuma-
czem na jezyk polski — Jedrzej Gawronski, eksjezuita, gruntownie wy-
ksztatcony, cztonek Towarzystwa do Ksiag Elementarnych. Jako ttumacz
podrecznikéw Lhuilliera stat sie Gawronsk;l wspoitworeg polskiej termi-
nologii matematycznej.

Na koncu podrecznika Lhuilliera zna]du]q sie dwa Przydatkz W pierw-
szym objas$nione sg dzialania miernicze na gruncie,w drugim zasady ni-
welacji wraz z opisem przyrzagdéw do niej stuzgcych.

Trygonometria wraz z dwoma Przydatkami za]mu]e w wym1en1onym
podreczniku's. 334—405, a wiec stosunkowo duzo miejsca. -

Na szczegoblne podkreslenle wsérod publikacji tego okresu zastuguje
Geometrya praktyczna pijara. Ignacego Zaborowskiego, wydana w War-
szawie w1786 r. (dalsze wyddnia 1792, 1806, 1815). W rozdziale III (s. 163
—246) oméwione sg obszernie zastosowania trygonometrii do geometrii
praktycznej. Podrecznik ten realizuje w pelni postulaty Komisji Edukacji
Narodowej, jakie miala spemié literatura matematyczna tego typu, a wiec
przejrzyste, uporzgdkowane ujecie catosSci omawianego tematu, potgczo-
nego w my$l nowych zasad dydaktycznych z pogladowoscia, z bogatg tres-
cig konkretnych przykladéw zastosowan praktycznych. Dzieki tym walo-
rom jest ksigzka Zaborowskiego cenng pozycjg naszej literatury mate-
matycznej.

51 Geometria Lhuilliera miata kilka wydan w XVIII i XIX w. (1785, 1790,
1804, 1810).
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W ostatnim dziesigtku w. XVIII wychodzi w Warszawie w 1790 r.
podrecznik Joézefa Leskiego, profesora matematyki w Korpusie Kadetow.
Jest to ttumaczenie na jezyk polski ksigzki P. Hongrewego, pt. Teoretycz-
na i praktyczna nauka 2olnierskich rozmiaréw, czyli miernictwo wojenne
(1790). Ttumacz uzupeinit podkrecznik Dodatkami, ktérych dwa rozdziaty
(III i V) po$wiecone sg trygonometrii ptaskiej i ,;kulnej”.

Publikacje pojawiajace sie w XIX stuleciu, coraz bogatsze trescig
i o duzych walorach dydaktycznych, swiadczg o zywym zainteresowaniu
naszych matematykéw omawiang tu dyscypling. W 1813 r. wychodzi w
Warszawie Jeometryi cze$é pierwsza ztozona podiug Lacroix, ktérej auto-
rem jest profesor Uniwersytetu Warszawskiego Antoni Dgbrowski. W
ksigzce tej trygonometria zajmuje s. 190—234.

W 1817 r. wyszlo w Wilnie drugie wydanie Elementéw Euklidesa
w tlumaczeniu Jo6zefa Czecha. Dolgczona jest do niego Trygonometria
ptaska Ronerta Simsona (wyd. w Edynburgu 1781). Ttumacz nie wymie-
niony. Publikacja ta zawiera Podania przybrane i Opisania. Zebrane sg tu
podstawowe pojecia trygonometryczne, objasnienia funkcji jako linii w
kole, a nie jako zw-iazkc’xw miedzy elementami tr()jkata. Nastepnie w o8-
miu Podaniach po oméwieniu twierdzenia sinuséw i tangensow sg zesta-
wione schematycznie w dwéch tabelach przypadki rozwigzywania trO]-
katow prostokgtnych i uko$nokgtnych.

W tym samym roku 1817 ukazata sie wartoéciowa publikacja Jana
Sniadeckiego Trygonometria kulista analitycznie wylozona (wyd. 2 1820)
jako podrecznik uniwersytecki. W przedmowie — podkresliwszy znacze-
nie trygonometrii sferycznej w matematyce stosowanej — przypomina
autor zastugi Eulera w tej dziedzinie, ktory pierwszy ,trygonometrie ku-
lista, przedtem dosy¢ zawila, w uzyciu zmudng i w prawidlach swoich
niepowigzang, przerobil na analityczng rozprawe wyciggajgc z trzech
zréwnan catg osnowe twierdzen do rozwigzywania trojkatow stuzgcych” 52,
Z jeszcze wiekszg prostota ujal te zagadnienia Lagrange w 1798 r., ktory
»Z jednego tylko zréwnania cale pasmo prawd o tréjkacie kuhstym wy-
doby?l” . Te wlasnie odkrycia uzupelnia wlasnym wkladem Sniadecki
w swej pu’bhkac;]l Wyklad sktada sie z 13 czeSci: 1)Zréwnanie gléwne
trygonometrii; 2) Zréwnanie miedzy bokami i kqtami; 3) Analogie Nepe-
ra; 4) Rozwigqzanie tréjkqtéw kulistych prostokgtnych; 5) Tréjkaty o dwéch
bokach prostych; 6) Rozwigzanie t’roﬂcqtow uko$nokatnych; 7) Rozciggnie-
nie naukz o tréjkatach kulistych i prawidto na znaki; 8) Wyrazenia dosta-
wy i ustawy przez styczne; 9) Powierzchnia tréjkqta kulistego; 10) Wyra-
zenie linij trygonometrycznych przez luki i dwoyakze tych lukéw znacze-
nie; 11) Wyrazenie przepelnienia przez boki i kaqty; 12) Wyrazenie tuku
przez funkcje linij trygonometrycznych; 13) Poréwnanie tréjkata kuliste-
go z prostokgtnym. Na]wazme]szym szczegotem dziela jest oryginalny
dowod autora dotyczqcy tzw. ,,réwnan Delambre’a”, wyrazajgcych zwia-
zek miedzy bokami i kgtami trojkgta sferycznego. Do czasu sformulowa-
nia tych wzoréw przez Delambre’a rozwigzywano zagadnienia odnoszgce
sie do tréjkatow sferycznych rozkladajac je na trojkaty prostokatne.
Uproszcezenie polegajace na bezpo$rednim rozwigzaniu tréjkgta ukosno-
katnego oglosit Delambre w 1808 r. nie podajgc jednak dowodu. Gauss
stosujac to uproszczenie w swej Theoria motus corporum coelestium z roku
1809, nie odwotlujac sie zresztg do Delambr’a, tez nie podal dowodu. Pierw-

52 Acta Academiae Petropolitanae, t. 1, 1779, s. 78.
53 Journal de UEcole Polytechnique, 1798, t. 10, s. 270.
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szy Sniadecki przestat dowdéd w 1812 r. do Akademii Nauk w Petersbur-
gu, wczedniej od Delambre’a, ktéory dowoéd tych wzoréw podal dopiero
w roku 1814 w oparciu o analogie Nepera.

Zacytué'emy fragment rozdzialu Powierzchnia tréjkqta kulistego
z ksigzki Sniadeckiego. ,,Powierzchnia trojkata kulistego jest czescig po-
wierzchni kuli, wiec majgc powierzchnie kuli i znajgc stosunek powierz-
chni trojkgta do powierzchni kuli znalezlibySmy powierzchnie troéjkata.
Chodzi wiec o to, by znalezé ten stosunek. Wychodzac z zalozenia, ze w
kazdym trojkacie kulistym suma katow jest wieksza od dwoch katoéw pro-
stych, kazdy trojkat kulisty mozna uwaza¢ jako zlozony z dwoch katow
prostych i przepelnienia, ktére wyraza sie roznicg A + B + C — 180°”.
Jako twierdzenie pomocnicze udowadnia Sniadecki, ze kazdy trojkat ku-
listy jest rowny co do powierzchni tréjkgtowi réwnoramiennemu ztozone-
mu z bokéw bedgcych éwiartkami kota i majgcemu kat réwny przepelnie-
niu dwoch katow prostych. Dochodzi w ten spos6b do wzoru na powierzch-

r’n

nie tréjkata 3%90° (A + B + C — 180°), stad ogoélnie: Powierzchnia troj-
kata kulistego jest rowna jego przepelnieniu dwoch katéw prostych, gdy
powierzchnia tréjkata réwnobocznego réwna sie jednosci. Tu dodaje Snia-
decki: ,,Pierwszy podal to twierdzenie Albert Girard w Invention nouvelle
en Algébre (Amsterdam 1629). Scisly dowéd podat B. Cavalieri w Directo-
rium generale uranometrocum (Bolonia 1639). Twierdzenie to cytuje Bro-
zek w Apologia pro Aristotele et Euclide contra Petrum Ramum (Gdansk
1652)”. Z rozwazaniami tymi zwigzal Sniadecki zagadnienie znalezienia
przepelnienia ze znanych dwoch bokéw trojkata i kata miedzy nimi za-
wartego.

Obszerng recenzje o omawianym dziele Sniadeckiego napisat Jozef
Twardowski, profesor Uniwersytetu Wilenskiego 4. Po podaniu zwiezlego
rysu historycznego o powstaniu i rozwoju trygonometrii podkres§la Twar-
dowski, omawiajgc tres¢ poszczegélnych rozdzialéw rozprawy, jasne uje-
cie tematu i umiejetne wykorzystanie zZrédel, na ktérych autor opart
swe wywody. Nie uwaza jednak za wskazane odsylanie czytelnika do od-
powiednich miejsc tekstu Algebry 55, gdyz wyklad algebry nie zawsze mu-
si poprzedza¢ nauke trygonometrii, a pozatem podrecznik, ktéry Snia-
decki ma na mysli, byt w owym czasie trudny do uzyskania. W odpowie-
dzi na te recenzje broni sie Sniadecki przed tymi zarzutami zaréwno jesli
chodzi o ogb6lne rozplanowanie tresci, jak i o wskazania dydaktyczne .

Jednym z obszerniejszych podrecznikéw XIX w. jest wydana w 1818 r.
ksigzka Michala Petki-Polinskiego, profesora Uniwersytetu Wilenskiego,
pt. Poczatki trygonometrii plaskiej (wyd. 2, 1820). W trzecim wydaniu
z 1828 r. dodane sg wzory trygonometryczne oraz tablice logarytmow
liczb i funkcji sinus i cosinus. Wyklad oparty na systematycznie rozltozo-
nym materiale jest zwiezly i jasny.

Z 1820 r. pochodzi wartosciowa rozprawa Karola Hube, profesora Uni-
wersytetu Jagiellonskiego O trygonometrii kulistej rzecz krétka 7. Wy-
chodzi tu autor od rozwazan Delambre’a nawigzujgc w analizie porow-
nawczej do badan Sniadeckiego i Gaussa. Rozpatruje szczegélowo ana-
logie Nepera dla wykazania zwigzku miedzy geometrig analityczng i try-

54 ,Nowy Pamietnik Warszawski”, 1817, t. 9, s. 477—501.

% Rachumku algebraicznego teoria przystosowana do limij krzywych. Krakéw 1783.
56 Nowy Pamietnik Warszawski”, 1818, t. 10, s. 168—178.

57 Rocznik Towarzystwa Naukowego Krakowskiego, 1820, t. 5, s. 290—331.
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gonometrig. Przy omawianiu wzoréw trygonometrycznych Gaussa prze-
prowadza dowdd drogg odmienng niz Sniadecki, nie kwestionujac
bynajmniej stusznosci jego dowodu.

W 1827 r. w Krakowie Augustyn Fraczkiewicz, profesor Uniwersytetu
w Warszawie, wydal publikacje Dowody niektérych podarn z trygonome-
trii ptaskiej wraz z krétkq uwagq nad pewnym rozwinigciem poteg dwu-
mianu.

Duzym walorem rozprawy Fraczkiewicza jest podawanie wzmianek
historycznych, w ktoérych omawia osiggniecia wybitnych matematykow
siegajac do dawniejszej i najnowszej wowczas literatury matematycznej.
Cytujac Trygonometrie Simsona dolgczong — jak moéowiliSmy — do thu-
maczenia Elementéw Euklidesa, wspomina o dziele Lhuilliera Elements
d’analyse géométrique appliquée a la recherche des lieux géométriques
(Genewa 1809), w ktérym sg réwniez oméwione zagadnienia trygonome-
tryczne. Rozwazajac proporcje prowadzgce do rozwigzan trojkatow plas-
kich cytuje formuty Snelliusa podane w Doctrinae triangulorum canonicae
libri quatuor (Lugduni Batavorum 1627). Podkresla znaczenie odkry¢ Eu-
lera w dziedzinie trygonometrii. Powoluje sie réwniez na dziela mate-
matykéw angielskich m. in. na Wallace’a

W okresie tym zdawano sobie sprawe, jak wazng rzeczg jest wprowa-
dzenie trygonometrii do nauczania. Stad spora ilo$¢ podrecznikéw dosto-
sowanych do potrzeb szkoét roéznego typu. Jednym z takich jest publika-
cja o duzych walorach dydaktycznych Jeometrya dla Szkét Wydziatowych
wizytatora szkolnego Onufrego Lewockiego, wydana w Warszawie w 1828
roku (wyd. 2, 1830).

Z tegoz roku 1828 pochodzi podrecznik A. Krauza Matematyka na kl.
II Szkoly Zimowej Artyleru w Warszawie, obejmujacy tez zwiezlty wyktad
trygonometrii.

‘W 1836 r. wyszlo w Warszawie tlumaczenie z jezyka francuskiego
ksigzki Lefebure’a de Fournay Lecons de Géométrie analytique dokonane
przez pijara Fr. Kasterskiego. Ponowne wydanie opracowane przez A. F.
Bernhardta, profesora Szkoly Realnej w Warszawie, ukazalo sie w roku
1850.

Podrecznikiem uwydatma]qcym w pelni znaczenie trygonometrii dla
praktyki jest ksigzka Jeometrya stosowana do potrzeb gospodarskich W.
Jozefowicza, profesora Instytutu w Marymoncie, wydana w Warszawie
1844 r. Trygonometrie teoretyczng objasnia autor zwiezle odsylajac czy-
telnika do podrecznikow Lewockiego i Polinskiego. Obszernie natomiast
sg omoOwione zagadnienia praktyczne w rozdziale Zastosowania trygono-
metrii do uformowania sieci zwigzanej. Zawarty tu wyklad zasad trian-
gulacji oparty jest na pomiarach wykonanych w dobrach Instytutu Ma-
rymonckiego.

Tom drugi Wykladu matematyki K. Libelta, wydany w 1844 r. w Poz-
naniu, zawiera krotki wyktad trygonometrii wraz z rozwigzywaniem troéj-
katow.

Dla studiujgcych matematyke w Uniwersytecie Jagiellonskim przezna-
czony byl podrecznik napisany przez profesora tejze Uczelni, Jana Stecz-
kowskiego. Wyszedt on drukiem w trzech tomach w latach 1841—1859
w Krakowie pt. Elementarny wyktad matematyki. Trygonometria znajduje
sie w tomie trzecim. Za najwazniejsze zastosowanie trygonometrii uwaza
Steczkowski rachunki geodezyjne. Dla innych przykladéw odsyla czytel-
nika do wydania drugiego Trygonometrii Sniadeckiego.
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W 1857 r. wyszta w Poznaniu Trygonometria prostolinijna i sferyczna
Witolda Turno, ,,bytego ucznia wolnego” Szkoly Politechnicznej w Paryzu.

Z wagi nauczania trygonometrii zdawano sobie dobrze sprawe réw-
niez w drugiej potowie XIX w., totez uwzgledniono jg obszernie w Ow-
czesnych podrecznikach szkolnych. Stwierdzamy to np. w wydanej przez
Stanistawa Przystanskiego w Warszawie w 1859 r. ksigzce Trygonometria
prostolinijna z zadaniami dla Szkét Okregu Naukowego Warszawskiego.

Jedng z najcenniejszych publikacji z dziedziny przez nas omawianej
jest Trygonometria z teoriq wielko$ci urojonych i z notami, ktérg wydat
w Paryzu w 1870 r. Henryk Grach-Nieweglowski, jeden z najstarszych
woéwcezas polskich matematykoéw osiadlych na emigracji w Paryzu po ro-
ku 1831. Bardzo obszerny i jasny wyklad poprzedzony jest Przedmowgq do
Czytelnika, w ktorej autor, podkreslajac znaczenie trygonometrii i jej
szybki rozwoj, moéwi: ,Ta gataz matematyki wiecej sie rozrosta w ostat-
nich czasach niz od Hipparcha i Ptolemeusza do Kopernika i ze szczuptej
teorii rozwigzywania tréjkgtéw prostokatnych i sferycznych stala sie umie-
jetnoscig funkcyj kotowych”.

Ryc. 4. Pomiar wysoko§ci wieZy (z rekopisu J. N. Naronskiego)
Puc. 4. Usmepenue BbicoThl Gamam (pykommcs FO. H. HapoHbCk oro)
Phot. 4. L’arpentage de la hauteur de la tour (du manuscrit de Naronski)
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Z 1886 r. pochodzi rozprawa Bronislawa Gustawicza Zasady gonio-
metrii i trygonometrii prostokreslnej na podstawie rzutéw algebraicz-
nych %8, Po objasnieniu na czym polegajg rzuty algebraiczne, wyprowadza
autor oparte na nich wzory goniometryczne i trygonometryczne zesta-
wiajgc wyniki tabelarycznie. Wykazuje w toku wykladu, ze ta metoda
ulatwia dowodzenie twierdzen, a zarazem daje mozno$¢ powigzania try-
gonometrii z geometrig analityczng.

W ostatnim dziesigtku lat XIX stulecia wyszla drukiem zastugujgca na
szczegblng uwage ksigzka pt. Trygonometria ptaska i kulista Aleksandra
Czajewicza, magistra Szkoty Gtéwnej Warszawskiej.

Walory tego podrecznika sg duze, zar6wno pod wzgledem naukowym,
jak i dydaktycznym dzieki wprowadzeniu do wykladu nowych szczegoélow,
np. objasnienie za pomocg rzutéw wzoréw na sinus i cosinus sumy i réz-
nicy katow. Ré6wnie jasno i wzorowo pod wzgledem dydaktycznym ujete sg
zagadnienia trygonometrii sferycznej z wyczerpujgcym oméwieniem prze-
pelnienia kulistego. Ksigzka Czajewicza, jest rownie jak Trygonometria
kulista Sniadeckiego, cenng pozycja naszej literatury matematycznej.
Uzupelnia jg Krétki rys historyczny powstania i rozwoju trygonometrii
wraz z zestawieniem majwazniejszych dziel z zakresu tej dyscypliny.

Na omoéwienie zastuguje jeszcze Geometrya dla wyzszych klas szkét
Srednich Mocnika (w tlumaczeniu Maryniaka), podrecznik, ktéry pod ko-
niec XIX i na poczatku XX w. mial wiele wydan. Obecnie posiada on
znaczenie, gdyz daje poglad na 6wczesny zakres nauczania matematyki
w szkolach $rednich zaboru austriackiego. A zakres ten, jesli chodzi o try-
gonometrie byl — zgodnie z instrukcjami ministerialnymi — duzy, obej-
mowal trygonometrie ptaskg i sferyczna.

Uzupelnieniem tego podrecznika byt wydany w 1899 r. Zbiér zadan
Ignacego Kranza, réwniez tematycznie dostosowany do Instrukcji Mini-
sterstwa OSwiaty. Dobor zadan trygonometrycznych obejmuje calosé za-
gadnien trygonometrii plaskiej i sferycznej oraz zastosowan. Swiadczy
w jak szerokim zakresie nauczano woéweczas trygonometrii.

ZAKONCZENIE

W podanym powyzej przegladzie uwzgledniono te publikacje, ktoérych
tre§¢ — w pewnej przynajmniej mierze — pozwala oceni¢, w jakim zakre-
sie zajmowano sie u nas trygonometrig od jej zaczatkéw w Polsce az do
konca XIX w. Na ich podstawie mozemy stwierdzi¢, ze osiggniecia na-
szych matematykow w tej dziedzinie sg powazne, ze doceniali oni w pelni
tak znaczenie samej trygonometrii jak i jej zastosowanie praktyczne,
obszernie — jak stwierdziliSmy — we wszystkich prawie publikacjach
opracowane. Znajac zagraniczng literaturg przedmiotu polscy matematycy
potrafili jg odpowiednio wyzyskaé¢ do swych badan.
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A. Juannu

TPUTOHOMETPUA B ITOJIbCKUX MATEMATUYECKUX TPYIAX
(M3JAHMA 1 PYKOIINCU XV—XIX BB.)

Ha ¢one obmrero pa3BUTHSA TPUTOHOMETPHH B OTAEIIbHBEIE MCTOPHYECKHE HEPHOIBI NPEACTAB-
JIEHBI JOCTHXKCHHMS TNOJBCKHX MAaTEMAaTHKOB, COXPAaHUBIIMECS B 3TON OOJacTH mevYaTHBIE M3Ja-
HUS ¥ DYKOIHCH.

B npeBHHe BpeMeHa TpHUTOHOMETpHst ObLIa BCIIOMOTATEIbHOM HAyKOH acTpPOHOMHH, KIAcCH-
YeCKUM mpuMepoM dero siBisietcst Anmarect Iltomemes (II B. H.3.). Ilpouecc oTAeneHust 3ToOM
0o6acTH TeOMETPHH, KOTOPhI MOXKHO OBLIO YACTHYHO 3aMETHTh B IDEYECKOM MaTeMaTHKe, ICHO
3apUCOBBIBACTCH B TEOMETpHH apabCKoif, BHIJAIOMMMCS MPEICTaBUTEIEM KOTOpoi saBistercss Hacu-
Opnpun Anbtycu. Tpyn HEMenKoro MaTemaTnka PermoMoHTaHa (HamucaHHbBIL B 1464 1., M3OaHHBIK
B 1535 r.) ompenenseT AN TPHTOHOMETPHM M TOHHOMETPHH MECTO BaXKHOE KaK HE3aBHCHMBIX
JUCLHUIUIAH B KOMIUIEKTe MaTeMaTu4eckuXx Hayk. Fe nanbHeiiiee pa3BUTHE CBA3aHO C OTKPHITASMHA
XVII, XVIII u XIX BB. ¢ aHATMTHYECKON reOMEeTpHei, Teopuei pauoB, GyHKIuM U ypaBHEHMI.

B ucropuu TpuronomMetrpuu B ITonbine BaXXHOE MECTO Ha PSAY C MEYATHBIMH H3JAHUAMY 3aHU-
MalOT PYKOITHCHEBIE TAaMATHUKY WJIM B BHE 3alMHCOK, kKak y Bpoxka (XVII B.), wim KpymHBIX dpar-
MeHTOB B pykomucsix ITymmosckoro (XVII B.), uiu xe B pa3zpaboTkax, MPeACTABISIONUX €AUHOE
nenoe, HanpuMmep: Summa super Tabulas Alfonsii Mapuasa Kpynst (XV B.). B 1659 r. 6501 HanmcaH
pykomucHsnt Tpyn FO3eda HapoHoBmya HapOHCKOro, BKIIXOYAIOIIHI INIAHAMETPHIO Ha IMOJIBCKOM
SA3BIKE, CTapaTeNbHO 00paboTannyro. 3aciayra mybiukanue TpyAa, IOCBAIECHHOTO UCKIIIOYHUTEIHLHO
TPHTOHOMETPHHM, IpuHAANeXuT Komepuuky xak aBtopy Tpakrata De lateribus et angulis triangu-
lorum B 1542 r. OtkpeiTast XVII B. pacmuupuiu 061acTs TPATOHOMETPHHE. | JaHECKUM MaTEMaTHK
II. Kprorep B cBoeit Tpuzonomempuu B 1634 r. BBOOUT BHIYHCIEHHE C IOMOIIBIO JIOrapudmMoB,
IPAYEM OH IIEPBHI M3 €BPOINENCKHX MATEMATHKOB COCTABHMJI OTHEJLHO TaGiuIBI JorapudmMoB
TPUTOHOMETPHYECKUX (GYyHKUMI M TaONHMUBI JOrapupMOB YHCEI.

boraTa no conmepxanuio Takxe Tpuzonomempus 51. Tobckoro, 1940 r..

®axT, yT0 nybaukanuu XVIII B. HOCHIM XapakTep y4eOHWKOB CBsi3aH ¢ pedopmoit oGpaao-
BaHHUS B 3TOT IIEPHMOJ, II0 KOTOPOM B y4eOHYIO ImporpamMMmy OOy4eHUst MaTEMaTHKe BXOoAuJa TpU-
TOHOMeTpust. XapaKTepHOM 4YepTOil COHEpXKAHHS €€ — COIJIACHO C IeJarOTHYeCKMMM IIOCTYyja-
TaMH TOTO BPEMEHM — YYMTHIBATh IIPAKTHYECKOEe MPUMEHEHHE, B OCHOBHOM B H3MEPEHHSX.

B XIX Beke 3aMeuaeTcs manbHElmee oboramenne obcyxaaeMoit obnactu. B 1817 r. Beimmia
Cdepuueckan mpuzonomempusa, u310%ceHHAA aHnasumuueckum memodom SHa CHHANELKOTO,
Ga3mpyrommasicsi Ha HOBEHIIHX JOCTHXXEHHSX TOTO BPEMEHH B O0NACTH TPUTOHOMETDHH B MHTEp-
nperanuu CoGCTBEHHOTO METOAA aBTOpa, HesTeNst BuieHckoro HayyHoro obmecrtBa. C Bap-
IMaBCKEM LEHTPOM CBsi3aHbl Tpyasl A. ®ponukesnya u A. Yaepwmya. B KpakoBe m3man CBoi 3a-
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MeYaTEeNbHBIA C TOYKM 3peHHs AunakTuku y4eOnuk SI. CreukoBcku, mpodeccop MaTeMaTHKE
Sremtonckoro YuusepcuTeTa. PaboTaromuit B smurpanuu B IMapmke I'. HeseHIIOBCKH sSBIseTCS
aBTOPOM TPUTOHOMETPHH, BBHIBOJBI KOTOPOH OH CBS3aJl C TEOPMEH MHUMBIX YHCEIL.

J. Dianni

TRIGONOMETRIE DANS LES OUVRAGES POLONAIS DES MATHEMATIQUES
(IMPRIMES ET MANUSCRITS DES XVe—XIXe SIECLES)

Sur la base du développement général de la trigonométrie dans les étapes parti-
culiéres de T’histoire, on a présenté les réalisations des mathématiciens polonais dans
ce domaine, conservees dans des manuscrits et des imprimés.

La trigonométrie se montre dans Tantiquité comme la discipline auxiliaire
d’astronomie dont l'exemple typique est I’Almageste de Ptolémée (IIe¢ s.n.2). Le
processus de la distinction de cette branche de la géométrie, se montrant en partie
dans la mathématique grecque déja, s’accentue mnettement dans la trigonométrie
arabe dont le représentant le plus éminent est Nasie-Eddin Altusi. Et l’ou vra ge de
Regiomontan, mathématicien allemand (écrit en 1464, édité en 1535), attribue la
place importante, dans l’ensemble des mathématiques, & la trigonométrie avec la
goniométrie comme une discipline indépendante. Son développement prochain est
lié avec les découvertes des XVIIe—XIXe siecles, avec la géométrie analytique, la
théorie des sries, des fonctions et des équations.

Dans l'histoire de la trigonométrie en Pologne il faut souligner l'importance des
monuments manuscrits, & c6té des imprimés, ou bien en forme des notes comme
chez Brozek (XVIIe ghiécle), ou bien en forme des fragments plus détaillés dans les
manucrits de Pudtowski (XVIIe siécle), ou enfin dans les études formant un tout,
p.ex. Summa super Tabulas Alfonsii de Marcin Kro6l (XVe siécle). Le manuscrit de
Jozef Naronowicz Naronski date de 1659 et il contient la trigonométrie rectiligne et
ses applications en arpentage. C’est la premiére trigonométrie en polonais, composée
et élaborée soigneusement. Le mérite de la publication de 1'ouvrage consacré uni-
quement a la trigonométrie, nous le devons a Copernic comme lauteur du traité
De lateribus et angulis triangulorum de 1642. Les découvertes du XVIIe siécle
étendent la sphére de la trigonométrie. Le mathématicien de Danzig A. Criiger
introduit dans sa Trygomometria (Trigonométrie) de 1634 le calcul logarithmique et,
le premier parmi des mathématiciens européens, il dresse & part les tableaux des
logarithmes des fonctions trigonométriques et les tableaux des logarithmes des
nombres. Il faut noter encore que la Trygonometria (Trigonométrie) de J. Tonski
de 1640 est aussi riche dans son contenu.

Le caractére de manuel des publications du XVIIIe siécle est lié avec la réforme
de I’éducation & cette époque, d’aprés laquelle le programme d’enseigner les mathé-
matiques contenait aussi la trigonométrie. Le trait caractéristique des cours de cette
trigonométrie — selon les principes didactiques a I’époque — était la prise en consi-
dération de ses applications pratiques, surtout en arpentage.

Au XIXe siécle, la discipline que nous traitons se développe de plus en plus.
En 1817 parait Trygonometria kulista analitycznie wytozona (Trigonométrie sphérique
analytiquement exposée) de Jan Sniadecki, basée sur les plus modernes réalisations
d’alors dans le domaine de la trigonométrie, interprétée selon la propre méthode
de lauteur agissant & l’époque au cercle scientifique de Vilna. Les travaux de
A. Fraczkiewicz et A. Czafjewicz sont liés avec le cercle de Varsovie. A Cracovie
a paru le manuel excellent du point de vue didactique de J. Steczkowski, professeur
en mathématiques & 1'Université Jagellonne. A 1'émigration a Paris agissait H. Nie-
weglowski qui était I'auteur de la trigonométrie largement cong¢ue dont les conclu-
sions il liait avec la théorie des nombres imaginaires.



