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RIEMANN, MERTENS | KOMPUTERY

Motto'.

,.Czytajcie klasykéw [matematyki], a wystrzegaj-
cie sie wtornych zrodet.

Ten, kto czyta [tylko podreczniki], jest jak czto-
wiek, ktory na wystawnej uczcie je przyniesiony
suchy prowiant™".

H M Edwards

»BARDZO PRAWDOPODOBNE” PO RAZ PIERWSZY

W o$miostronicowej pracy Bernharda Riemanna z roku 1859, Ueber die An-
zahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse (O ilosci liczb pierwszych
mniejszych niz dana wielkos$¢), jedynej, wéréd nielicznych jego prac, poSwieco-
nej teorii liczb, znajduje sie jedno z najbardziej zagadkowych - a z pewnosciag
najbardziej brzemienne w skutki - zdanie, jakie kiedykolwiek napisano w mate-
matycznej publikaciji:

.»[.--] es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln reell sind. Hiervon wére al-
lerdings ein strenger Beweis zu wiinschen; ich habe indess die Aufsuchung dessel-

ben nach einigen fllichtigen vergeblichen Versuchen vorlaufig bei Seite gelassen,
da er fur den nachsten Zweck meiner Untersuchung entbehrlich schien2
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[...] jest bardzo prawdopodobne, ze wszystkie pierwiastki sg rzeczywiste.
Oczywiscie, $cisty dowdd bytby tu bardzo pozadany. Po kilku krétkich, nieuda-
nych prébach odtozytem chwilowo najakis czas poszukiwania tego dowodu, bo-
wiem nie wydaje sie on niezbedny dla kolejnego przedmiotu moich badan.

Po napisaniu tych stéw ich autor zytjeszcze siedem lat. Cztery ostatnie to
zmagania z postepujacg gruzlica. Zapewne nie raz wracat do zapowiedzianych
poszukiwan dowodu. Nie znalazt go jednak. Pomimo wysitkéw wielu matema-
tykow do dzi$ nie znalazt go nikt.

Chodzi tu o pierwiastki, czyli rozwigzania réwnania £& + i t) =0, gdzie

Ryc. 1. Georg Friedrich Bernhard Riemann
ur. 17 wrzesnia 1826 r. w Breselenz (obecnie Niemcy)
zm. 20 lipca 1866 r. w Selasca (Wtochy)

a Coznacza stawng funkcje, ktérej zwigzek z liczbami pierwszymi zauwazyt
jeszcze Euler. Geniusz Riemanna podpowiedziat mu, by te wtasnie funkcje, ory-
ginalnie okre$long na rzeczywistej osi liczbowej, bada¢ na catej ptaszczyzZnie ze-
spolonej - w duchu gtebokiej, cho¢ jawnie nieprecyzyjnej, wypowiedzi matema-
tyka francuskiego, Jacquesa Hadamarda:

,.Le plus court chemin entre deux vérités dans le domaine réel passe par le do-
maine complexe.” [Najkrotsza droga pomiedzy dwiema prawdami w dziedzinie
rzeczywistej wiedzie poprzez dziedzine zespolona.]

W roku 1989 wybitny francuski matematyk i historyk matematyki, André
Weil (1906-1998), opublikowat informacje na temat mozliwej genezy pracy
Riemanna z 1859 r. Przyjaciel Riemanna, matematyk Ferdinand Gotthold Max
Eisenstein (1823-1852), na ostatniej, niezadrukowanej stronie swego egzempla-
rza stawnej ksigzki Gaussa Disguisitiones arithmeticae (w ttumaczeniu francus-
kim z 1807 r.) zapisat dowdd pewnego réwnania funkcyjnego dla funkcji Cwraz
z tacinska adnotacja: ,,Scripsi 7 April 1849”. Jak pisze Weil:
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»Jest rzeczg szczeg6lnie istotng, ze wiasnie w kwietniu 1849 roku Riemann
ostatecznie opuscit Berlin i udat sie do Getyngi. Eisenstein byt jego bliskim przy-
jacielem. Jest zatem nie tylko mozliwe, ale wrecz bardzo prawdopodobne, ze,
zanim Riemann wyjechat, obaj przyjaciele dyskutowali o tym dowodzie. To wtas-
nie mogto by¢ genezg pracy Riemanna z r. 1859”3

Hipoteze, postawiong dos¢ przypadkowo przez Riemanna w jego pracy z 1859r.,
formutujemy dzisiaj nastepujgco: wszystkie zespolone miejsca zerowe funkcji
£ (w literaturze oznaczane najczesciej literg p i nazywane po prostu ,,zerami”)
lezg doktadnie na pewnej prostej zwanej krytyczna: p = » + i*y, gdzie i = V-1.
Czteiy pierwsze zera majg postac:

'f2+1 14 . 13472514173...
72+i 21 . 02203963877...
n +i 25 .01085758015...
'f2+1 30 .42487612586...

Gdyby istotnie czes¢ rzeczywista wszystkich tych liczb byt réwna ‘A, wéw-
czas liczne inne hipotezy teorii liczb bytyby réwniez poprawne. Sformutowane
w przesztosci nieco na wyrost, statyby sie automatycznie petnoprawnymi twier-
dzeniami. Jednak, w zasadzie, mogtoby sie zdarzy¢, ze ktores, bardzo odlegte
(,,wysokie) miejsce zerowe odstaje od prostej krytycznej. (Mozna tatwo poka-
za¢, ze bylyby, co najmniej, cztery takie miejsca - ze wzgledu na symetrig
wzgledem osi x oraz symetrie wzglagdem samej prostej krytycznej.) Oznaczato-
by to dalej, ze nasza wiedza o rozktadzie liczb pierwszych jest, z samej ich na-
tury, wysoce niepetna.

Do dzi$ nikt nie wie, czy intuicja Riemanna okaze sie stuszna4. Ten nieSmia-
ty i chorowity cztowiek miat, na ogét, racje, ale w matematyce range ostateczng
ma wytgcznie precyzyjny dowod, a nie poglad autorytetu - choéby i kogo$ na
miare Riemanna. Jednak wspomniana praca, cho¢ petna niezwykle pomysto-
wych obliczen, daleka jest od tej precyzji, ktorajest obowigzkowym standardem
dzisiejszych publikacji. Wiele jej zdan moze robi¢ wrazenie, ze swoje wyniki
autor, w jaki$ niepojety sposob, byt stanie bardzo wyraznie ,,zobaczy¢”, zanim
jeszcze probowat je udowodni¢. Nie jest to prawda. Lapidarny artykut z 1859 r.
daje obraz Riemanna jako genialnego wizjonera. Jego nieopublikowane notatki
daja natomiast obraz Riemanna jako wytrawnego, skrupulatnego rachmistrza.
Mozna powiedzieé, ze opublikowana wersja to jedynie zwiezte streszczenie do-
gtebnych i bardzo starannych badan. Jesli po 1859 r. Riemann nie wrdcit do te-
matu liczb pierwszych w formie bardziej przejrzystej, z wiekszg iloscig komen-
tarzy5 to zapewne wskutek postepujgcej choroby.
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Matematyk Carl Ludwig Siegel (1896-1981), ktéry miat okazjg przegladac
prywatne notatki Riemanna, zdeponowane w bibliotece w Getyndze6 znalazt
w nich pewien wazny wynik, ktérego Riemann nigdy nie ogtosit: efektywng for-
mutg do obliczania zespolonych zer funkcji G Prawdopodobnie na podstawie
wynikéw numeiycznych uzyskanych za pomocg tej formuty Riemann postawit
swa stawng hipotezg. Formuia ta zostata opublikowana przez Siegela w 1932 r.7.
Odtad nosi ona nazwa formuty Riemanna-Siegela. Siegel nie byt zresztg pierw-
szy, ktory przegladat spuscizng po Riemannie. Bytjednak jedynym, ktéremu nie
brakto cierpliwosci oraz fachowej wiedzy, by w trudnych i pozornie chaotycz-
nych notatkach znalez¢ prawdziwe perty teorii liczb.

Angielski matematyk i historyk matematyki, Eric T. Bell, poréwnat dorobek
naukowy Riemanna do tworczosci angielskiego poety (1) doby romantyzmu, Sa-
muela T. Coleridge’a (1772-1834). Podobienstwo polega na tym, iz zaréwno
Riemann, jak i Coleridge opublikowali niewiele tekstéw; byty to jednak zawsze
dzieta najwyzszej probys.

Okreslenie: ,bardzo prawdopodobne” nie przynosi chluby matematykowi;
niejest tez z pewnoscig w duchu tego, co z takg moca 41 lat po pracy Riemanna,
na Il Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym w Paryzu, deklarowat Da-
vid Hilbert9:

,Wir missen wissen. Wir werden wissen.” [Musimy wiedzie¢. Bedziemy wiedzie¢.]

Byto to entuzjastyczne, i niewatpliwie szczere, wyznanie wiary w skutecz-
no$¢ metod matematycznych, swoiste credo zyciowe Hilberta, majgce odtad by¢
deklaracjg programowg wszystkich matematykéw. W ich dziedzinie nie ma
miejsca na ignorancja, a zrozumienie musi by¢ petne. Stowa te wyryto pozniej
najego nagrobku w Getyndze.

Ale w roku 1931 Kurt Godel opublikowat przetomowa pracg Uberformal
unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und verwandter Systeme
(O twierdzeniach formalnie niedowodliwych10 zawartych w Principia Mathe-
maticaoraz podobnych systemach). Podat tam fundamentalny, bardzo ogélny
wynik dotyczacy wszelkich systemdw aksjomatycznych. Pokazat mianowicie,
ze, korzystajagc z dowolnego ukiadu aksjomatéw, mozna sformutowac takie
twierdzenia, ktdrych, w ramach tego systemu, nie mozna ani dowies¢, ani oba-
li¢; w szczegélnosci, nie mozna nawet dowie$é niesprzecznosci danego systemu
aksjomatow.

Wynik Gdédela nauczyt matematykéw pokory i dowidédt, ze ambitne zalece-
nia Hilberta sg, z przyczyn fundamentalnych, zupetnie nierealne. Wracajgc do
Riemanna: w tym sensie sehr wahrscheinlich nie brzmi tak Zle - daje bowiem
jeszcze nadziejg na uzyskanie petnego dowodu; unentscheidbare zamyka juz
wszelka drogg i nie pozostawia cienia nadziei.
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Praca Riemanna dotyczyta problemu postawionego jeszcze w starozytnosci:
jak wsrod wszystkich liczb naturalnych rozmieszczone sg liczby pierwsze? Cho-
ciaz problem ten mozna bez trudu przedstawic¢ uczniowi pierwszej klasy szkoty
podstawowej, to proby rozwigzania go podejmowali najwieksi przedstawiciele
krélowej nauk. Jednak, jak stwierdzit wybitny matematyk, Paul Erd6s (1913—
1996), nie doczeka sie on nigdy zadowalajgcego rozwigzania - nawet po upty-
wie miliona latl2 Jedno jest pewne: petna informacja o liczbach pierwszych
ukryta jest w rozmieszczeniu zespolonych zer funkcji G Riemannal3

Z braku lepszego pomystu problem rozmieszczenia zer funkcji Gatakowano
juz od dawna w sposéb brutalny i mato estetyczny: metodami numerycznymi.
Historia tych badan jest dtuga i pouczajgca; dowodzi znacznego postepu w dzie-
dzinie zarowno stosowanych algorytméw, jak i dostepnych mocy obliczeniowych
- od tablic logarytmicznych, poprzez mechaniczne arytmometry, ,,komputery”
analogowe, szybkie, wieloprocesorowe superkomputery, az do najnowszego
projektul4 w ktérym liczne komputery z catego Swiata potgczone w sie¢ posu-
wajg sie metodycznie wzdtuz prostej krytycznej polujac na ewentualny kontr-
przyktad: niesforne miejsce zerowe. Znalezienie go bytoby niewatpliwie wiel-
kim triumfem nowoczesnych technik obliczeniowych; jednoczesnie bytby to
bardzo smutny dzien dla teoretykoéw liczbowych. Fakt taki oznaczatby bowiem,
ze rozktad liczb pierwszych jest daleko mniej estetyczny (i daleko mniej zrozu-
miaty), niz w przypadku prawdziwosci hipotezy Riemanna.

Tabelabilustruje postep w numerycznych obliczeniach zer funkcji

Inna, znacznie bardziej ambitna strategiajest nastepujaca: skoro gtdwny pro-
blem okazat sie zbyt trudny dla wielu matematycznych gwiazd pierwszej
wielkosci, nalezy zaatakowac problem inny, ,tatwiejszy, ale r6wnowazny”. Oczy-
wiscie, to ostatnie sformutowanie jest wewnetrznie sprzeczne; powinno by¢ ra-
czej: odmienny, wygladajacy na fatwiejszy, ale réwnowazny. W czasie blisko
150 lat istnienia hipotezy Riemanna opublikowano kilkanascie takich réwno-
waznych probleméw, ktére zwykle nazywa sie ,kryteriami dla hipotezy
Riemanna”. Jedno z ciekawszych kryteriéw znalazt w roku 1991 amerykanski
matematyk Xian-Jin Li pracujacy w Brigham Young University, Utah16 W roku
2001 Jeffrey Lagarias podat zaskakujace kryterium17, w ktérego sformutowaniu
nie wystepuje wcale funkcja  Najnowsze kryterium podat w lipcu 2003 r. ma-
tematyk z Caracas, Luis Baez-Duartel8
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Tabela 1. Postep w numerycznych obliczeniach zer funkgji

Autor(zy)
B. F. Riemann
J. P. Gram
R. J. Backlund
J. . Hutchinson
E. C. Titchmarsh
A M. Turing

D. H. Lehmer

D. H. Lehmer

N. A. Meller

R S. Lehman

J B. Rosser, J. M. Yohe,

L. Schoenfeld

R. P. Brent

R. P. Brent

R. P. Brent, J. van de Lune,

H. J. J. te Riele, D. T. Winter
J. van de Lune, H. J. J. te Riele
J. van de Lune, H. J. J. te Riele,
D. T. Winter

A M. Odlyzko

A. M. Odlyzko

A. M. Odlyzko

J. van de Lune

A. M. Odlyzko

S. Wedeniwski

S. Wedeniwski

rok
1859
1903
1914
1925
1935
1953

1955
1956
1958
1966
1968

1977
1979
1982

1983
1986

1989
1992
2001
2001
2002
2002
2003

ilos¢ zer
3 (20?)
15
79
138
1.041
1.104

10.000
25.000
35.337
250.000
3.500.000

40.000.000
81.000.001
200.000.001

300,000.001
1.500.000.001

70.000.000
175.000.000
10.000.000.000
10.000.000.000
20.000.000.000
75.000.000.000
200.000.000.000

»,BARDZO PRAWDOPODOBNE” PO

narzedzie
papier + otowek

tablice logarytmiczne
i trygonometryczne

,.komputer” elektromechaniczny

komputer elektroniczny,
grant 40£

komputer Cyber 205, 1500
godzin

od zera nr 100

od zera nr 1020

od zera nr 102

od zera nr 103

projekt ZetaGrid
= 8,500 komputeréw

RAZ DRUGI

Niespetna czterdziesci lat po opublikowaniu przez Riemanna cytowanej na
wstepie, jedynej w swym rodzaju pracy, matematyk Franz Mertens®9napisat zda-
nie, w ktorym réwniez pojawit sie 6w znamienny zwrot - ,,sehr wahrscheinlich”:

,,Da die Ungleichung |o(m)[ < ”m, wie die Induction lehrt, sehr wahrscheinlich
ist, so ist auch die Riemann’sche Behauptung sehr wahrscheinlich, dass die ima-
ginéren Wurzeln der Gleichung £(z) = 0 alle den reellen Bestandteil Zi haben”2
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Poniewaz, jak pokazuje zasada indukcji, nieréwno$¢ a(m)\ < Vm jest bardzo
prawdopodobna, zatem bardzo prawdopodobne jest rowniez przypuszczenie Rie-
manna [moéwiace], ze zespolone pierwiastki rownania Cf,z) = 0 majg wszystkie
cze$¢ rzeczywistg réwng &

Zdanie to stanowi tres¢ tzw. hipotezy Mertensa. Wczesniej hipoteza ta zostata za-
komunikowana w liscie Mertensa do Stieltjesa2l. Przez nastepnych 88 lat przyciaga-
ta ona uwage matematykéw, bowiem jej prawdziwos$¢ pociggataby za sobg prawdzi-
wos$¢ hipotezy Riemanna. W roku 1985 dowiedziono, ze jest ona fatszywa22

Ryc. 2. Franciszek Karol J6zef Mertens
ur. 20 marca 1840 r. w Srodzie koto Poznania
zm. 5 marca 1927 r. w Wiedniu

Liczaca blisko 70 stron praca Mertensa zawiera tylko 19 stron tekstu; reszte
stanowig obszerne tablice zawierajgce wartosciZ tzw. funkcji Mobiusa24 oraz
funkcji, ktorg autor oznaczyt literg a, a ktdrg dzis, na jego czes¢, oznacza sie
zwykle przez M i nazywa funkcjg Mertensa:

1 n=1
p(n) = (~\)k,n= i
(~\)k,n Yi:[1P|

0, p2n

a (x) = M(x) =J3”n(n)

Innymi stowy: funkcja Mertensa dla danego x jest rdéznica miedzy iloScia
liczb naturalnych nie wiekszych od x bedacych iloczynem parzystej liczby
réznych czynnikéw pierwszych, a iloscig liczb naturalnych nie wiekszych od
x bedacych iloczynem nieparzystej liczby r6znych czynnikéw pierwszych.

Istotg pracy z 1897 r. jest nastepujace, krétkie i zupetnie elementarne, ajed-
nak bardzo gtebokie rozumowanie. Punktem wyjscia jest odwrotno$¢ funkcji
e Riemanna, I/e, dla ktérej mozna tatwo podaé warunek regularnosci (analitycznosci)
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na prawo od prostej krytycznej, a regularno$é ta oznacza witasnie brak miejsc ze-
rowych dla samej funkcji
Dla Re(5) > 1 mamy:

gdzie korzysta sie z faktu, ze funkcja Mertensa M(x) jest stata w kazdym z prze-
dziatdw [«, «+1). Jedli zatozy¢, Ze hipoteza Mertensa M(x)\ < Vxjest poprawna
(od roku 1985 wiemy, ze tak nie jest, patrz ponizej), wéwczas ostatnia catka de-
finiuje funkcje regularng na potptaszczyznie Re(.s) > 72, skad wynika, ze t(s) nie
ma tam zer, a to z kolei jest rbwnowazne hipotezie Riemanna.

Przez kolejnych kilkadziesiat lat po sformutowaniu przez Mertensa jego hi-
potezy ,,weryfikowano” jej poprawnos$¢ tablicujac wartosci funkcji M(n) dla co-
raz wiekszych wartosci argumentu Cierpliwo$¢ rachmistrz6w w coraz wiek-
szym stopniu zaczety wyrecza¢ komputery: znacznie szybsze, bardziej
niezawodne. Wszechobecnos¢ komputerdw jest dzisiaj faktem i jednocze$nie
znakiem obecnych czaséw. Nikt nie kwestionuje ich przydatnosci. Ich wszech-
stronnos$é jest zdumiewajgca. Uzytecznosé komputeréw w duzych praktycznych
obliczeniach numerycznych jest niekwestionowana - zaré6wno w zagadnieniach
naukowych (np. mechanika nieba), jak i przemystowych. Bez komputeréw nie
bytoby lotu na Ksiezyc.

W zagadnieniach czysto teoretycznych, gdzie w gre wchodzi sprawdzenie
chocby i bardzo duzej, ale skonczonej liczby przypadkéw przydatno$é komputeréw
jest takze niewatpliwa. Standardowym przyktadem owej przydatnosci jest podany
w 1976 r. przez Kennetha Appela i Wolfganga Hakena, matematykow z Uniwersy-
tetu Illinois, dowdd stawnego zagadnienia czterech barw, sformutowanego jeszcze
w 1852. r. (Méwi ono, ze na dowolnej mapie mozna pomalowaé wszystkie kraje
czterema kolorami, tak, ze kraje majace wsp6lng granice ze sobg maja rézne kolo-
ry.) Appel i Haken uzyli w tym celu trzech komputeréw; bez ich pomocy spraw-
dzenie wszystkich przypadkéw bytoby zdecydowanie niemozliwe2.

W ten sposdb pojawito sie jakosciowo nowe pojecie: ,,dowod komput-
erowy”. Z pewnoscig nie jest ono w duchu programu Hilberta i moze niewatpli-
wie razi¢ matematycznych purystéw - zwolennikéw czystego myslenia. Ich
niecheé nie jest bezpodstawna: o ile bowiem, dzieki komputerom, nie mamy cienia
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watpliwosci, ze zagadnienie czterech barw jest prawdziwe, to zupetnie nie mo-
zemy powiedzie¢, ze rozumiemy, dlaczego tak jest. Pracujagcy w Laboratoriach
Bella matematyk Ron Graham wyrazit te watpliwosci nastepujgco:

,»The real question is this: If no human being can ever hope to check a proof,
is it really a proof?” [Oto prawdziwe pytanie: skoro zaden cztowiek nie bedzie
miat nigdy zadnej nadziei na sprawdzenie pewnego dowodu, to czy bedzie to
prawdziwy dowo6d?]

Klasyczne, piekne dowody nie tylko pokazywaty prawde; dostarczaty tez in-
spiracji do dalszych badan, prowadzity w kierunku zrozumienia. W historii ma-
tematyki czesto z wielkim uznaniem witano nowe, prostsze dowody stawnych
i gtebokich twierdzenZr.

W przypadku teorii liczb sprawa komplikuje sie jakosciowo: zwykle mamy
tu do czynienia z nieskofnczong liczbg przypadkéw, a wobec nieskoficzonosci
kazda skoriczona liczba jest nieskoniczenie mata - i nawet jesli powszechnie
uwaza sie jg za bardzo duzg, jest to tylko naiwny antropomorfizm.

Historia teorii liczb zna wiele hipotez, ktére - sadzac na podstawie zgroma-
dzonego, bardzo obszernego materialu numerycznego - uznano za ,praw-
dopodobne” lub wrecz ,,bardzo prawdopodobne”, a ktére ostatecznie okazaty sie
falszywe2

Czy zatem komputer moze powiedzie¢ cokolwiek na temat prawdziwosci hi-
potezy Riemanna? Wydawaé by sie mogto, ze nic - chyba, ze bytby to kompu-
ter nieskonczenie szybki, albo, ze miatby do dyspozycji nieskoriczony czas. Tak
wiec pozostaje jedynie kolekcjonowanie coraz ,,wyzszych” zer funkcji £i polo-
wanie na ewentualny kontrprzyktad: miejsce zerowe lezace poza prosta kry-
tyczna. Tu pojawia sie kolejna, czysto techniczna trudno$é: interpretacja wy-
nikdw takich obliczern wymaga zawsze wielkiej ostroznosci. Bardzo czesto
wydaje sie, ze taki sensacyjny kontrprzyktad zastat znaleziony; zawsze jednak
jest to artefakt, a wine ponosi btad programu,

Majac do dyspozycji wielkga liczbe zespolonych zer mozna jeszcze potrakto-
wac je jako swoiste ,,dane obserwacyjne”, jedyny w swym rodzaju, prébkowa-
ny ,,sygnat”. W takim sygnale mozna szuka¢ pewnych prawidtowosci, oblicza¢
rozmaite wielkosci statystyczne i porownywac je ze znanymi rozktadami.

W ten sposéb, zupetnie nieoczekiwanie odkryto, ze statystyczny rozktad zer
funkcji Cjest, z niezrozumiatych powodoéw, identyczny (na poziomie btedu) z roz-
ktadem wartosci wiasnych tzw. macierzy losowych, ktore od lat 50. XX wieku
fizycy z powodzeniem stosowali do heurystycznego opisu ciezkich, skompliko-
wanych jader atomowych3) Tozsamos¢ tych dwu rozktaddw, znanajako hipote-
za GUE (Gaussian Unitary Ensemble), stanowi niezwykle tajemniczy zwigzek
czystej matematyki z fizyka kwantowa. Wobec niewatpliwego kryzysu nowych
idei w fizyce teoretycznej, najodwazniejsi z uczonych o$mielajg sie widzie¢ w tym
klucz do gtebszego zrozumienia procesow fundamentalnych oraz postepu w po-
szukiwaniu teorii ostatecznej.
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Dwa i p6t tysigca lat temu Pitagoras, na podstawie czysto rozumowych fas-
cynacji, twierdzit, iz ,wszystko jest liczbg”. Mamy dzi§ wiecej podstaw, by
podejrzewac, ze poglad ten to co$ wiecej, niz tylko pusty slogan, karykaturalna
ekstrapolacja. W ciggu ostatniego éwieréwiecza powoli, lecz do$¢ wyraznie za-
rysowat sie nastepujacy, niezwykty obraz: zjednej, ,,matematycznej” strony nie-
pozorna w swym wygladzie funkcja £, kryjgca w sobie informacje o liczbach
pierwszych; z drugiej, ,,fizycznej” - ztozone uktady kwantowe, zbyt skompliko-
wane, by mozna je byto opisa¢ jakimkolwiek $cistym formalizmem. Posrodku
tych tak odmiennych bytéw - nieoczekiwany pomost w postaci dobrze okre$lo-
nego rozktadu statystycznegod opisujacego zaréwno zespolone zera jak i po-
ziomy energetyczne ciezkich jader atomowych. O tym pomoscie nigdy bysmy
sie nie dowiedzieli, gdyby nie lawinowy postep w dziedzinie elektronicznych
technik obliczeniowych. Ale na proste pytanie: dlaczego? - nikt dzisiaj nie po-
trafi odpowiedzieé. Nieliczne namiastki ,,odpowiedzi” moga robié wrazenie nie-
naukowych, ale Swiadczg jedynie o dogtebnej konsternacji wsérdd uczonych:

,.-Just why number theory and quantum chaos should be soul mates is a myste-

ry for the gods to unveil.”® [Dlaczego teoria liczb i kwantowy chaos miatyby by¢
bratnimi duszami? - te tajemnice moga wyjawic¢ tylko bogowie.]

KONIEC HIPOTEZY MERTENSA

W roku 1985 pojawit sie fundamentalny, absolutnie $cisty wynik, w ktérym
kluczowa role odegraty rowniez szybkie komputery - wynik daleko gtebszy, niz
zagadnienie czterech barw i daleko bardziej konkretny, niz hipoteza GUE. Tym
razem nie trafit on do nagtéwkow prasy codziennej. CzeSciowo dlatego, ze bar-
dzo trudno bytoby go przedstawi¢ w atrakcyjnej formie; czeSciowo za$ dlatego,
ze byt to wynik negatywny: hipoteza Mertensa zostata obalona3

Dowad jest catkowicie precyzyjny, a do jego przeprowadzenia potrzebna by-
ta znajomos¢ 2000 poczatkowych zespolonych zer funkcji £ z wielkg doktadnos-
cig 100 miejsc znaczacych. Do ich obliczenia wykorzystane zostaly najszybsze
dostepne wtedy komputery zainstalowane w Academic Computer Center w Am-
sterdamie: CRAY-1, CDC Cyber 750.

Byt to sukces po czesci planowy, po czesci za$ przypadkowy. Jak to czesto
bywa, sytuacja musiata ,,dojrze¢” do tego odkrycia. Potrzebne byto stosowne na-
rzedzie, a takim - zupeinie nieoczekiwanie - okazat sie odkryty na poczatku lat
80. XX stulecia skuteczny algorytm do tamania koddw kryptograficznych
zwany34LLL lub po prostu L3 Amerykanski matematyk polskiego pochodzenia,
Andrew Odlyzko3 skadingd wybitny specjalista od kryptografii, dostrzegt przy-
datnos$¢ algorytmu LLL do rozwigzywania réwnan diofantycznych. (Trudno o bar-
dziej wymowny przyktad na to, jak wazng i przydatng cechg w nauce moze by¢
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wszechstronnos$¢.) Skontaktowat sie z Hermanem te Riele3 ktory juz wczesniej
pracowat nad hipotezg Mertensa i dysponowat zbiorem wysokiej precyzji
poczatkowych zer funkcji W wyniku wspdlnej pracy Odlyzko i te Riele poka-
zali, ze dla pewnego x zachodzi: M(x) x &jest wieksze od 1,06. To wystarczy:
wynika stad, ze postawiona 88 lat wczesniej przez Mertensa hipoteza (pocig-
gajaca za sobg hipoteze Riemanna) nie jest prawdziwa3y.

Ryc. 3. Andrew M.Odlyzko i Hermanus J. J. te Riele

Fakt, ze udato sie to pokazac, byt oczywiscie znaczacym sukcesem, ale nie
byt szczegblnym zaskoczeniem. Od lat 40. XX wieku, poczawszy od pracy Al-
berta E. Inghama (1900-1967)38oraz innych matematykéw, narastata wokot hi-
potezy Mertensa atmosfera sceptycyzmu. Hipoteza ta implikowata bowiem nie
tylko poprawnos$¢ hipotezy Riemanna (co bytoby nader ,,pozadane™); impliko-
wata nadto nieuchronnie pewne dobrze okreslone wiasnosci zespolonych zer
funkcji e - wiasnosci tym razem ,,bardzo nieprawdopodobne”. Zera te musiaty-
by mianowicie spetnia¢ warunki:

X Yy =°>

7
gdzie y oznacza czes$¢ urojong zespolonego zera, a wsrod wspétczynnikéw cytyl-
ko skonczenie wiele jest roznych od zera. Co najdziwniejsze: te niezerowe
wspotczynniki cypowinny by¢ liczbami catkowitymi!

WiHasnosci te probowano - bez powodzenia - zweryfikowa¢ numerycznie3o,
Sceptycyzm wcigz narastat. Jedynym sposobem unikniecia paradoksu byto do-
puszczenie mozliwosci, ze Mertens sie mylit. W tej atmosferze pojawit sie wy-
nik Odlyzko i te Riele. Podany przez nich dowdd réwniez nie jest (i po zadnych
modyfikacjach nie moze by¢) w duchu zalecenia Hilberta: przesadza wprawdzie
fakt istnienia liczby x, dla ktérej nieréwnos¢ Mertensa nie jest spetniona, ale nie
pozwala nawet na jej oszacowanie, tym bardziej - na efektywne znalezienie.
Tak, czy inaczej, kolejna hipoteza teorii liczb okazata sie inna, niz wynikajgca
z olbrzymiego materiatu numerycznego, przyttaczajgco sugestywna intuicja. Jak
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napisali autorzy pracy40, ten negatywny wynik ,,definitywnie zamknat jedng
z mozliwych drég do dowodu hipotezy Riemanna”:

. The disproof of the Mertens conjecture closes off another possible road to
proving the Riemann hypothesis.”

Dwa lata po tym wyniku matematyk wegierski Janos Pintz pokazat za po-
moca Scistego rachunkud4l, ze pierwszy wyjatek (kontrprzyktad) dla postawionej
przez Mertensa hipotezy, czyli sytuacja, ze

\M(x)\/4x > 1

zdarzy sie na pewno zanim x osiggnie warto$¢ X = exp(106). Jest jasne, ze za-
kres x < 104, w ktorym Mertens badat swa funkcje M(x), to niezmiernie drobny
utamek tego oszacowania. Jest takze niemal pewne, ze nawet bardzo odlegte po-
kolenia przysztych matematykow nie zdotaja siegnaé numerycznie do tak wiel-
kiej wartosci, by naocznie przekonac¢ sie o poprawnosci obliczen Pintza.

Oczywiscie, kwestia ewentualnej stusznosci gtéwnego problemu, tj. hipote-
zy Riemanna pozostaje nadal otwarta, a jego rozwigzanie - i tak niezmiernie
trudne - oddalito sie jeszcze bardziej. Hojny amerykarnski multimilioner L. Tho-
mas Clay, fundator nagrdd za rozwigzanie siedmiu Probleméw Milenium w tym
jednym przypadku moze by¢ zupetnie spokojny: jest mato prawdopodobne, by
jego milion dolaréw za hipoteze Riemanna zostat w najblizszym czasie komu-
kolwiek wyptacony.

Podziekowanie:Panu Profesorowi Andrzejowi Schinzlowi z Instytutu Mate-
matyki PAN dziekuje za wnikliwe przeczytanie tekstu niniejszego artykutu i wska-
zanie kilku usterek.

Przypisy

1 Harold M. Edwards: Riemanns Zeta Function. Dover Publications, Inc., Mi-

neola, New York 1974 s. ix, s. xi. Wybrane motto oddaje dobrze, jak sadze, trwatos¢ kla-
sycznego dorobku matematyki - w catkowitym przeciwienstwie do np. astronomii, gdzie
przemijalnos¢ publikowanych obecnie wynikéw jest niekiedy wrecz przygnebiajaca.
W krakowskim Obserwatorium Astronomicznym stare roczniki czasopism, petne archaicz-
nych technik obserwacyjnych lub nieprecyzyjnych danych, i stad przez lata nie wykorzy-
stywane przez nikogo, z czasem usunieto z bibliotecznego magazynu. ,,Czytaj zawsze prep-
rinty dzisiejsze, a nie wczorajsze” - taka, niewatpliwie praktyczna rade, dat kilka lat temu
pewien ceniony w $wiecie astrofizyk jednemu z mtodszych adeptéw astronomii.
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2Georg Friedrich Bernhard Riemann: Ueherdie Anzahl der Primzahlen unter ei-
nergegebenen Grosse. ,,Monatsberichte Konigl. Preuss. Akad. Wiss. Berlin” 1859 s. 671.

3André Weil: Prehistory ofthe Zeta-Function, [w:] Number Theory, Trace For-
mulas and Discrete Groups. Red: Aubert, Bombieri and Goldfeld, Aca-
demic Press, 1989; André Weil: On Eisenstein s copy o fthe ,,Disquisitiones ”, [w:] Al-
gebraic number theory. Boston 1989 s. 463-469.

4 Tak powszechne w wielu dziedzinach (i uchodzace tam za wielka zdobycz) gtoso-
wanie czy sondaz, w matematyce, jako metoda wyboru najlepszej mozliwosci, bytoby
oczywiscie czym$ absurdalnym. Dlatego jedynie tytutem ciekawostki mozna poda¢, ze
znakomita wiekszo$¢ matematykow sadzi (spodziewa sie? wierzy?), ze hipoteza podana
przez Riemanna jest prawdziwa. Niemniej, wybitny matematyk John Edensor Little-
wood (1885-1977) uwazat (i podat nawet pewne heurystyczne rozumowanie), ze hipo-
teza tajest btedna. Z kolei specjalista od teorii zbioréw oraz filozof matematyki, Grego-
ry Chaitin, dopuszcza mozliwos$¢, ze prawdziwos¢ tej hipotezy jest, z samej jej natury,
niemozliwa do okre$lenia. Paradoksalnie, powyzsze trzy mozliwosci (prawdziwa, nie-
prawdziwa, niedowodliwa) nie wyczerpujg wszystkich rozpatrywanych w literaturze
mozliwosci! Na kolejng mozliwos$¢ zwrdcit uwage w 1931 r. Denjoy; p6zniej watek ten
podjeli Good i Churchhouse (1963). Przedstawili oni pewne ,,dowcipne”, zupetnie ele-
mentarne rozumowanie probabilistyczne dotyczgce funkcji Mertensa. (Wykres tej funk-
cji -jakkolwiek jest ona, z samej swej natury, absolutnie deterministyczna - moze robi¢
wrazenie ,,blgdzenia przypadkowego”.) Wynik tego rozumowania méwi: ,,Hipoteza Rie-
manna jest prawdziwa zprawdopodobiefAstwem réwnym jeden”. Cytowany powyzej Ed-
wards stwierdzit, ze w tym przypadku argumenty probabilistyczne, ,,gdy je rozwazyc
starannie, sg catkowicie absurdalne [quite absurd], chociaz dostarczajg niktego $wiatta
pozornej wiarygodnosci [flitting glimmer o fplausibility] hipotezy Riemanna”.

5Z czasem zadanie to wykonali inni, np. cytowany powyzej Edwards, ktéry tej jed-
nej pracy poswiecit calg monografie. Pierwszy jej rozdziat omawia szczeg6towo prace
Riemanna; pozostatych jedenascie rozdziatow poswieconych jest kwestiom, ktore Rie-
mann pozostawit otwarte.

6G. F. Bernhardt R i e m a n n :nie opublikowane zapiski przechowywane w Hand-
schriftenabteilung Niedersachsische Staatsund Universitatsbibliothek, Géttingen.

7 Carl Ludwig Siegel: Uber Riemanns NachlaR zur analytischen Zahlentheorie.
,»Quellen Studien zur Geschichte der Math. Astron. undPhys.” 1932 Abt. B: Studien 2, s. 45-80.

8Eric Temple Bell: Men ofMathematics. London 1937 The Camelot Press Ltd..
Ksigzka Bella nie jest wolna od pewnych (nielicznych) btedéw rzeczowych, niemniej
jest to bardzo wnikliwy zbiér biografii. Kazda z omawianych postaci jest juz w tytule
rozdziatu scharakteryzowana jakim$ trafnym, lapidarnym przydomkiem. Sam Riemann
to anima Candida (,,szczera dusza™). A propos skromnego ilosciowo dorobku Riemanna
i Coleridge’a: przypomina sie tu dewiza naukowa miodego Gaussa: Pauca sed matura
(,,Niewiele, ale dojrzate”). Przeciwienstwem takiego podejscia jest niewatpliwie styl
pracy wielu wspotczesnych naukowcoéw, pracujgcych bez zadnej szerszej wizji, pod
presja masowego kolekcjonowania punktdéw i cytowan, naiwnie wierzacych, ze ilos¢
publikacji przejdzie w koncu w jakos$¢. Co do samego Coleridge’a: byt on peten podziwu
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dla matematyki, o czym $wiadczy fragment z jego listu do brata Georga z 31 marca 1791 r..
../ have often been surprised, that Mathematics, the quintessence of Truth, should have
found admirers sofew and so languid.” (,,Dziwito mnie zawsze, iz Matematyka, ta istota
Prawdy, posiada tak mato mitosnikéw, a i to jeszcze tak nieruchawych.”) Szacunek, atym
bardziej podziw dla matematyki, to nieczesta cecha wérdd poetéw. Z polskich twércow
chlubnym wyjatkiem byt Julian Tuwim, autor wiersza Matematyka.

g David Hilbert (1862-1943), uwazany jest za ostatniego z wielkich matematykéw,
ktorzy byli w stanie ogarng¢ cato$¢ zgromadzonej do jego czaséw wiedzy matematycz-
nej. O jego niekwestionowanym autorytecie $wiadczy fakt, ze, pomimo niewygodnego
pochodzenia, nawet nazisci nie odwazyli sie pozbawi¢ go posady profesora w Getyndze;
pozostat na swym stanowisku po roku 1933. Jest jednak faktem, ze ten niezmiernie
wszechstronny i ptodny naukowiec po tym roku nie napisat juz nic.

10 Thumaczenie oryginalnego niemieckiego unentscheidbare jako ,,niedowodliwe”,
w sensie: nie dajace sie dowies¢, nie jest z pewnoscig zgrabne. W literaturze angloje-
zycznej spotyka sig, rownie niezgrabne, ttumaczenie undecidable.

I Principia Mathematica, pretendujagce do fundamentalnego dzieto Bertranda
Russella (1872-1970) i AlfredaN. Whiteheada (1861-1947), napisane w la-
tach 1910-1913. Miato by¢ praktyczna realizacja filozofii matematyki wedtug Hilberta:
dogtebnego i kompletnego zrozumienia. Chodzito tez i o to, by unika¢ irytujacych para-
dokséw, powstajacych juz na poziomie - zbyt swobodnie uzywanego - jezyka. Autorzy
podali tam m. in. formalny, niezmiernie skomplikowany dowod faktu, ze 1+ 1= 2. Re-
akcja spotecznosci matematykéw byta mniejsza od oczekiwanej. Rozciggnieta do granic
szalenstwa precyzja, dawata wprawdzie poczucie bezpieczenstwa od nieprzewidzianych
paradoksow, ale jednoczesnie okazala sie paralizujaca. Z czasem matematycy zaczeli za-
licza¢ autoréw Principiéw do filozoféw. Sam Russell zostat w 1950 r. laureatem nagro-
dy Nobla z literatury (!) ,,w uznaniu jego réznorodnych i znaczacych pism, w ktérych
broni ideatéw humanitarnych oraz wolnosci myslenia”.

RP. Erdos w wywiadzie dla P. Hoffmana, ,,Atlantic Monthly” listopad 1987 r. s. 74.

B Wynika to z nastepujacych zwigzkdéw dla funkcji C:

e

Pierwszy z nieskonczonych iloczynéw przebiega po wszystkich liczbach pierwszych p; dru-
gi - po wszystkich zespolonych zerach  Por. L. Euler: Variae observationes circa se-
nes infinitas. ,,Commentarii” 1737, 1744. Dowdd jest krotki i zupetnie elementarny; korzy-
sta on z tego, ze kazda liczba naturalna posiada jednoznaczny rozktad na czynniki pierwsze.

u Projekt ten mszyt w sierpniu 2001 r. Jego autorem i gtdwnym koordynatorem jest
Sebastian Wedeniwski z firmy IBM Deutschland. Idea jest nastepujaca: obecnie wiek-
szo$¢ komputerow dziata w sieci, a spora czes$¢ czasu to dla nich tzw. idle time, czas bez-
czynnosci. W tym witasnie marnowanym czasie moze dziata¢ niewielki program zwany
ZetaGRID. Mam on posta¢ tzw. wygaszacza ekranu: wigcza sie dyskretnie w czasie bez-
czynnosci procesora, wykonuje cze$¢ obliczen, aw przypadku powrotu uzytkownika do
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pracy ustepuje mu miejsca. Kazdy posiadacz podtgczonego do sieci, niekoniecznie szyb-
kiego, komputera moze przystgpi¢ do projektu ZetaGRID instalujac éw program.
Czesciowe wyniki obliczen sg potem opracowane, a taczny rezultat bytby niemozliwy
do uzyskania zadnym innym sposobem. Szczeg6ty projektu i najnowsze wyniki patrz:
http://www.zetagrid.net.

B Na podstawie: R. Grohmann.S. Wedeniwski: The IBM ZetaGRID
Solution. IBM preprint, June 17, 2002. Pionierzy tych obliczeri: Gram, Backlund oraz
Hutchinson uzywali metody Eulera-Maclaurina sumowania szeregéw, ktéra jest wpraw-
dzie skuteczna - dowolnie odlegte zero mozna obliczy¢ z dowolng doktadnoscia - lecz
czasochtonna dla ,,wysokich” zer. (Metode te odkryt Euler probujac oszacowac wartos¢
~(2).) Po roku 1932 zaczeto uzywaé¢ metody Riemanna-Siegela, réwnie skutecznej, lecz
szybszej. Od 1987 r. Odlyzko uzywa wiasnej metody, ktéra pozwala oblicza¢ cate ciggi
»wysokich” zer, niekoniecznie poczynajac od pierwszego.

¥ Xian-Jin L i : The Positivity ofa Sequence of Numbers and the Riemann Hypot-
hesis. ,,Journal of Number Theory” 1997 t. 65 s. 325-333. Por. tez: Enrico Bombie -
ri,Jeffrey C. Lagarias: Complements to Li,vCriterionfor the Riemann Hypothe-
sis. ,,Journal of Number Theory” 1999 t. 77 s. 274-287.

7Jeffrey C. Lagarias: An Elementary Problem Equivalent to the Riemann Hy-
pothesis. arXiv:math.NT/0008177 v2 6 May 2001.

BlLuis Baez-Duarte :/4 new necessary and sufficient conditionfor the Rie-
mann hypothesis. Preprint, 13 July 2003. Kryterium to zostato zainspirowane przez no-
we rozwiniecie dla funkcji e znalezione w 1997 r. przez autora niniejszego tekstu.

BFranciszek Karol J6zef Mertens (1840-1927) to postac z pogranicza kilku narodo-
wosci i kultur: francuskiej, niemieckiej oraz polskiej. Urodzit sie w Srodzie koto Pozna-
nia. Studiowat matematyke w Berlinie u najlepszych mistrzéw: Karla Weierstrassa
(1815-1897), Leopolda Kroneckera (1823-1891), Ernsta Kummera (1810-1893) i Elwi-
na Brunona Christoffela (1829-1900). W latach 1865-1884 byt profesorem Uniwersy-
tetu Jagiellonskiego w Krakowie; p6zniej pracowat w Grazu (jako rektor tamtejszej poli-
techniki) i Wiedniu. Do opuszczenia Krakowa sktonit Mertensa jego przyjaciel, profesor
zwyczajny wyktadajgcy geometrie wykresing na Politechnice w Grazu, Karl Pelz. Do
czasu tworczej dziatalnosci naukowej Mertensa matematyka polska praktycznie nie mia-
fa jeszcze dorobku o zasiegu miedzynarodowym. Zaliczanie go do matematykdéw pol-
skich nie jest zabiegiem sztucznym, podyktowanym naiwnie rozumianym patriotyz-
mem: mowit on biegle po polsku, jego $lub miat miejsce w Krakowie, w kosciele
Mariackim; cze$¢ swych prac napisat po polsku, za$ nawet w latach pobytu za granicg
starat sie przesyta¢ krakowskiej Akademii Umiejetnosci polskojezyczne wersje swych
prac. Por. Krzysztof Ciesielski, Andrzej Pelczar, Zdzistaw Pogoda:
Franciszek Mertens (1840-1927). [w:] Ztota Ksiega Wydzialu Matematyki i Fizyki. Red.
Bolestaw Szafirski. Krakéw 2000, s. 301-312; Stanistaw DomoradzKki:
Franciszek Mertens (1840-1927). ,,Opuscula Mathematica” 1993 t. 13 s. 109-115; An-
drzej Schinze 1:Historia teorii liczb w Polsce w latach 1851-1950. ,,Wiadomosci
Matematyczne” 1993 t. 20 s. 19-50.
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2 Franz Mertens: Uber eine zahlentheoretische Funktion. ,,Sitzungsberichte
der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften” 1897 Abt. 2a s. 761-830.

2l Thomas Jan Stieltjes (1856-1894), matematyk holenderski. Godny uwagi jest
zwigzany z nim znamienny epizod natury psychologicznej. W roku 1885 Stieltjes ogto-
sit, ze znalazt dowdd na to, ze |o(x) x v\jest zawsze ograniczona. (Wowczas hipoteza
Riemanna bytaby prawdziwa.) ,,Dowodu” tego nigdy nie opublikowat, ale pogtoski o nim,
oraz o jego wazkich konsekwencjach, krazyty wsréd matematykéw. Z perspektywy cza-
su i doswiadczenia nie ulega watpliwosci, ze Stieltjes sie mylit i wiedziat o tym. Naj-
prawdopodobniej Zle rozumiana troska o wtasna reputacje nie pozwalata mu przyznaé
sie do bledu. Por. T. J. Stieltjes: Lettre aHermite de 11juillet 1885, Lettre no. 79.
[w:] B. Baillaud etH. Bourget: Correspondance d Hermite et Stieltjes. Paris
1905 Gauthier-Villars s. 160-164. Dzisiejszy katalog rozmaitych ,,dowoddw” hipotezy
Riemanna, dostepnych np. w intemecie, jest réwniez dos$¢ obszerny, aich tworcy bardzo
pewni siebie.

2 Andrew M. Odlyzko,HermanJ J te Riele:Disproofofthe Mertens
conjecture. ,,J. Reine Angew. Math.” 1985 t. 357 s. 138-160.

2 Mozna podziwiac cierpliwo$¢ Mertensa, znakomitego teoretyka, ktéremu przyszto
wykonywac¢ nuzace zajecie rachmistrza. Prace nad tablicowaniem funkcji a(n) w zakresie
do n - 10.000, ktéra zajeta mu zapewne wiele tygodni, wspo6tczesny komputer wykonuje
w utamku sekundy. Dysponujac szybkimi komputerami z odpowiednig ilo$cig pamieci
mozna bez trudu przedtuzy¢ tablice funkcji Mertensa do n - 109. (Tablice te zajetyby piec
tysiecy tysigcstronicowych toméw.) W zakresie tym nieréwno$¢ Mertensa nie jest oczy-
wiscie ani razu naruszona. Jak sadzi matematyk Andrew Odlyzko, pierwszy kontrprzyk-
lad moze pojawi¢ sie dopiero dla n rzedu 103 lub jeszcze wiekszego, lecz weryfikacja te-
go lezy znacznie poza zakresem mozliwosci komputeréw - zaréwno tych dostepnych
obecnie, jak i tych, ktore zostang zbudowane w dajacej sie prognozowaé przysztosci.

2 Nazwisko Augusta Ferdinanda Mébiusa (1790-1868) kojarzy sie gtownie z waz-
nym przyktadem powierzchni jednostronnej (tzw. wstega Mobiusa). Wazna teorioliczbo-
wa funkcja |i zostata przezen wprowadzona w pracy z 1831 r. Uber eine besondere Art
von Umkehrung der Reihen (O pewnej metodzie odwracania szeregow).

5 Chodzi tu oczywiscie nie tyle o weryfikacje sensu stricte, bo to wymagatoby
sprawdzenia nieskonczonej ilosci przypadkéw, ale o prébe znalezienia pierwszego
kontrprzyktadu.

2% Dla Scistosci warto doda¢, ze dowdd Apella i Hakena byt stusznie krytykowany
i zostat poprawiony w pracy N. Robertson, D. Sandres, P Seymour,
R. Tho mas :Thefour-color theorem. ,,J. Combin. Theory”, Ser. B 1997 t. 70 s. 2—44.

21 Klasycznym przykiadem jest twierdzenie o liczbach pierwszych, zapostulowane
jeszcze w wieku XVIII niezaleznie przez Gaussa i Legendre’a, a potem badane (i niemal
dowiedzione) przez Czebyszewa:

TQn) = ilos¢ liczb pierwszych < n dazy do °ojak n/log n.
Twierdzenie to udowodnili niezaleznie w 1896 r. Hadamard oraz de la Vallée Poussin
przy uzyciu analizy zespolonej. W 1949 r. Paul Erdds (1913-1996) oraz Atle Selberg
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(ur. 1917) znalezli dowod ,.,elementarny” - o tyle, ze nie odwotujacy sie do zaawanso-
wanych technik z teorii funkcji zespolonych, niemniej réwniez bardzo skomplikowany.

Towarzyszacych temu okolicznosci nie znajdzie sie w zadnym podreczniku teorii
liczb: nalezg one do historii nauki, ewentualnie do psychologii. Nie wszystkie one sgjas-
ne. Najwyrazniej pojawit sie drazliwy problem pierwszenstwa. Punktem wyjscia dla te-
go dowodu byt pewien wczesniejszy wynik Selberga (formuta asymptotyczna). Kolejny
krok wykonat Erdos, za$ zakonczenie rozumowania nalezato do Selberga.

Jest zrozumiatym faktem, ze Erdés relacjonowat wszystkim nowy wynik. Erdés byt
juz wowczas bardzo znany; o Selbergu, mtodym, bardzo zdolnym Norwegu, wiedziano
znacznie mniej. Wiadomo tez, ze Selbcrg niechetnie przyjmowat dochodzgce do niego
wtérne relacje. Pewne jest jedno: obydwaj wielcy uczeni juz potem nie wspétpracowa-
li. Por. wspomnienie po$miertne ku czci Erdésa [w:] ,,The Times”, London, 25 Sept,
1996. Por. tez najnowsza biografie Erdésa: Bruce Schechter: My brain is open.
The mathematicaljourneys ofPaul Erdos. Oxford 1998 University Press

Moze sie to wydac trywialne, ale wspélny, znaczacy sukces nie zawsze utrwala
wspotprace. Nieodparcie przypomina sie tu rewelacyjne osiggniecie dwu krakowskich
fizykéw, Zygmunta Wrdéblewskiego i Karola Olszewskiego, ktérzy nieoczekiwanie, ja-
ko pierwsi, skroplili skfadniki powietrza (1883). Uprzedzili tym samym renomowanych
uczonych francuskich. Niestety, z powodow, ktdrych zrédiem bywajg gtebokie zakamar-
ki ludzkiej psychiki, od tego wydarzenia zaczeta narasta¢ wsrod nich wzajemna, zywio-
towa niechec.

2 Jednym z najbardziej uderzajgcych przyktadow jest, postulowana na podstawie
materiatu numerycznego przez Gaussa oraz samego Riemanna w jego pracy z 1859 r,
nieréwno$¢ n(n) - li(n), gdzie li(n) to logarytm catkowy. W roku 1914 Littlewood do-
widdt, ze nieréwnosc¢ tajest nieprawdziwa; co wiecej, ze znak réznicy n(n) - li(n) zmie-
nia sie, ze wzrostem n, nieskonczenie wiele razy. Dzi$ wiemy, ze pierwsza zmiana zna-
ku nastagpi dla n < 10371 Nie trzeba dodawac, ze wartos$¢ tajest poza zasiegiem wszelkich
eksperymentéw numerycznych. Co wiecej, wida¢, ze w teorii liczb wnioski wysnuwane
na podstawie zgromadzonego materiatu numerycznego, cho¢by byty najbardziej suge-
stywne, ostatecznie moga okaza¢ sie mylne.

D Podejrzane miejsce znalazt ostatnio (2002) A. Odlyzko. Jak napisat w swym naj-
nowszym preprincie: ,,Two zeros near zero number 1023-846,369,741 cannot be loca-
ted on the critical line.” Asekuracyjnie jednak dodat, Ze jest to ,,true but misleading state-
ment”. W tej sytuacji napisatem do niego o blizsze wyjasnienia. Oto jego odpowiedz:

,JDear Krzysztof

Yes. it could be that RH is false, with a counterexample near zero number
10n-846,369,741, but | do not expect that to hold.

Ifyou remember the algorithm that Schonhage and I invented, first values o fthe ze-
ta function are computed on an evenly spaced grid, and then those are used with an
interpolation method to compute zeros. Now the main zero-locating program is only mo-
derately intelligent, so every so often it runs into a situation where it does notfind
enough zeros, in which case itprints out a warning message, which is a sign to invoke
a special program that goes in and does a more careful check. That is what happened
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around zero number 1023-846,369,741. Unfortunately, by the time | got around to invo-
king the special program, the grid values were gone, the result ofa mistake | made in
movingfiles around. Hence all | have is the output ofthe standardprogram whichfound
2 zeros toofew.

Best regards, Andrew”

DAndrew M. O d 1y z k o : On the distribution ofspacings between zeros o fthe ze-
tafunction. ,,Math. Comp.” 1987 t. 48 s. 273-308; Andrew M. O d 1y z ko : Primes,
quantum chaos, and computers, s. 35—46 [w:] Number Theory’ National Research Coun-
cil 1990', Andrew M. O d 1y z k o : CUE eigenvalues and Riemann zetafunction zeros:
A non-linear equationfor a new statistic. ,,Physical Review” 1996 E 54, s. R4493-R4495.
Fundamentalna monografig na temat macierzy losowych jest dzieto M. L. Mehta:
Random Matrices and the Statistical Theory ofEnergy’ Levels. Wyd. drugie. New York
1991 Akademie Press.

3l Jest to tzw. rozklad Gaudina bedacy rozwiazaniem nieliniowego rdéwnania
rézniczkowego typu Painleve V.

2 Barry Cipra: Prime Formula Weds Number Theory and Quantum Physics.
,Science” 1996 t. 274 s. 2104.

B Jezyk angielski posiada tu dwa zgrabne, komplementarne okreslenia: proof
(dowod) oraz disproof(dowdd niepoprawnosci, obalenie).

34 Skrot od nazwisk odkrywcoéw: Arjen K. Lenstra,HendrikW. Lenstra Jr
i Laszlo Lovasz: Factoring Polynomials with Rational Coefficients. ,,Math. Ann.”
1982 t. 261 s. 515-534.

P Andrzej Odtyzko (Andrew Odlyzko), matematyk amerykanski pochodzenia pol-
skiego, ur. w Tarnowie w 1949 r. Jako dziecko wyemigrowat z rodzicami do USA. Na
jednej z najlepszych amerykanskich uczelni - California Institut of Technology (Caltech)
- stuchat znakomitych wyktadéw Thomasa Apostola, od ktérego dowiedziat sie m. in.
0 hipotezie Mertensa. Odkrywca (wspolnie z Arnoldem Schonhage’m) bardzo efektywnej
metody obliczania ,,wysokich” zer funkcji ~ Korzystajac z tej metody obliczyt kilka mi-
liardow zer w poblizu zera nr 102 oraz nr 1023 weryfikujac tzw. hipoteze GUE (Gaussian
Unitary Ensemble), co z kolei rzucito wiele Swiatta na hipoteze Hilberta-Polya’i méwigca,
ze zespolone zera funkcji £ (minus Zi, podzielone przez V-1) sg wartosciami wtasnymi
pewnego operatora hermitowskiego, a zatem sg wszystkie rzeczywiste. Pozostaje do dzi$
sprawg otwartg to, jakiemu uktadowi kwantowemu miatby odpowiada¢ taki operator her-
mitowski. Atrakcyjno$¢ tej ostatniej hipotezy polega na nieoczekiwanej unifikacji teorii
liczb i mechaniki kwantowej, a to prowadzitoby posrednio do wniosku, ze najwazniejsza
z zagadek matematyki, hipoteza Riemanna, jest stuszna.

¥ Hermanus Johannes Joseph te Riele, ur. w 1947 r., wszechstronny uczony holen-
derski. Studiowat inzynierie matematyczng w Delft University of Technology w latach
1965-1970. W roku 1975 uzyskat stopien doktora. Obecnie zatrudniony w CWI w Amster-
damie (Centrum Matematyki i Informatyki). Byt szefem nastepujgcych projektéow ba-
dawczych: Symulacjafizykiplazmy oraz Matematyka finanséw. Obecnie kieruje projek-
tem Teoria liczb i bezpieczenstwo danych.

JIA. M. Odlyzko,H. JJ te Riele,dz cyt
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BAlbert E. 1 ng ham :0n two conjectures in the theory o fnumbers. ,,Amer. J. Math.”
1942 t. 64 s. 313-319.

PP T Bateman,J W Brown,R. S Hall KE Kloss and R M
Stemmier: Linear relations connecting the imaginary parts ofthe zeros o fthe zeta
function, [w:] Computers in number theory, Proc. Atlas Symp. Red. A. O. L. Atkin
and B. J. Birch, New York 1971 Academic Presss. 11-19.

HA. M. Odlyzko ,H JJ te Riele,dz cyt

4 Janos Pintz,,Asterisque” 1987 t. 147-148 s. 325-333, s. 346.

Recenzent: prof. dr hab. Wiestaw Wdjcik

KrzysztofMaslanka
RIEMANN, MERTENS AND COMPUTERS

The article discusses two classic hypotheses of the theory of numbers: those of
Riemann (1859) and of Mertens (1897), in the contcxt of recent research using comput-
er techniques.

The validity of Riemann’s hypothesis remains an extremely difficult research prob-
lem of fundamental importance for the question of the distribution of prime numbers.
The search for a possible counterexample to the hypothesis has led to the development
of effective methods for the numerical calculation of "high” complex zeroes of the
Riemann zeta function, and along with time, to the accumulation of high quantities of
zeroes. The numerical material has made it possible to put forward a number of inter-
esting statistical hypotheses, which, in the future, are likely to throw more light on the
new and very promising field of physics: quantum chaos.

Mertens’ hypothesis attracted the attention of mathematicians ever since it was
announced, for if the hypothesis were tme, itwould mean that Riemann’s hypothesis was
true as well (although not vice versa). However, it was shown already in the 1940s that
the hypothesis entails some paradoxical properties of zeroes in the zeta function. Since
then it was suspected that the hypothesis might be false. The falsity of the hypothesis
was indeed proved in 1985. A key role in proving the hypothesis false was played by
modem numerical techniques used in cryptography and by the use of fast computers,
without which the proofwould not have been possible. This fact has important implica-
tions for the traditional understanding of the notion of mathematical proof.






