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1. Wstep

W badaniach zalezno$ci wydatkéw na konkretne dobra i ustugi od dochodu
wykorzystuje sie najczes$ciej model regresji liniowej lub funkcje potegowa, tj. funk-
cje, ktora cechuje stala elastyczno$é. Modele takie buduje sie w celu prognozowania
wydatkéw w zalezno$ci od dochodu. Nieznane parametry wystepujace w propo-
nowanych zalezno$ciach szacuje sie metodg najmniejszych kwadratéw. Podejscie
takie wymaga zalozenia, ze zmienna niezalezna — dochéd — jest nielosowa.

Podstawa znanej teorii konsumpcji Friedmana [5] jest model prostej regresji
z bledami pomiaru obu zmiennych: zaleznej i niezaleznej. Zmienna zalezna repre-
zentuje permanentng konsumpcje, natomiast zmienna niezalezna — permanentny
dochod. Podejscie takie nieco sie r6zni od modelu prostej regresji liniowej, w ktorej
zmienna niezalezna jest deterministyczna.

Problem oszacowania parametréw zalezno$ci liniowej, gdy obserwowane
cechy sa zmiennymi losowymi jest znany w literaturze statystycznej. Przeglad
takich modeli mozna spotkaé np. w monografiach takich autoréw jak A.W. Fuller
[6], O. Bunke i H. Bunke [1].

Okazuje sie, ze naturalne uogoblnienie schematu Gaussa—Markowa na przy-
padek losowych zmiennych obja$niajgcych nie prowadzi do uzyskania zgodnych
estymatoréw nieznanych parametréw badanej zalezno$ci. Model taki jest niei-
dentyfikowalny, co oznacza, Ze nie istnieja metody, ktoére wyznaczaja co najmnie;j
zgodne estymatory nieznanych parametrow regresji. Dopiero dodatkowe zatozenia
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o parametrach rozkladu zmiennych pozwalaja rozwiazaé problem nieidentyfiko-
walnoéci.

Nalozenie dodatkowych warunkéw na parametry rozkladu zaburzen nie jest
satysfakcjonujace z punktu widzenia praktycznych zastosowan, poniewaz czesto
parametrow rozkladu nie znamy, a tylko mozemy oszacowac je z proby. Okazuje
sie, ze replikacja zmiennych losowych pozwala rozwigza¢ problem nieidentyfiko-
walnosci. Model z powtorzeniami i jego pewne wlasnoSci przedstawione sg m.in.
w literaturze przedmiotu [3, 4].

Niniejsza praca stanowi probe poréwnania dwoch metod w badaniu zalezno$ci
liniowej w wypadku tych samych zmiennych losowych. Réznica polegac bedzie na
sposobie, w jaki zmienna niezalezna bedzie definiowana. Zamieszczony przyklad
bedzie dotyczy¢ zaleznosci miesiecznych wydatkéw na zywno$c i napoje bezalko-
holowe od miesiecznego przychodu na osobe. Dane pochodza z biuletynu GUS-u
»Budzety gospodarstw domowych” od roku 1995.

2. Model funkcjonalny

Przed przystapieniem do analizy przykladu przedstawiono pewne wlasno$ci
modelu, ktory bedzie wykorzystany w opracowaniu:

Niech
Xij =G +&;,
Y; :aiij+b+8ij ,
gdzie:
i=1,...,n ’
j=1,...,m;
oraz
&; ~N(0,02),
61';' ~N(0,03),
gij zN(SpG?) .

Zaktadamy, ze wektor (Xj;,Y;) ma rozktad normalny z wartoscig oczekiwana
(s;,as; +b) i macierza kowariancji:

2 2 2
Z:|:GE+GS ac? :|
2 2 ~2 2
ac?  a*c?+6%
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Dla tak zdefiniowanego modelu do wyznaczenia estymatoréw nieznanych
parametréw mozna zastosowac metode najwiekszej wiarogodnosci, wprowadzajac

oznaczenia:
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1 n m
Sy == 22X~ X))V, -Y) |
n =1 j=1
mozna wykazacé, ze estymatory najwiekszej wiarogodnosci nieznanych wspolczyn-
nikow w modelu maja postaé:
Wyy S ~ Wi Syy —JA ’

2(Wyy S ~ Wi Sy

a:

b=Y -ax,

1ae. — — 2 —_ —
gdzie: A —(wusyy sxxwyy) 4(sxywyy syywxy)(sxxwxy sxyw)a).
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Do wyrazenia formy estymatoréw pozostalych parametréw wprowadzono
oznaczenia:
) — Y a2
B(a)= Syy —2aS,, +a@s,,,
A7) — Yy 2
W(a)= W, —2aw,, +CW,,,
oraz
p=(aw,, —wxy)/W(&),
q=(w,, -aw,)/W(a.
Estymatory nieznanych wariancji zaburzen zmiennej zaleznej i zmiennej
niezaleznej majg odpowiednio postac:

6z =p(W(a@)+B(a)/a,
62 =q(W(a)+B(a)) -

Ponadto mozna wykazac, ze dla kazdego n, gdy m — o zastosowane w modelu
estymatory metody najwiekszej wiarygodnosci sg mocno zgodne, to oznacza, ze
dla kazdego n wektor

Jm{[(a-a),(b=b),(6, -0, ),(65 ~4),(6, =0, (5, =8, ) (5, =5, ) ]

ma asymptotycznie rozklad normalny z zerowym wektorem wartosci oczekiwanych.

3. Rozklad zmiennych losowych
wystepujacych w badaniu

Przed przystapieniem do konstrukeji modelu przeprowadzono badanie rozkla-
du zmiennych wystepujacych w badanym modelu. Warto$ci dochodow i wydatkow
przedstawiono w cenach stalych, po uwzglednieniu inflacji. Dane sa usystematyzo-
wane ze wzgledu na rodzaj gospodarstwa oraz na liczbe 0os6b w gospodarstwie.

Analizie poddano gospodarstwa pracownikdw robotniczych i nierobotniczych,
rolnik6w, pracownikéw pracujacych na wlasny rachunek oraz emerytéw i renci-
stow. Gospodarstwa sa podzielone na 1-, 2-, 3-, 4-, 5- oraz 6- i wiecej osobowe. Niech
D i W oznaczaja odpowiednio zmienng okreélajaca dochéd wyrazony w cenach
stalych oraz zmienna okreslajaca wydatki na napoje alkoholowe, réwniez wyrazone
w cenach stalych. Ze wzgledu na charakter opracowywania danych zamieszczonych
w biuletynach, rozklad dopasowano do danych wazonych, w ktorych wagami sg
liczby ankietowanych gospodarstw o danym charakterze.
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Na rysunkach 1—3 przedstawiono histogramy zmiennych oznaczajgcych od-
powiednio dochéd D i wydatki W wraz z naniesionym oczekiwanym rozktadem
logarytmiczno normalnym.
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Rys. 1. Dopasowanie rozkladu logarytmiczno normalnego do zmiennej okreslajacej
wielko$¢ dochodu na osobe
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Rys. 2. Dopasowanie rozkladu logarytmiczno normalnego do zmiennej okreslajace;j
wydatki na zywno$¢ i napoje bezalkoholowe na osobe

120F ‘ ‘ ‘ ]
100}
80
60
40¢
207

oH ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40

Rys. 3. Dopasowanie rozkladu logarytmiczno normalnego do zmiennej okreslajacej
wydatki na alkohol na osobe
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4. Zalezno$¢ miedzy dochodem a wydatkami

W badaniach zalezno$ci pomiedzy dochodem a wydatkiem na pewne dobro
konsumpcyjne zastosujemy dwa podejScia:
1) model z replikacjami,
2) klasyczny model prostej regresji liniowe;j.

Opierajac sie na analizie rozkladu zmiennych, zaproponowano model:

— P.. o5
D;=F;-ev,

=
W;=A-PF e
w ktorym wskaznik i przebiega struktury gospodarstw, a powt6rzenia dokonywane
sa wedlug lat.
Wielkosci A i B s3 nieznanymi parametrami, natomiast zmienna P; okresla

prawdziwy nieznany Sredni doch6d w danej grupie spolecznej. Przyjeto, ze rozklad
P, jest logarytmicznonormalny, czyli

1H(Pij) = ay s
gdzie: &; ~ N (s;,02).
Ponadto:
g; ~ N(0,02)
oraz
8; ~N(0,02).

y

Zakladamy, ze wszystkie zmienne losowe sg niezalezne. Po przeksztalceniu
otrzymujemy model, ktérego wlasno$ci opisano w poprzednim paragrafie:
Xij =G; &,

Yl.jza&ij+b+8ij,

gdzie:
Xvij = h’l(Dij),
Yij = IH(I/VI),
aij = 1n(Pij .

Wowecezas parametr a bedzie zdefiniowanym wcze$niej parametrem B, nato-
miast parametr b bedzie oznacza¢ In(B).

Badanie przeprowadzono w odniesieniu do wydatkéw na zywno$¢ i napoje
bezalkoholowe.
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4.1. Zalezno$¢ miedzy dochodem
a wydatkami na zywnos¢ i napoje bezalkoholowe

Ze wzgledu na charakter prezentowanych danych, ktore sa podane z wagami
uwarunkowanymi przez iloé¢ gospodarstw o danym przekroju, w celu wyznaczenia
estymatoréw z modelu z replikacjami zastosowano estymatory wazone:

Przeprowadzajac obliczenia za pomoca wzoréw z poprzedniego paragrafu,
otrzymano nastepujace wyniki, ktore zamieszczono w tabeli 1, co ostatecznie daje
nastepujaca zalezno$é:

W;; =3,311- P03 . %,

Tabela 1
Obliczenia parametréw w ogolnym modelu z replikacjami
B=0,634 Var(B) = 0,022 o, = 0,124
In(A) = 1,197 Var(In(A)) = 0,142 Gs = 0,111

Jesli rozwazymy sytuacje, w ktorej zmienna niezalezna (doch6d) bedzie po-
dawana bez zaburzenia, woéwczas do estymacji parametréw nieznanych parame-
trow zaleznoéci mozna zastosowac metode najmniejszych kwadratow. Omawiang
zalezno$¢ przedstawiono zatem nastepujaco:

W, =A-DF e,

Wyniki zamieszczono w tabeli 2.

Tabela 2
Obliczenia parametréw w modelu prostej regresji liniowej
B=0,576 Var(B) = 0,021
In(A) = 1,613 Var(In(A)) = 0,137 o5 = 0,108

Whnioskujemy zatem, ze:

W, = 4,211- D% €%,
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Rysunek 4 przedstawia zaleznos¢ wydatkow na zywno$c¢ i napoje bezalko-
holowe od dochodu. Linia ciagla przedstawia zalezno$¢ funkcyjna uzyskang za
pomoca modelu, w ktorym dochdd jest zmienna losowa (model z replikacjami),
natomiast linia przerywana oznacza zalezno$é funkeyjna, wynikajaca z modelu
prostej regres;ji.
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Rys. 4. Zaleznos¢ funkeyjna wydatkéw na zywno$¢ i napoje bezalkoholowe od dochodu

4.2. Zaleznos¢ wydatkéw na alkohol od dochodu

Stosujac podobna analize w odniesieniu do wydatkow na alkohol, otrzymujemy
takie wyniki, jak te, ktore zestawiono w tabeli 3.

Tabela 3
Obliczenia parametréw w ogélnym modelu z replikacjami
B =1,468 Var(B) = 0,042 G, = 0,111
In(A) = -7,584 Var(In(A)) = 0,271 c; = 0,203

Ostatecznie wprowadzamy zaleznoS$é:

D, =P, e,

Y y

— —. ,468  dii
W; =5,08-10 4'P1.}4 e,

Jesli rozwazymy sytuacje, w ktérej zmienna niezalezna, jaka jest dochod,
jest bez zaburzenia, wowczas po zastosowaniu metody najmniejszych kwadratow
otrzymano wyniki zestawione w tabeli 4.
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Tabela 4
Obliczenia parametré6w w modelu prostej regresji liniowej
V=1,378 Var(B) = 0,037
In(A)= - 6,999 Var(In(A)) = 0,238 o5 = 0,236
Na podstawie tych wynikéw:

W, =09,13-1074 - W37 b,

Rysunek 5 przedstawia zalezno$¢ wydatkéw na alkohol od dochodu. Linia
ciggla przedstawia zalezno$¢ funkcyjng uzyskang stosujac model, w ktérym dochod
jest zmienng losowa (model z replikacjami) natomiast linia przerywana oznacza
zalezno$¢ funkeyjna wynikajaca z modelu prostej regres;ji.
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Rys. 5. Zalezno$¢é funkcyjna wydatkoéw na alkohol od dochodu
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5. Wnioski

Zbadano dwa przypadki. Analizujac model dotyczacy wydatkow na zywno$c
i napoje bezalkoholowe mozna zauwazy¢, ze wystepuje tendencja do nasycenia, co
oznacza, ze zwiekszanie dochod6w powoduje relatywnie maly przyrost wydatkow.
Natomiast analizujac drugi model, zauwazamy, ze zwiekszanie dochodow skutkuje
bardzo duzym przyrostem wydatkow.

W obu przypadkach zastosowanie dwoch podejéé¢ do badania zalezno$ci dato
r6zne wyniki. Dopuszczenie zaburzenia na zmiennej zaleznej (dochéd) pozwala
zauwazy¢, ze osoby o wyzszym dochodzie wydaja relatywnie wiecej na zywno$c
i napoje bezalkoholowe niz wynika to z analizy modelu, w ktérym nie zakladamy
losowosci zmiennej okreslajacej dochdd. Natomiast w przypadku oséb z malym
dochodem — odwrotnie. Osoby z niskimi dochodami wydaja mniej niz to wynika
z modelu regres;ji liniowe;j.
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