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Ludwik Kostro

Intuicje i rozumowania, ktére moga pomoc w poznaniu
modeli $wiatéw zamknietych konstruowanych
w kosmologii

Autor tego artykulu w latach osiemdziesiatych zeszlego stulecia bral udziat w mie-
dzynarodowej konferencji Communicating Physics (Duisburg, Niemcy), podczas
ktdrej starano si¢ nauczy¢ jej uczestnikéw przedstawiac trudne problemy z fizyki
za pomocg najprostszych mozliwych intuicji i rozumowan, czyli w sposéb komuni-
katywny, maksymalnie pogladowy. Artykut stanowi taka wlasnie probe postuzenia sie
prostymi intuicjami i rozumowaniami, ktére pomoga czytelnikowi niewtajemniczo-
nemu w tajniki tensorowych réwnan ogélnej teorii wzglednosci (OTW) i kosmologii
przyrodniczej zrozumiec, czym sa $wiaty zamkniete i dlaczego sa one zamkniete.

O roli intuicji i rozumowan w matematyce oraz o ich zwiazku z logika wspa-
niale pisze w swych pracach Jarostaw Mrozek'. Prace te i zaproszenie ich autora
sktonily mnie do napisania obecnego artykulu, w ktérym probuje postugiwac sie
podstawowymi intuicjami geometrycznymi i mozliwie najprostszymi rozumo-
waniami logicznymi i réwnaniami matematycznymi. Réwnania wyprowadzane
s3 W prosty sposob, za pomoca znanych ze szkoly podstawowej i sredniej prze-
ksztatcen matematycznych.

Przedstawiony przez Einsteina w roku 1917 matematyczny model wszechswia-
ta, skonstruowany na podstawie jego OTW - nalezy to podkresli¢ - byl modelem
wszechswiata zamknietego®. W ten sposob relatywistyczna kosmologia przyrodni-
cza rozpoczela swa historie od skonstruowania modelu zamknigtego. Ta zamknie-
to$¢ powodowala, ze charakteryzowal si¢ on odmienng, niz nam znang ze szkoly,
objetoscig V . izakrzywionym promieniem R :

v

' J. Mrozek, Jak matematyka ksztaltuje nasz obraz $wiata,[w:] Filozoficzne i naukowo-przy-
rodnicze elementy obrazu $wiata, nr 5-6, red. A. Latawiec i G. Bugajak, UKSW, Warszawa 2005,
s. 69-82; idem, Logika rozwoju matematyki, [w:] Logiczne podstawy rozumowai IV, red. idem, Wyd.
UG, 2009. s. 94-113.

2 A. Einstein, Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitdsteorie, Sitzungsberichten
der Preussischen Akad. D. Wissenschaften 1917, [w:] H.A. Lorentz, A. Einstein, H. Minkowski, Das
Relativititspricip, Verlag und Druk von B.G. Teubner, Leipzig 1922, s. 130-139.
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Vum’v = 2712R3ur1iv (1)
Zwréémy od razu uwage na to, ze réwnanie (1) rozni si¢ znacznie od réwna-
nia na objeto$¢ kuli, znanej nam z nauczania szkolnego, ktére przedstawia sie
nastepujgco:

V., = @3 )

gdzie r, w odréznieniu od R, jest promieniem prostym, a nie zakrzywionym. Przy
zalozeniu, ze r co do swej dlugosci jest rowne R, tatwo zauwazymy, ze relacja:

v IV

V= QR )/ (4737 = 4,71 (3)

co znaczy, ze pojemno$¢ kubiczna zamknietego sferycznego swiata w modelu Ein-
steina jest o 4,71 razy wieksza od pojemnosci kubicznej kuli z geometrii szkol-
nej, ktorg nazywamy euklidesowa od nazwiska starozytnego geometry greckiego
Euklidesa. Zamkniety sferyczny $wiat z artykutu Einsteina zawiera w sobie zatem
0 4,71 razy wiecej metréw sze$ciennych niz kule znane nam z Zycia codziennego
opisane przez Euklidesa.

Podkreslmy, ze omawiany zamkniety model Einsteina stanowi nieeuklidesowa
hipersfere o powierzchni zerowej A = 0 i posiadajaca nieeuklidesowy zakrzywiony
promien R > 0 oraz znang nam juz nieeuklidesowg objetos¢ V = 27°R?, podobnie
jak zamkniety okrag na kuli jest okregiem o zerowym obwodzie L = 0 i posia-
dajacym nieeuklidesowy zakrzywiony promien R > 0 oraz nieeuklidesowa
powierzchnie:

A= (4/mR (4)

Sprébujmy teraz dojé¢ do podstawowych intuicji i ukaza¢ podstawowe rozumo-
wania, ktére pomoga nam wyobrazi¢ sobie i zrozumie¢ nieeuklidesowy okrag bez
obwodu i nieeuklidesowg kule bez powierzchni. Musimy jednak najpierw zapo-
zna¢ sig, przynajmniej w sposdb bardzo skrétowy, ze znanymi obecnie trzema
geometriami.

1. Trzy geometrie

1.1. Geometria o krzywiznie zerowej czyli ptaska (Euklidesa)

Najpierw przypomnijmy sobie podstawowe twierdzenia geometrii paskiej, zna-
nej nam ze szkoly. Przyjelo sie oznaczaé, w kosmologii przyrodniczej, ptaskos¢
takiej geometrii parametrem krzywizny zerowej k = 0. Z taka geometria, zwa-
ng euklidesowa, mamy do czynienia na przyklad na plaszczyznie, gdy rozwaza-
my ja w dwoch wymiarach. Zaznaczmy tu od razu, ze mozna ja rozwazac takze
w trzech i wiecej wymiarach. Gdy narysujemy na plaszczyznie trojkat, wowczas,
jak dobrze wiemy, suma jego katow bedzie si¢ rownac 180°. Jesli trdjkat ten bedzie
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prostokatny, to zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa kwadrat jego przeciwprosto-
katnej réwnac si¢ bedzie sumie kwadratéw jego przyprostokatnych. Jesli narysuje-
my na plaszczyznie okrag, to, jak wiemy z lat szkolnych, jego obwod L = 277, a jego
powierzchnia A = 7. Jeli narysujemy na plaszczyznie lini¢ prosta, to przez punkt
lezacy poza tg prosta przeprowadzi¢ mozna tylko jedng réwnolegla.

1.2. Geometria o krzywiznie dodatniej (C.E Gaussa)

Inaczej przedstawia si¢ sprawa w geometrii o krzywiznie dodatniej. W tej geo-
metrii parametr krzywizny oznacza si¢ symbolem k = +1. Krzywizna taka, gdy
rozwazamy ja tylko w dwoch wymiarach, wystepuje na przyklad na powierzchni
kuli (lub elipsoidy). Oczywiscie rozwazac ja mozna takze w trzech i wiecej wymia-
rach. Geometria ta nazywana jest geometrig sferyczna. Jezeli na powierzchni kuli
narysujemy trojkat, to jego katy beda mialy tendencje do rozwartokatnosci i dla-
tego suma katow takiego trojkata bedzie wigksza niz 180°. Jezeli taki tréjkat bedzie
prostokatny, to zwykle twierdzenie Pitagorasa nie bedzie mialo zastosowania
do takiego tréjkata. Trzeba to twierdzenie poszerzy¢ na geometrie nieeuklideso-
we. Takiego poszerzenia dokonal niemiecki geometra B. Riemann.

Jezeli na powierzchni kuli narysujemy okrag, to jego promien bedzie zakrzy-
wiony i obwod takiego okregu bedzie mniejszy, L < 27nR. Jezeli na powierz-
chni kuli narysujemy odpowiednik prostej, tzw. geodetyke — najkrdtsza linie
taczaca dwa punkty, to przez punkt lezacy poza tg linig nie da si¢ narysowac
linii réwnoleglej. Taka druga geodetyka przetnie zawsze w dwoch punktach
pierwszg geodetyke.

1.3. Geometria o krzywiznie ujemnej (J. Bolyaia i M. Lobaczewskiego)

Jeszcze inaczej przedstawia sie sprawa w geometrii o krzywiznie ujemnej. W tej
geometrii parametr krzywizny oznacza si¢ symbolem k = -1. Krzywizna taka, gdy
rozwazamy ja tylko w dwoch wymiarach, wystepuje na powierzchni lejka (lub
siodla). Oczywiscie rozwazac ja mozna réwniez w trzech lub wiecej wymiarach.
Geometria ta nazywana jest geometrig hiperboliczna. Jezeli na powierzchni lejka
narysujemy trojkat, to jego katy beda miaty tendencje do ostrokatnosci i dlatego
suma katow takiego trojkata bedzie mniejsza niz 180°. Jezeli taki tréjkat bedzie
prostokatny, to zwykle twierdzenie Pitagorasa rowniez nie bedzie mialo zasto-
sowania do takiego trojkata. Poszerzyl je takze na te geometri¢ B. Riemann.
Jezeli na powierzchni lejka narysujemy okrag, to jego promien bedzie zakrzy-
wiony i obwod takiego okregu bedzie wiekszy, L > 27nR. Jezeli na powierzch-
ni lejka narysujemy odpowiednik prostej, tj. geodetyke, to przez punkt lezacy
poza ta linia mozna bedzie narysowaé wiele geodetyk, ktére nie przekroja sie
z pierwsza geodetyka.
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1.4. Przedmioty o potrdjnej geometrii

W przyrodzie istniejg przedmioty o potrdjnej geometrii. Przyktadem dwuwymia-
rowej przestrzeni, w ktorej wystepuja wszystkie trzy geometrie, jest powierzchnia
gruszki zwanej klapsg. Na powierzchni tej gruszki wystepuja miejsca stanowiace
fragmenty powierzchni kuli (krzywizna dodatnia). Istniejg na niej takze miejsca,
ktore stanowig fragmenty lejka (krzywizna ujemna). Powierzchnia gruszki klapsy
jest na tyle nieforemna, ze nie brak na niej takze miejsc ptaskich (krzywizna zero-
wa). Riemann stworzyl geometrie, ktdra laczy wszystkie trzy geometrie i pozwala
opisywac i przechodzic¢ z jednej do drugiej. Za pomoca niej opisuje sie bez trud-
nosci powierzchni¢ omawianej gruszki.

2. Przestrzenie zamkniete bez granic, ale skonczone

Nalezy tu zaznaczy¢, ze przestrzenie zamkniete (jedno- dwu- trdj- i wielowymiaro-
we) pojawiajg si¢ tylko w geometrii sferycznej, tj. w geometrii o krzywiznie dodatniej,
czyli gdy k = +1. Zaznaczmy tu od razu, ze w przestrzeniach zamknietych (jedno-,
dwu-, tréj- i wielowymiarowych) zamknigta jest zawsze ich §rednica D = 2R.

2.1. Jednowymiarowa przestrzen zamknieta

Wspomniana wyzej $rednica D = 2R, bedac krzywa zamknieta, stanowi jedno-
wymiarowa przestrzen zamknieta i w najprostszym przypadku przypomina obwdd
dwuwymiarowego okregu na powierzchni plaskiej, sferycznej lub hiperboliczne;.
Moéwi sie wtedy o zanurzeniu jednowymiarowej przestrzeni zamknietej w dwuwy-
miarowej przestrzeni plaskiej, sferycznej lub hiperbolicznej. Dodajmy, ze moze ona
by¢ zanurzona réwniez w trdj- i wielowymiarowej przestrzeni plaskiej i sferyczne;.

Zaznaczmy, ze kazdy punkt zamknietej jednowymiarowej przestrzeni stano-
wi jej $rodek i punkt zamkniecia. Zaden z punktéw tej jednowymiarowej prze-
strzeni nie jest wyrézniony. Mozna zatem powiedzie¢ réwniez, ze srodek i punkt
zamkniecia takiej jednowymiarowej przestrzeni znajduje si¢ wszedzie na tej krzy-
wej zamknietej. Kazdy punkt na tej krzywej zamknietej mozna sobie wybra¢ jako
jej srodek lub jako punkt jej zamkniecia.

Jednowymiarowa przestrzen zamknieta, podobnie jak dwu- tréj- i wielowy-
miarowe przestrzenie zamknigte, ma swoj wspolczynnik krzywizny C = n/R. Aby
zrozumie¢, czym jest ten wspolczynnik, zanurzmy najpierw jednowymiarowa
zamknietg przestrzen sferyczng w dwuwymiarowej przestrzeni plaskiej. W tej
sytuacji ta jednowymiarowa zamknigta przestrzen o $rednicy D = 2R stanowi
obwdd dwuwymiarowego okregu o prostym promieniu r i dtugosci 2nr. Zauwaz-
my, ze im dluzszy jest promien r, tym mniej krzywy staje si¢ obwdd okregu, czyli
tez zmniejsza si¢ krzywizna jednowymiarowej przestrzeni zamknietej, utozsamio-
nej ze wspomnianym obwodem. Jesli r dazy do nieskonczonosci, to krzywizna
obwodu coraz bardziej si¢ prostuje i zbliza do linii prostej. Czyli wspdtczynnik
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krzywizny w tym przypadku jest odwrotnie proporcjonalny do promienia pta-
skiego okregu:

C=1Ur (5)

Jest to wspdlczynnik krzywizny obwodu dwuwymiarowego plaskiego okregu.
Aby wprowadzi¢ wspolczynnik krzywizny jednowymiarowej przestrzeni, musimy
pozby¢ sie dwuwymiarowosci pochodzacej z zanurzenia jej w dwuwymiarowej
przestrzeni plaskiej. Trzeba zastgpi¢ prosty promien r plaskiego dwuwymiarowe-
go okregu krzywym promieniem R jednowymiarowej przestrzeni. Takiej operacji
dokonuje si¢ w prosty sposob. Ze wspomnianej zaleznosci D = 2R = 2ar wyni-
ka, ze R = nir, czyli r = R/m. Jezeli ostanie rownanie wstawimy do réwnania (5),
to otrzymamy:

C=m/R (6)

A zatem krzywizna jednowymiarowej zamknietej przestrzeni jest odwrotnie
proporcjonalna do dlugosci krzywego promienia jednowymiarowej zamknietej
przestrzeni.

Jak dobrze wiemy, obwod okregu w dwuwymiarowej przestrzeni to zbior
punktéw réwno odleglych od punktu, ktéry stanowi srodek okregu. Jest czyms
oczywistym, ze w jednowymiarowej przestrzeni okrag to tylko dwa punkty réw-
no odlegle od punktu, ktéry wybraliSmy sobie za srodek. Jezeli te dwa punk-
ty sie pokryja, ale nie pokrywaja sie z punktem obranym za $rodek, to mamy
do czynienia z jednowymiarowg przestrzenig zamknietg. Natomiast jesli te dwa
punkty si¢ nie pokrywaja, to mamy do czynienia z jednowymiarowa krzywa
przestrzenig niedomknieta. Zwré¢my uwage na to, ze zamknigta jednowymia-
rowa przestrzen dzieli si¢ zawsze na dwie niedomkniete przestrzenie jednowy-
miarowe (wypukla i wklestg lub réwne). Suma promieni tych dwéch niedomknie-
tych jednowymiarowych przestrzeni réwna si¢ zawsze promieniowi przestrzeni
zamknietej, R, + R, = R. Promienie niedomknigte stanowig utamki promienia
R. Jesli na przyklad promien jednego niedomknietego okregu jednowymiarowego
R, =(2/3) R, to promien drugiego R, = (1/3)R, a w przypadku uzywania ulamkow
dziesietnych — gdy R, = (0,1)R, wéwczas R, = (0,9)R itp. W sposéb ogélny mozna
to zapisa¢ nastepujaco:

i T R = Ry 7)
gdzien=1,2,3,4..., mim,=1,2,34.., alem <m,a m, + m, = n. Tym zapisem
postugiwacé si¢ bedziemy przy omawianiu dwu- i tréjwymiarowych przestrzeni
niedomknietych i zamknietych.

Na zakonczenie tego paragrafu zaznaczmy, Ze jednowymiarowa zamknie-
ta przestrzen stanowi¢ bedzie jednowymiarowy przekrdj wszechswiata w jego
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trojwymiarowym modelu zamknietym. Przekrdj ten stanowi¢ bedzie jego zamknie-
tg rednice D, = 2R

univ’®

2.2. Dwuwymiarowa przestrzen zamknigta

Przejdzmy teraz do dwuwymiarowej przestrzeni zamknietej. Jak zobaczymy, bedzie
to okrag o krzywym promieniu R, bez brzegéw, tj. bez obwodu (L = 0). Dwuwy-
miarowg przestrzen zamknietg stanowi, w najprostszym przypadku, powierzch-
nia kuli euklidesowej lub nieeuklidesowej sferycznej. Takie kule to juz twory troj-
wymiarowe. Dwuwymiarowa przestrzen zamknieta moze by¢ zatem zanurzona
w tréjwymiarowej przestrzeni plaskiej lub sferycznie zakrzywionej. Méwimy
tu o najprostszym przypadku, o kuli, jednak z zamknietymi dwuwymiarowymi
przestrzeniami mamy tez do czynienia na elipsoidach i innych tréjwymiarowych
figurach geometrycznych o zamknietej powierzchni. Takg zamknieta dwuwymia-
rowg przestrzenig moze by¢ na przyklad powierzchnia figury przypominajaca
gruszke lub zaréwke.

Aby zrozumied, jak to sie dzieje, ze mozliwy jest okrag bez obwodu, sprébuj-
my narysowac okrag na powierzchni kuli. Wybierzmy sobie dowolny punkt na tej
powierzchni jako $rodek okregu i narysujmy zbiér punktéw réwnoodlegtych
od tego srodka. Otrzymamy w ten sposdb obwod takiego okregu, majacego zakrzy-
wiony promien R . Dodali$my wskaznik m/n, bo - jak zobaczymy - stanowi¢ on
bedzie ulamek calkowitego promienia zamknietej dwuwymiarowej przestrzeni.
Zacznijmy teraz powiekszac rysowany okrag. Jego promien i obwdd si¢ powiek-
szg. Gdy promien bedzie R, ,, wowczas obwdd bedzie najwigkszy i leze¢ bedzie
na réwniku kuli. Jezeli dalej powieksza¢ bedziemy okrag, to w dalszym ciagu jego
promien bedzie rosl, ale jego obwdd zacznie sie zmniejsza¢. Gdy promien ryso-
wanego okregu R =R = R, wodwczas obwod rysowanego okregu zmniejszy si¢
do zera, L = 0. Powierzchnia tego okregu zamknie si¢ i pokryje powierzchnig calej
kuli. Mamy wtedy do czynienia z dwuwymiarowa przestrzenig zamknieta, czyli
okregiem bez obwodu. Geometrzy wyprowadzili wzor, ktéry umozliwia obliczy¢
powierzchnie A takiego okregu, stanowigcego dwuwymiarowg zamknieta prze-
strzen. Oto on:

A= 4/mR*=4n/C? (8)

gdzie R to catkowity promien okregu bez obwodu, a C=n1/R to znany nam juz wspot-
czynnik krzywizny, w tym przypadku zakrzywionej dwuwymiarowej powierzch-
ni. Geometra i fizyk V. Kourganoff® wyprowadzit réwnanie (8) w sposoéb facho-
wy, charakterystyczny dla podrecznikéw naukowych, ale trudny do zrozumienia

3 V. Kourganoff, Introduction to Advanced Astrophysics, Reidel, Dordrecht, Boston, London 1980,
s. 362-367.
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dla czytelnika nie bedacego zawodowym geometra. Sprobujmy dojs¢ do wzoru
matematycznego (8) w sposob prostszy, na podstawie danych znanych nam z lat
szkolnych. By¢ moze juz w szkole podstawowej uczono nas, ze powierzchnie kuli
(oczywiscie euklidesowej) mozemy wyliczy¢ za pomoca wzoru:

A = 4nr? 9)

gdziertoprostoliniowypromienkuli,ktorajestfigura trojwymiarowa. Promien rkuli
stanowi trzeci wymiar w stosunku do jej dwuwymiarowej powierzchni. Wiemy
juz, ze $rednica dwuwymiarowego zamknietego okregu D = 2R, gdzie R to zakrzy-
wiony promien tego okregu bez obwodu. Jest rzeczg jasna, ze $rednica D, gdy roz-
wazamy jg jako zanurzong w przestrzeni tréjwymiarowej, ma wzor D = 27r. Czyli
2R = 27r, wiec R = 7ir i stad:

r=R/m=1/C (10)
Jezeli podstawimy (10) do (9), otrzymamy:
A =47’ = 4n(R¥/n*) = (4/n)R? lub A = 4nr? = 47/C*

W ten sposdb za pomoca prostych przeksztalcen doszlismy do réwnania (8), pozby-
wajac sie réwnoczes$nie zanurzenia w tréjwymiarowosci. R i C = n/R w naszym
przypadku to juz parametry zamknietego dwuwymiarowego okregu.

Zaznaczmy, ze kazdy punkt zamknietej dwuwymiarowej przestrzeni moze sta-
nowi¢ jej srodek i punkt zamkniecia. Zaden z punktéw tej dwuwymiarowej prze-
strzeni nie jest wyrézniony. Mozna zatem powiedzie¢ réwniez, ze srodek i punkt
zamkniecia takiej dwuwymiarowej przestrzeni znajduja sie wszedzie na tej krzywej
dwuwymiarowej powierzchni zamknietej. Kazdy punkt na tej krzywej powierzch-
ni zamknietej mozna sobie wybrac¢ jako jej srodek lub jako punkt jej zamknigcia.

Jezeli narysujemy na powierzchni kuli okrag z obwodem L > 0, to podzielimy
te powierzchnie na dwa okregi niedomkniete o takim samym obwodzie, L, = L,.
Okregi te r6zni¢ si¢ bedg jednak promieniem, R, # R, i powierzchnig, A # A,.
Okregi niedomknigte o mniejszym promieniu i powierzchni nazywamy wypukty-
mi, a okregi o wigkszym promieniu i powierzchni nazywamy wklestymi. Jedynie
gdy obwdd obu okregdéw pokryje sie z réwnikiem kuli, wéwczas nie tylko L = L,
ale réwniez R =R, i A = A,. Wtedy tez nie ma sensu mowic o ich wkle;slosa czy
wypuktosci. Sa} one po prostu sobie réwne. Stanowig dwa identyczne okregi nie-
domknigte, R =R, =R iA =A =A .

Poniewaz srodek rysowanego okregu mozemy wybra¢ sobie dowolnie i ponie-
waz taki akt podzieli nam dwuwymiarowa powierzchni¢ zamknietg na dwa okregi
(wypukly, wklesty lub dwa réwne), wiec jest rzeczg oczywista, ze mozemy podzie-
li¢c sobie taka powierzchni¢ na niezliczong ilos¢ par okregéw niedomknigtych.
Suma obu powierzchni takiej pary okregdw réwnac si¢ bedzie zawsze totalnej
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dwuwymiarowej powierzchni zamknietej, wyrazonej znanym nam juz rGwnaniem
(8), ktore tu powtarzamy:

A, = WnR,, (11)

Powyzsze réwnanie mozna tak uogolni¢, ze umozliwi ono nie tylko obliczania
powierzchni okregu zamknietego, ale rowniez wyliczanie powierzchni okregdw
niedomknietych (wypuktych, wklestychiréwnych) A = iA . czyli ulamkowych
powierzchni A~ zamknigtej dwuwymiarowej przestrzeni. Jest rzeczg oczywista,
ze réwnanie, ktore napiszemy, zawiera¢ bedzie rownanie (11), co uwazny czytelnik
zauwazy w jego zapisie. Stosowac je bedzie mozna takze do wyliczenia powierzch-
ni zamknietego okregu nieeuklidesowego. Przypomnijmy, ze koniecznie m, + m,
=nikazdem < n.

Uogélniony wzor na powierzchnig niedomknigtych okregow (wypuktych, wklestych
i rownych) oraz zamknigtego okregu nieeuklidesowej geometrii sferycznej

Sprébujmy zatem tak uogélni¢ réwnanie (11), aby méc za jego pomoca wyliczaé
nie tylko powierzchnie totalng zamknietego okregu, nie posiadajacego obwodu,
ale takze powierzchnie okregdw nie zamknietych w nieeuklidesowej dwuwymia-
rowej geometrii sferycznej i przez to posiadajacych obwody. Autor tego artyku-
tu doszed! do takiego uogdlnienia, rozwazajac szereg poszczegdlnych przypad-
kow i dostrzegajac w nich pewna prawidlowos¢, ktora objawia sie w relacjach
miedzy m i n, gdzie m oznacza licznik, a n mianownik ulamka totalnego krzy-
wego promienia R zamknigtego okregu. Gdy okrag posiada promien, ktéry jest
ulamkiem promienia okregu zamknigtego, wowczas nie jest on zamkniety. Oto
réwnanie uogoélnione:

A, =@/mn/mPR (12)
Aby zapozna¢ si¢ z mozliwosciami tego réwnania przeanalizujmy kilka przykladow.

Przyktad 2.1. Jezeli m = n, czyli jezeli R, =R = R, to réwnanie (12) przybie-
ra posta¢ réwnania (8), A = (4/m)R? i powierzchnia A jest dwuwymiarowa
powierzchnig zamknieta, czyli okregiem bez obwodu. To ostatnie stanie si¢
dla nas jasniejsze, gdy zapoznamy si¢ z rownaniem umozliwiajagcym wyliczanie
obwodu niedomknietych okregéw o krzywiznie sferycznej (k = +1).

Przyktad 2.2. Jezelim =1, a n = 4, to otrzymamy réwnanie A , = (4/m)(4/1)R? , =
(16/m)R?, . To réwnanie umozliwia nam obliczy¢ powierzchni¢ okregu wypukte-
go o promieniu réwnym (1/4)R.
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Przyktad 2.3. Odpowiadajacy okregowi wypuktemu z przyktadu 2.2., okrag wkle-
sty bedzie miat powierzchni¢ A,, = (4/m)(4/3)R*,, = (16/3)nR?, ,. Otrzymane
réwnanie umozliwia nam obliczy¢ powierzchnie okregu wklestego o promieniu
réwnym (3/4)R.

Jest rzecza jasng, ze suma A |, + A, = A. Latwo to wykazac:

A, +A,,=@/mE/NR,, +(4/m) (4/3)R,, = (16/mR>

1/4

+(16/3m)R2,, = (4/m)R> = A

1/4

Wzér na obwdd okregow (zerowego zamknigtego i niezerowych niedomknietych)
w zakrzywionej dwuwymiarowej geometrii sferycznej

W sposéb troche bardziej zlozony wyprowadzi¢ mozna réwnanie pozwalajace
na wyliczanie wspolnych pokrywajacych sie obwoddéw par okregéw niedomknie-
tych (wypuktych, wklestych i réwnych) i zerowego obwodu okregu zamknietego.
Ramy tego artykutu nie pozwalajg na szczegétowe ukazanie takiego wyprowadze-
nia (rysunkowego i za pomoca symboli). Metoda dojscia do szukanego réwnania
polega réwniez i w tym przypadku na przebadaniu szeregu n przypadkow kon-
kretnych i wykryciu prawidlowosci zachodzacych w relacjach miedzy m i n. Oto
otrzymane réwnanie:

L, =2n/m)sinn(m/m)R (13)

Przyklad 2.4. Jezelim = n, czylijezeliR =R, =R, to réwnanie (13) przybierze
posta¢ podstawowa:

L=2sinmtR=0

co wskazuje nam, ze obwod okregu sferycznego zamknietego rowny jest zeru. Jest
bowiem rzeczg znang, ze sin 7 = sin 180° = 0.

Przyklad 2.5. Jezelim = 1, a n = 2, to R , = (1/2)R. W tym przypadku obwod
okregu

L, ,=2x2/lsintl/2R , =4sin(n/2)R ,=4R ,=2R
jest bowiem rzecza znang, ze sin 71/2 = sin 90° = 1. W rozwazanym przykladzie

powierzchnie obu okregow sg sobie rowne, A = A , aich pokrywajace si¢ obwo-
dy, L,=L,, lezg na réwniku.

1/2°

Przyktad 2.6. Jak juz wiemy, rysujac na powierzchni kuli okrag niedomkniety
(nie stanowigcy zamknietej dwuwymiarowej przestrzeni), dzielimy te powierzch-
nie na dwa okregi, na ogét jeden wypukly, a drugi wklesly (poza przypadkiem
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z przykladu 2.5). Obwody tych okregéw pokrywaja sie i dlatego sa sobie row-
ne, na przyktad L, = L,,. Oba okregi rozni¢ si¢ jednak beda powierzchnia,
A ,#A,, (z jednym tylko wyjatkiem, gdy A, = A ). Wré¢my do rozwazanego

1/4 3/4 1/2
tu przyktadu i sprébujmy wykaza¢, ze L , =L, ;
L, ,=2x4/1[sin(n/4)R,,] = 8 sin 45° x (1/4)R
L,,=2x4/3[sin(37/4)R, ,] = (8/3)sin 135° x (3/4)R

3/4

Poniewaz sin 45° = sin 135° i wystepujace w réwnaniu tréjki 3/3=1,stad L, =L, ..
Na zakonczenie tego paragrafu zaznaczmy, ze dwuwymiarowa zamknigta prze-
strzen stanowi¢ bedzie dwuwymiarowy przekrdj wszechswiata w jego tréjwymia-
rowym modelu zamknietym. Przekrdj ten dzieli¢ bedzie wszechswiat na dwie kule
o tej samej powierzchni i tej samej objetosci.

2.3. Tréjwymiarowa przestrzen zamknieta

Przejdzmy teraz do tréjwymiarowej przestrzeni zamknigtej. Jak zobaczymy, bedzie
to hiperkula o krzywym promieniu R bez brzegéw, tj. bez powierzchni (A = 0).
Znamy juz wzdér na objeto$¢ tréjwymiarowej zamknietej przestrzeni z réwna-
nia (1) stosowanego przez Einsteina:

V = 2mR? (14)

Réwnanie to w sposob fachowy wyprowadza na przyklad cytowany juz profesor
Uniwersytetu Paryskiego V. Kourganoff*. Znane jest ono od czasu powstania nie-
euklidesowej geometrii sferycznej. Stosowat je w roku 1917 Einstein®.

Uogdlniony wzoér na objetosc nie zamknietych kul wypuktych, wklestych i réwnych
oraz zamknietej hiperkuli w nieeuklidesowej geometrii sferycznej

Réwnanie (14) mozna uogdlni¢ tak, aby stuzylo do wyliczania objgtosci nie
tylko zamknigtej tréjwymiarowej hiperkuli, ale réwniez par kul niedomknietych
(wypuklych, wklestych i réwnych), V. iV . czyli utamkowych objetosci V
zamknietej trojwymiarowej przestrzeni (hiperkuli). Jest rzecza oczywista, ze row-
nanie, ktére napiszemy, zawiera¢ bedzie réwnanie (14), co czytelnik zauwazy
W jego zapisie. Przypomnijmy, zZe koniecznie m, + m, = nikazde m < n;

* V. Kourganoff, op. cit., s. 371-375.
* A. Einstein, op. cit., s. 139.
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V. =2nm) eR,, (15)

Przyklad 2.7. Jezeli m = n, to réwnanie (15) przybiera posta¢c V. =2 n’R’  istuzy
do wyliczania objetosci zamknietej hiperkuli.

Przyktad 2.8. Jezeli m = 1, a n = 2, to réwnanie (15) przybiera postac
V,,=8 R’  istuzy do obliczenia objetosci nieeuklidesowej kuli 0 maksymalnej
mozliwej powierzchni. Hiperkula dzieli si¢ na dwie takie kule o réwnej objetosci.

Przyktad 2.9. Jezeli m = 1, n = 3, to réwnanie (15) przybiera postac V, . =18 n’R’ .

Przykiad 2.10. Jezeli m = 2, n = 3, to réwnanie (15) przybiera postac V, . =92 n’R’, ..
Jasng jest rzeczg, ze V| st v, n= V.

Zaznaczmy, ze kazdy punkt zamknietej tréjwymiarowej przestrzeni moze stano-
wié jej $rodek i punkt zamkniecia. Zaden z punktéw tej trojwymiarowej prze-
strzeni nie jest wyrdzniony. Kazdy z nich stanowi srodek tej przestrzeni i punkt
jej zamknigcia. Mozna zatem powiedzie¢ réwniez, ze $rodek i punkt zamknie-
cia takiej trojwymiarowej przestrzeni znajduja si¢ w niej wszedzie. Kazdy punkt
w tej krzywej tréjwymiarowej przestrzeni zamknietej mozna sobie wybrac jako jej
srodek lub jako punkt jej zamknigcia.

Poniewaz $rodek niedomknietej kuli (wypuktej, wkleslej lub réwnej drugiej
kuli niedomknietej) mozemy wybrac sobie dowolnie i poniewaz taki akt podzieli
nam tréjwymiarowg przestrzen zamknieta na dwie kule (wypukla, wklesta lub
dwie niedomkniete kule réwne), wiec jest rzecza oczywista, Ze mozemy podzie-
li¢ sobie naszg hiperkul¢ zamknig¢ta na niezliczong ilo$¢ par kul niedomknietych.
Suma objetosci takiej pary kul rownac sie¢ bedzie zawsze objetosci totalnej rozwa-
zanej tréjwymiarowej przestrzeni zamknietej:

‘/tot = 27-[2R3t0t
Wzér na powierzchnie kul (powierzchni zerowej kuli zamknigtej, hiperkuli,
i powierzchni niezerowych kul niedomknietych) w zakrzywionej trojwymiarowej
geometrii sferycznej

W sposéb troche bardziej zlozony wyprowadzi¢ mozna réwnanie pozwalajace
na wyliczanie wspolnych pokrywajacych sie powierzchni par kul niedomknietych
(wypuklych, wklestych i rownych) i zerowej powierzchni zamknietej hiperkuli.
Ramy tego artykutu nie pozwalajg na szczegdtowe ukazanie takiego wyprowadze-
nia (rysunkowego i za pomocg symboli). Metoda dojscia do szukanego réwna-
nia polega réwniez i w tym przypadku na przebadaniu szeregu przypadkow kon-
kretnych i wykryciu prawidlowosci zachodzacych w relacjach miedzy m i n. Oto
otrzymane tg metoda rownanie:
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A = (&/m)(n*/m?)[sint(m/n)R |* (16)

Przyktad 2.11. Aby uzyska¢ réwnanie podstawowe odnoszace si¢ do powierzch-
ni zerowej tréjwymiarowej zamknietej hiperkuli, rozwazmy przypadek, w kto-
rym m =1in=1. W takim przypadku réwnanie (16) przybiera posta¢:

A, =4/m)(sinn R )’ (17)

Poniewaz sin 7 = sin 180° = 0, hiperkula nie posiada powierzchni, podobnie jak
okrag zamkniety w geometrii sferycznej nie posiada obwodu.

Przyktad 2.12. Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym m =1, a n = 2. W tym przy-
padku réwnanie (16) przybiera postac:
A, = (4/m4[sin(/2) R ]’

Poniewaz sin 7n/2 = sin 90° = 1, przekrdj dwuwymiarowy hiperkuli ma po-
wierzchnie:

A, =(6/mR* (18)

gdzie R , jest promieniem zakrzywionym i stanowi potowe promienia hiper-
kuli. Hiperkula bez powierzchni dzieli si¢ na dwie kule o maksymalnej wspdlnej
powierzchni A | = (16/m)R? ,, podobnie jak okrag zamknigty bez obwodu dzie-
li si¢ na dwa okregi o maksymalnym wspélnym obwodzie 2R = 4R, ,, przedsta-
wionym w paragrafie 2.2 tego artykutu. Poniewaz R , = 1/2R, wiec R * = 1/4R°.
Jezeli podstawimy to ostatnie rownanie do (18), otrzymamy réwnanie, ktore ukazu-
je dwuwymiarowy przekrdj hiperkuli uzalezniony od calego promienia hiperkuli:

A, =4/mR (19)

Réwnanie (19) pokrywa si¢ z réwnaniem (8), a zatem dwuwymiarowy prze-
kroj tréjwymiarowej przestrzeni zamknietej stanowi dwuwymiarowg przestrzen
zamknieta:

A ,=16/mR = (4/mR

Dokonujac pewnego podsumowania, uswiadommy sobie jeszcze raz, ze jedno-
wymiarowy przekroj tréjwymiarowej zamknietej przestrzeni stanowi jednowy-
miarowg przestrzen zamknieta o promieniu R i $rednicy zamknigtej D = 2R oraz
ze dwuwymiarowy przekroj trojwymiarowej zamknietej przestrzeni stanowi dwu-
wymiarowg przestrzen zamknietg o promieniu R, o $rednicy zamknietej D = 2R
i o powierzchni zamknietej A = (4/m)R%.
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Przyktad 2.13. Sprawdzmy, czy pokrywajace si¢ powierzchnie pary kul (na ktére
podzielona jest hiperkula), jednej wypuktej A , i drugiej wklestej A, ,, sa rzeczy-
widcie sobie réwne. W pierwszym przypadku m = 1, a n = 4. Stosujac réwnanie
(16), otrzymamy:

A, , = (4/m)16(sin/4 x R, ,)?
Poniewaz sinn/4 = \/2/2, aR = 1/4R, wigc:
A= (4/m)16[(V2/2)(1/4)R)* = (4/7)16(2/4)(1/16)R® = (4/7)(2/4)R> = (2/m)R®
W drugim przypadku m = 3, a n = 4. Stosujgc réwnanie (16), otrzymamy:

A,, = (4/m)(16/9)[sinn(3/4)R, ,]*
Poniewaz réwniez sinm(3/4) = V2/2, a R,,=3/4R, wiec A, = (4/m)(2/4) R*,a zatem
A, =A,,=Q/mR.

3. Obecnos$¢ masy grawitacyjnej, zakrzywiajgcej przestrzen,
wedlug OTW Einsteina

To, o czym byla mowa dotad, bylo czystg geometria. Trzeba przejs¢ teraz do fizyki
izapytac sie, czy przestrzen fizyczna, ktora stanowi ,,jakby” naczynie wszech$wiata,
jest w skali globalnej plaska (krzywizna zerowa), zamknigta (krzywizna dodatnia),
czy otwarta (krzywizna ujemna). Jak dobrze wiadomo, wedltug OTW Einsteina
to obecno$¢ materii (masy grawitacyjnej) zakrzywia dodatnio przestrzen i czaso-
przestrzen i moze spowodowac ich zamkniecie. W dalszej cze$ci artykutu ukazana
zostanie w prosty sposob relacja zachodzaca migdzy masg M i $rednig jej gesto-
$cig p, ktore zakrzywiajg wszech$wiat, a promieniem R, od ktérego zalezy objetos¢
zamknietego $wiata. Dodajmy jeszcze, ze w OTW promien $wietlny i swobodne
ciala biegna z zasady po geodetykach, tam gdzie przestrzen jest plaska - po linii
prostej, a tam gdzie jest sferyczna lub hiperboliczna - po geodetycznych liniach
krzywych.

W artykule z roku 1916, w ktéorym A. Einstein opublikowal swoja OTW?¢,
wystepuje wielko$¢ oznaczona grecka literg a:

a=xM/4n (20)

¢ A. Einstein, Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie, [w:] H.A. Lorentz, A. Ein-
stein, H. Minkowski, Das Relativitdtspricip, Verlag und Druk von B.G. Teubner, Leipzig, Berlin 1922,
s. 81-124 (zob. s. 121).
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gdzie M jest masg grawitacyjna, a k — stalg wystepujaca w gléwnych réwnaniach
pola grawitacyjnego. Stala ta zwigzana jest ze stala grawitacyjng Newtona, ktora
oznaczana jest obecnie literg G’. W artykule z roku 1916 zwigzek ten Einstein
wyrazit zalezno$cia®:

k = 811G/ (21)

gdzie ¢ to stala predkos¢ swiatla w prozni. Jezeli rownanie (21) wprowadzimy
do (20), otrzymamy:

a=x M/ 4n=(8nGM/c*)/4n = 2GM/c?

Wielko$¢ « = 2GM/c* nazywana jest obecnie promieniem Schwarzschilda
R, itwierdzi sig, Ze jezeli masa M zawarta jest w sferze o promieniu R,
= a = 2GM/c% to mamy do czynienia ze §wiatem zamknietym zwanym czarng
dziurg. Wielko$¢ a jest wprost proporcjonalna do masy M. Im wieksza masa, tym
wiekszy jest promien Schwarzschilda R, = a = 2GM/c’. Jak widzimy, warun-
kiem zamkniecia si¢ §wiata jest to, aby jego masa zawarta byla w sferze o promie-
niu « zaleznym od wielkosci tej masy. Dodajmy, zZe Schwarzschild w swej stynnej
pracy, w ktorej przedstawil rozwigzanie réwnania pola grawitacyjnego Einsteina
dla punktu materialnego, stosuje réwniez oznaczenia « i nazywa t¢ wielko$¢ ,,sta-
Ia catkowania”, ze wzgledu na funkcje, jaka ona pelni w rozwigzaniu. Dodaje on
takze, ze stala ta zalezy od wartodci masy punktu materialnego, ktéry umiescit
na poczatku rozwazanego przez siebie uktadu wspotrzednych®.

We wspomnianym juz pierwszym artykule kosmologicznym z roku 1917 Ein-
stein wprowadzil jeszcze druga stalg, ktorg oznaczyl literg grecka A. Stata ta zostata
wprowadzona w gléwne tensorowe réwnanie pola grawitacyjnego, ktore w zapisie
z 1917 roku ma postac'':

Gw - /\gw = —K(TW -1/2 ng) (22)
Zaznaczmy tu tylko, ze znajdujacy sie po prawej stronie rOwnania tensor energii-pedu
TW prezentuje materie zakrzywiajacg czasoprzestrzen, a tensor GW, znajdujacy sie
po lewej stronie, opisuje krzywizne¢ czasoprzestrzeni spowodowang przez t¢ mate-
rie. Z kolei tensor metryczny 8, prezentuje potencj aly grawitacyjne. Co spowodo-
walo, Ze w réwnaniu (22), stanowigcym zastosowanie gtéwnego réwnania OTW

7 Einstein uzywatl litery K.

8 Ibidem, s. 121.

® K. Schwarzschild, On the Gravitational Field of a Mass Point according to Einstein’s Theory,
przekl. i przedm. S. Antocii A. Loinger, Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss. Phys. Math. K1., 186, 1916,
www.sjcrothers.plasmaresources.com/schwarzschild.pdf.

10 A. Einstein, Kosmologische..., s. 130-139.

I Ibidem, s. 138.
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do wszechswiata, pojawila sie wielkos¢ A? Odpowiedz jest nastepujaca: Bez wiel-
kosci A wszech$wiat zaczalby sie kurczy¢ z powodu grawitacji. Moglaby mu zagro-
zi¢ zapas$¢ grawitacyjna. Aby tego efektu uniknaé, bo Einsteinowi wszech§wiat
wydawatl sie by¢ statyczny (nie okazywal sie ani jako kurczacy, ani jako rozszerza-
jacy), wprowadzil on wielko$¢ A w celu zréwnowazenia oddziatywan grawitacyj-
nych oddzialywaniem przeciwnym, ktére dzisiaj nazywany ,,fizycznym cisnieniem
prozni”. Aby lepiej zrozumie¢ klopoty Einsteina, sprobujmy w poznane przez
nas przestrzenie zamkniete wprowadzi¢ punkty materialne, posiadajace mase
powodujaca przyciaganie grawitacyjne. Od czaséw nowozytnych przyjmuje sie,
ze wszechswiat w skali globalnej jest jednorodny. W zwiazku z tym z dos¢ znacz-
nym uproszczeniem przyjmuje si¢, ze wszech§wiat stanowi jednorodny ,kurz”
punktéw materialnych. Jezeli umie$cimy taki kurz o sumarycznej masie, spetnia-
jacej warunek zamkniecia & = 2GM/c?, w tréjwymiarowa przestrzen, to zamknie-
ta jej $rednica, D = 2R, zacznie si¢ kurczy¢, bo umieszczone na takim jednowy-
miarowym przekroju wszech§wiata punkty materialne z racji grawitacji zaczna
sie do siebie zbliza¢. Podobnie dzia¢ si¢ bedzie na dwuwymiarowym przekroju
wszech$wiata o powierzchni A = (4/m)R?, bedzie si¢ on kurczyl. Wskutek tego
takze tréjwymiarowa nieeuklidesowa hipersfera zacznie sie kurczy¢, jej nieeukli-
desowa objetos¢ V. = 27m°R’  bedzie si¢ zmniejsza¢. Aby unikna¢ tego efektu,
Einstein wprowadzil stalg A. Zbadajmy, jakie Einstein przypisuje jej wymiary i jak
wiaze ja z innymi wielko$ciami. W artykule kosmologicznym z 1917 roku znajdu-
ja si¢ dwa réwnania'*:

A=kp/2=1/R? (23)
M=px2m*R* =47 (R/k) = (32 72)"?/ (x’p)" (24)

Wszystkie symbole wystepujace w tych réwnaniach s3 nam juz znane, poza
symbolem p = M/2n°R>, ktéry oznacza gesto$¢ masy zamknietego wszechswia-
ta Einsteina. Jest to gesto$¢ wszech$wiata zamknietego, bo wystepuje tu wzor
na objetos¢ tréjwymiarowej nieeuklidesowej przestrzeni sferycznej V = 2m°R°.

Z réwnania Einsteina (23) dowiadujemy sig, ze jego A = 1/R* réwna si¢ odwrot-
nosci kwadratu o boku réwnym promieniowi jego zamknietego wszechswiata
R i ma ona wymiar m~ (metra do minus 2, czyli ,,na powierzchni¢”). Podstawmy
teraz do pierwszej czeéci rownania (23) stalg Einsteina x = 87G/c? i dokonajmy
prostych przeksztalcen:

A =xp/2 = (8nG/2c%) p = (4nG/c?) p

Dokonujac dalszych przeksztalcen, otrzymamy réwnanie ukazujace pewna gestosé
masy:

12 Ibidem, s. 139.
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p =Ac*/4nG (25)

Dzisiaj gesto$¢ te nazywamy gestoscig lambda p, i wigZzemy z energig prézni, ktérg
nazywamy ,energia ciemng’, bo nie §wieci. Jezeli chcemy otrzymac wzor na gestosé
tej energii, musimy obie strony réwnania (25) pomnozy¢ przez ¢, bo E = mc’.
Otrzymamy wtedy:

p,c = Ac'/ 4nG = (c*/4nG) A

Gestos¢ energii ma wymiar ci$nienia p = p,c?, czyli sily na powierzchnie.
Stala ¢*/G ma wymiar sily i jest dzisiaj przez wielu autoréw interpretowana jako
maksymalna sita w przyrodzie. Z kolei A ma wymiar ,,na powierzchni¢” (m™).
W zwigzku z tym wielko$¢ p = p,c* = (c*/4nG) A nazwano ,fizycznym ci$nieniem
prozni”. Cisnienie to pojmowane bylto przez Einsteina jako przeciwstawiajace sie
zapasci grawitacyjnej. Wedlug Einsteina gesto$¢ energii prozni i gesto$¢ energii
grawitacyjnej s sobie réwne, p,c* = p, c* aby $wiat byt statyczny. Gdy jednak W. de
Sitter wykazal, Ze nawet pusty wszechswiat bez materii, z A > 0, jest niestabilny
i rozszerza si¢ wykladniczo, oraz gdy A. Friedmann wykazal, Ze pomimo wpro-
wadzenia A $wiat nie jest statyczny, bo istnieje wiele rozwigzan podstawowego
réwnania Einsteina (dopuszczajacych swiaty plaskie, zamkniete i otwarte, z moz-
liwosciami rozszerzania i kurczenia si¢, z lambda i bez niej), oraz gdy E. Hub-
ble rozpoczal wykazywaé, na podstawie przesuni¢¢ widma $wiatla pochodzacego
z galaktyk ku czerwieni (zjawisko Dopplera przy oddalaniu si¢ zrédla swiatla),
ze wszechs$wiat sie rozszerza, Einstein uznal wprowadzenie stalej A za ,,najwieksza
pomytke” swego zycia.

Pomylka ta okazata si¢ jednak przydatna. Dzisiaj A stuzy wielu autorom do wska-
zywania na zrodlo rozszerzania si¢ wszechswiata, na energie napedzajaca to roz-
szerzanie. Idea Einsteina o statycznosci wszech$wiata (w ktérym A = 1/R?) zosta-
ta porzucona. Wielkos¢ A podawana jest obecnie jako rézna od 1/R*>. W modelu
standardowym (w ktorym, jak zobaczymy, k = 0i A > 0) wielko§¢ A wyznaczana
jest réwnaniem A = 30, /R’ , gdzie R, to promien sfery Hubble’a (promien §wiata
obserwowalnego), a Q, = p,/p_to parametr gestosci zwigzany z energig ciemna,
gdzie p, to gesto$¢ masy zwigzanej z t energig, ap =p + p, to obecna taczna gestosc
masy, przy czym p, to gestos¢ masy materii, ktora jest Zrodtem grawitacji.

Dodajmy, ze wedtug dokonanych, na podstawie obecnych obserwacji WMAP
- 7 year, wyliczen szacunkowych Q, = p /p = 0,728 +0,016,a Q =p /p = 0,272
+0,016. Stad dochodzimy do wniosku, ze 73% energii wszech§wiata to energia
ciemna (Zrodlo rozszerzania si¢ wszechswiata), a 27% to energia materii (Zré-
dlo grawitacji).

3 L. Kostro, B. Lange, Is ¢*/G the Greatest Possible Force in Nature?, ,Physics Essays” March 1999,
vol. 12, nr 1, s. 182-189.
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Co do tego, czy wszechswiat jest zamkniety, ptaski, czy otwarty tocza sie w dal-
szym ciagu spory, chociaz przewaza, i to znacznie, poglad o plaskosci $wiata.
W modelu standardowym, na podstawie obserwacji m.in. tzw. promieniowania
tla, utrzymuje sig, Ze wszechswiat w skali globalnej ukazuje si¢ jako ptaski. Dlatego
w modelu tym stosuje sie rownanie Friedmanna z zalozeniem, ze k = 0,a A > 0. Nie-
mniej obserwacje i wyliczenia nie dostarczajg idealnej jednosci stosunku obecnej
gestodci rzeczywistej wszechswiata p do tzw. gestosci krytycznej p = 3H */87G.
Wszechswiat bytby w petni ptaski, gdyby parametr gestosci Q=p /p_ =1, tymcza-
sem na podstawie obserwacji i wyliczen na bazie satelity WMAP - 7 year otrzy-
mujemy, ze Q = p / p_ miedci si¢ migdzy 0,991 a 1,173. A zatem parametr () jest
bliski jednosci, ale mozliwe jest male odstepstwo od niej. Laureat Nagrody Nobla
Georgie Smooth nie wyklucza, ze wszech$wiat jest lekko zakrzywiony dodatnio,
a co za tym idzie - jest zamkniety i wtedy nalezy stosowa¢ réwnanie Friedmana
zk=+1i1>0.

O lokalnej krzywiznie przestrzeni méwi sie w zwigzku z obserwowany-
mi tzw. soczewkami Einsteina (pierscienie i krzyze Einsteina). Zdjecia pierscieni
(nawet podwdjnych) i krzyzy Einsteina mozna obejrze¢ w internecie.

O lokalnym zamknieciu przestrzeni moéwi si¢ w zwigzku z tzw. czarnymi
dziurami, powstajacymi na skutek zapasci grawitacyjnej. Poniewaz masa materii
zakrzywia przestrzen, ciala niebieskie, zwlaszcza te masywne, wedlug kosmologii
relatywistycznej nie stanowia kul euklidesowych. Ich promien jest zakrzywiony
i przez to diuzszy. Przyrost promienia, jak wskazuje w swym podreczniku Fey-
mann, wyraza rownanie:

Ar = GM/3¢? (26)

Jezeli w réwnanie (26) wstawimy mase Stonca Mo = 1,989 x 10*° kg, to przeko-
namy sig, Ze przyrost promienia naszej gwiazdy réwna si¢ 492,27 m, czyli prawie
0,5 km, a promien Schwarzschilda 2953,64 m, czyli prawie 3 km. Masa naszej
galaktyki wynosi 5,8 x 10" Mo = 1,15362 x 10** kg. Gdyby nasza galaktyka
miata ksztalt kuli, to przyrost promienia takiej kuli wynositby 2,855 x 10" km,
a promien Schwarzchilda 1,713 x 10" km. Gdyby nastapita zapa$¢ grawitacyj-
na omawianej kuli i cala masa galaktyki zeszlaby pod promien Schwarzschilda,
to obwod 2R promienia zamknatby sie i miatby 5,71 x 10" km. Wtedy nasza
galaktyka bylaby czarna dziurg, hiperkula bez powierzchni, o wewnetrznej
gestodcip =M, 2R, . = 1,1627 x 107 kg/n?’, tj. o ponad 103 tysigce razy
rzadszej niz gesto$¢ powietrza = 1,2 kg/m’. Dodajmy, Ze gestos¢ czarnej dziury jest
odwrotnie proporcjonalne do kwadratu jej masy, p = (¢/27°G*)(1/M?).

Whiosek koncowy

Wedlug modelu standardowego wspoéliczesnej kosmologii wszech§wiat jawi sie
nam w skali globalnej jako ptaski, ale nie mamy pewnosci, czy tak jest naprawde.
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Natomiast zamknietymi tworami sg pojawiajace si¢ lokalnie, gléwnie w §rodkach
galaktyk, czarne dziury. Jednakze idea Einsteina o zamknietym wszech$wiecie nie
zostala porzucona tak do konca, bo z jednej strony mamy do czynienia z tworami
zamknietymi, ktérymi sg czarne dziury, a z drugiej strony mozna by tu podac dos¢
dluga liste autoréw, ktdérzy nie zrezygnowali z idei twércy OTW i kontynuujg kon-
struowanie modeli zamknietych catego wszechswiata lub modeli skladajacych si¢
z wielu $wiatéw zamknietych, hierarchicznie uporzagdkowanych. Do tych autoréw
nalezy na przyklad Tianxi Zhang, kosmolog z Alabama University w USA™.

Stowa klucze

jedno- dwu- i tréjwymiarowe przestrzenie zamknigte, modele wszechswiatow
zamknietych

Streszczenie

Idea zamknietych wszech§wiatow, stosowana we wspdlczesnej kosmologii, poznawczo jest
dla wielu mato uchwytna. Celem artykulu jest uczynienie tej idei bardziej zrozumiala,
za pomocg, w miare moznosci, prostych intuicji i rozumowan. W ten sposéb konstru-
owanie modeli zamknietych wszech§wiatow stanie si¢, by¢ moze, dla czytelnika bardziej
przejrzyste. Najpierw ukazane zostaly geometryczne przestrzenie zamkniete, a nastepnie
ich zastosowanie w kosmologii.

Intuitions and Reasoning that Can Help in Coming to Know the Models of Closed
Universes Constructed by Cosmology
(Abstract)

Within modern cosmology, the concept of closed universes is incomprehensible to many
people. Therefore, the purpose of this paper is to try and make this idea more understand-
able, using simple intuitions and reasoning. Perhaps, in such a way, the construction of
closed models of the universe will become more intellectually transparent to the reader.
To begin with, closed geometrical spaces will be introduced and subsequently, their appli-
cations within modern cosmology.

! Tianxi Zhang, A New CosmologicalModel: Black Hole Universe, ,Progress in Physics” July 2009,
vol. 3, s. 3-11.



