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W przestrzeni S, kazdy ze zbiorow 4, = {A €S, ke A}, dla k=1, 2, 3 jest
klasa tolerancji. Co wigcej, latwo zauwazy¢, ze zbiory wyczerpuja caty zbior
S, . Okazuje si¢ jednak, Ze klasg tolerancji tej relacji tolerancji jest rowniez zbidr
{{1,2}, {2,3}, {1,3}, {1,2,3}}. Taka wtasnie ,,niepotrzebna” klasg¢ tolerancji nazywa-
my klasa pasozytnicza.

Wprowadza si¢ pojecie bazy przestrzeni tolerancji < 4A,® >, czyli mini-
malnej rodziny klas B takiej, ze elementy x i y sa w relacji ® wtedy i tylko
wtedy, gdy w rodzinie B istnieje klasa zawierajaca oba te elementy. Baza moze
wigc by¢ wlasciwa podrodzing rodziny wszystkich klas tolerancji. Mozna wyka-
za¢, ze w kazdej przestrzeni tolerancji istnieje baza. Przestrzen tolerancji moze
wigc zosta¢ scharakteryzowana przez podanie bazy.

Do opisu tolerancji wygodnie jest rowniez uzywac pojecia pokrycia zbioru.
Pokryciem zbioru A nazywamy dowolna rodzing zbiorow, w sumie ktorych
zbiér A sig zawiera. Elementy pokrycia nie musza by¢ roztaczne, jak to jest
w przypadku podzialu zbioru. Oczywiscie z kazda przestrzenia tolerancji zwia-
zane jest pokrycie, ktorego elementami sa klasy tolerancji. Elementy dowolnej
bazy tolerancji takze tworza pokrycie zwiazanej z nig przestrzeni tolerancji.
Z drugiej strony, jesli @ jest dowolnym pokryciem zbioru A, to indukuje w na-
turalny sposob przestrzen tolerancji < 4, R >, gdzie elementy a,b € A sa w re-
lacji ® wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do tego samego elementu pokrycia. Po-
krycie nazywa si¢ kanonicznym, gdy kazdy jego element jest klasa tolerancji in-
dukowanej przez to pokrycie.

Kazda przestrzen tolerancji < 4, R > moze by¢ takze reprezentowana przez

pewien kontekst formalny, to znaczy uktad (A4,®,I), gdzie 4 i @ sa zbiorami,
zwanymi odpowiednio zbiorem obiektow i zbiorem atrybutow, a I jest relacja
dwuargumentowa pomigdzy elementami zbioru A i elementami zbioru @ .
W tym przypadku zbiorem obiektow jest po prostu zbidor A4, zbiorem atrybutow
jest pokrycie ® zbioru A wyznaczone przez tolerancje ® , a I jest relacja na-

lezenia. Kontekst formalny zwiazany z przestrzenia tolerancji moze by¢ inter-
pretowany w ten sposob, ze @ jest zespotem cech przystugujacych atrybutom ze
zbioru A, a relacje al p rozumiemy w ten sposob, ze atrybutowi a przystuguje
cecha p.

Z drugiej strony, kazdy kontekst formalny wyznacza pewna przestrzen tole-
rancji. Jezeli (A4,P,I) jest kontekstem formalnym, to mozemy przyjac, ze
obiekty a i b sa ze soba w relacji tolerancji ® , o ile maja przynajmniej jeden
wspolny atrybut, to znaczy

a®b < (a,p),(b,p) el dlapewnegope P.

Rozwazmy kontekst formalny reprezentowany przez nastgpujaca tabelke:
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a b c d e
Wielka Brytania | X | X X
Szwajcaria X X
Kanada X X
Japonia X X
Mali X | X

gdzie:

a) ma dost¢p do morza

b) lezy w Europie

¢) ma prezydenta

d) powierzchnia tego kraju jest wigksza od powierzchni Polski

e) jest krajem wyspiarskim.

Klasy relacji tolerancji wyznaczonej przez ten kontekst formalny ilustruje
nastgpujacy schemat:

8 Widka Bytania_\ [/ @ Srwjcurn >
O —

<@ Kanada

® Japonia

Z kazda relacja tolerancji w zbiorze A zwiazane sa pewne indukowane
przez nia relacje rownowaznosci, aproksymujace t¢ tolerancje. Taka ,,dolna”

aproksymacja tolerancji ® jest stowarzyszona z nig relacja ® * okreslona przez
xRy < {z € 4, xQ{z} = {z € 4; yﬁz}

Inaczej méwiac, elementy x i y sa w relacji R wtedy i tylko wtedy, gdy
naleza do tych samych klas tolerancji ®. .

,,Gorna” aproksymacja tolerancji ® jest jej tranzytywne domknigcie R
Oczywiscie, jesli ® jest relacja rownowaznosci, to " =R = Q{* . Jesli tranzy-
tywne domknigcie tolerancji ® jest relacja totalna, to znaczy istnieje tylko jed-
na klasa abstrakcji relacji rownowaznosci R, to tolerancje ® nazywamy skle-
jona (badz spdjna). Takie tolerancje odgrywaja szczegolna role w pewnych apli-
kacjach algebraicznych.

Matematycy okazali si¢ bardziej wymagajacy w stosunku do tolerancji —
w strukturach algebraicznych relacje tolerancji nie s rozumiane jako zwykle re-
lacje zwrotne i symetryczne, oczekuje si¢ ponadto, aby byty one zgodne z bazo-

wymi operacjami danej struktury. Oznacza to, ze relacje tolerancji sa w tym
przypadku naturalnym uogdlnieniem kongruencji.



Po co matematykom (i nie tylko) tolerancje 203

I tak na przyktad w strukturze kratowej <A, A, v> , zawierajacej dwie ope-

racje dwuargumentowe (identyfikowane z kresami dolnymi i gornymi w kracie
jako zbiorze czesciowo uporzadkowanym), tolerancja jest kazda relacja zwrotna
i symetryczna ® o tej whasnosci, ze oile aR b i cRd to (a A c)R (b A d)
oraz (a v ¢)R (b v d).

Mozna wykazaé, ze skutkuje to faktem, iz aR b < (a A b)R (a v b), co
oznacza, ze kazda relacja tolerancji w kracie jest wyznaczona przez zbidr zawar-
tych w niej par (a,b) takich, ze a <b.

Tolerancje kratowe znalazly zastosowanie migdzy innymi do badan nad
funkcjami wielomianowymi w kratach (Kindermann'') oraz do znajdowania
podkrat wypuktych maksymalnych ze wzgledu na pewne uzyteczne wlasnosci,
w tym do rozktadu krat modularnych i dystrybutywnych (Herrmann, Day'?, Wille"?).

W przypadku tolerancji kratowych nie ma ,.klas pasozytniczych”, tzn. zbior
wszystkich klas dowolnej tolerancji stanowi jedyna baze¢ przestrzeni tolerancji.
Wynika to z faktu, ze kazda klasa tolerancji w kracie jest jej podkrata wypukta,
a ponadto same klasy dowolnej tolerancji kratowej tworza krate. Fakt ten zostat
udowodniony przez Czedliego'.

Sposrdéd wszystkich tolerancji kratowych szczegoélnie interesujacymi wia-
snosciami (obok kongruencji) wyrdzniaja si¢ sklejone relacje tolerancji. Herr-
mann i Day wykazali, ze w przypadku krat modularnych o skonczonej wysoko-
$ci klasami najmniejszej sklejonej tolerancji, tak zwanej tolerancji szkieletowej,
sa maksymalne przedzialy komplementarne danej kraty. Dla krat dystrybutyw-
nych oznacza to, ze tolerancja szkieletowa dekomponuje kratg na jej maksymal-
ne przedzialy boole’owskie, co okazalo si¢ wygodnym narzedziem do opisu
i badania takich krat.

Dla kazdej kraty £ mozna rozwaza¢ nie tylko krate klas tolerancji dla usta-
lonej tolerancii tej kraty, ale takze krate wszystkich tolerancji tej kraty. Bandelt'
wykazat, ze krata tolerancji dowolnej kraty jest 0-modularna, algebraiczna oraz
pseudokomplementarna. W szczegoélnosci krata tolerancji dowolnej kraty dys-
trybutywnej jest krata dystrybutywna.

Ogolnie rzecz biorac, mozna wykazaé, ze wszystkie tolerancje danej struktu-
ry algebraicznej, podobnie jak to jest w przypadku kongruencji tej struktury,
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tworza krata algebraiczna. Nie zawsze jednak krata kongruencji danej struktury
algebraicznej jest podkrata kraty tolerancji tej struktury. W przeciwienstwie jed-
nak do struktury kratowej, w ogdlnym przypadku nie udato si¢ znalez¢ zadnych
dalszych og6lnych wiasnosci krat tolerancji. Charakteryzowanie struktur i bada-
nie ich wlasno$ci przy uzyciu krat tolerancji jest obecnie szybko rozwijajacym
si¢ kierunkiem. Badania w tym nurcie rozpoczete przez Chajde i Zelinke'® byty
prowadzone takze przez Daya, Hermanna, Czedliego, Gritzera'’, Radeleczkie-
go'®, Grygiel” i wielu innych.

Relacje tolerancji (w swoim podstawowym sensie) byty takze szeroko wyko-
rzystywane w lingwistyce. Wynika to z faktu, ze podobienstwo jest cecha czg-
Sciej wystepujaca niz tozsamosé. Przy ustalaniu bliskosci znaczeniowej wyra-
zow lub zwrotow interesujace sa nie tyle przypadki pelnej tozsamosci znaczen,
ile przypadki podobienstwa znaczen. Przez podobienistwo znaczen rozumiemy,
ze zbior pewnych wspolnych znaczen jest dostatecznie duzy.

W lingwistyce uzywano relacji tolerancji do opisu m.in. synonimii (co robili
Fischer i Pogonowski*’) oraz homonimii (Semeniuk).

Szczegdlnymi przypadkami tolerancji w strukturach lingwistycznych sa hi-
ponimia oraz podobienstwo syntagmatyczne.

Relacja hiponimii moze by¢ charakteryzowana przez zawieranie si¢ zakre-
sow wyrazen lub podrzednos$¢ tresci wyrazen. Przyjmuje sig, ze dwa leksemy sa
hiponimicznie podobne, jesli posiadaja co najmniej jedng wspdlna cechg seman-
tyczng.

Relacja podobienstwa syntagmatycznego na danym poziome jezykowym
moze by¢ scharakteryzowana w nastgpujacy sposob: dwa segmenty sa w tej re-
lacji, jesli posiadaja taki sam (z doktadnoscia do izomorfizmu) fragment.

Wspomniane pojecia podobienstwa strukturalnego moga miec¢ takze zasto-
sowanie pozalingwistyczne, na przyktad w ontologiach sytuacji, gdy sytuacje sa
reprezentowane przez pewne struktury relacyjne.

16 1. Chajda, B. Zelinka, Lattices of tolerances, ,,Casopis pro pestovani matematiky” 1977, nr 102,

s. 10-24.

G. Czédli, G. Gritzer, Lattice tolerances and congruences, ,,Algebra Universalis” 2011, nr 66,
s. 5-6.

S. Radeleczki, D. Schweigert, Lattices with complemented tolerance lattices, ,,Czechoslovak
Mathematical Journal” 2004, nr 54 (129), s. 407—412.

J. Grygiel, The concept of gluing for lattices, Wyzsza Szkota Pedagogiczna w Czgstochowie,
Czgstochowa 2004.

J. Pogonowski, Przestrzenie tolerancji i opozycji, [w:] Sklonnos¢ metafizyczna. Bogustawowi
Wolniewiczowi w darze, red. M. Omyta, Warszawa 1997.
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Streszczenie

Pojgcie tolerancji jest naturalnym uogdlnieniem pojecia relacji réwnowaznosci i ma na celu
pewna formalizacj¢ idei podobienstwa. W pracy omawiamy pokrotce pewne wazne zastosowania
relacji tolerancji, gtdbwnie zwiazane z matematyka i lingwistyka.

Stowa kluczowe: podobienstwo, relacja tolerancji, klasa tolerancji, przestrzen tolerancji.

Summary

What do Mathematicians (among Others) Need Tolerances for?

The notion of tolerance relation is designed to formalize the idea of similarity. In the paper we
present in short how the notion is used in mathematics, especially for investigating mathematical
structures. Some linguistic applications are also mentioned.

Key words: similarity, tolerance relation, tolerance class, space of a tolerance.
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O definicjach tworczych: mi¢dzy pogladami
Jana Lukasiewicza i Stanistawa Lesniewskiego

Toczacy si¢ na poczatku XX wieku w Polsce spor o rolg definicji w naukach
dedukcyjnych miat — jak sadzg¢ — swoj poczatek w polemice, jaka rozgorzata po
opublikowaniu przez Dawida Hilberta w 1899 roku Grundlagen der Geometrie
(Leipzig). Aksjomatyczny system formalny przedstawiony w pracy zostal wy-
raznie skrytykowany przez Gottloba Fregego, ktéry nie akceptujac podstawo-
wych idei realizowanych przez autora, podjat z nim spor na szereg réznych te-
matow: od probleméw wyrazonych w tytule ksigzki po bardziej metodologiczne:
dedukcje, formalizacj¢ oraz zwiazana z nig teori¢ definicji — definicje a aksjoma-
ty, definicje a eksplanacje, definicje kontekstowe, niesprzeczno$¢ a istnienie,
dowody niezalezno$ci, definiowanie nowych i starych terminow.

Frege fundamentalnie nie akceptowal budowy systemu w oparciu o system
aksjomatow, w ktorych wystepuja niezrozumiale symbole. Jesli pierwotne zda-
nia teorii maja by¢ prawdziwe, to — jak podkreslat — nie moga by¢ niezrozumia-
te. Przekonanie, ze one ,,w sposdb uwiktany” okreslaja znaczenie niejasnych
terminow, byto dla niego nie do zaakceptowania. Odrzucat mozliwos¢ jednocze-
snego traktowania wypowiedzi jako twierdzen i definicji: twierdzenie wzbogaca
nasza wiedz¢ i wymaga dowodu, definicja okre§la znaczenie stowa, jest tylko
pewnym zalozeniem, jak bgdzie ono rozumiane. W matematyce jej celem jest
skrocenie rozumowan: wprowadzenie nowego znaku, ktéory ma miec t¢ sama re-
ferencje i tresé jak pewien zespot wyrazen juz znanych'. Z tego punktu widzenia
w zasadzie nie moze mie¢ zadnego poznawczego znaczenia. Jak wyraznie pod-
kreslat — poznawcza warto$¢ definicji nie jest wigksza niz prawa tozsamosci a=a.

' Frege zmieniat swoj poglad na relacje miedzy definiendum a definiensem: od tozsamosci tresci

(sensow) w: Begriffsschrifi, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen
Denkens, po identycznos$¢ zakresoéw w: Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch-mathe-
matische Untersuchung iiber den Begriff der Zahl.



