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Wprowadzenie

W analizie portfelowej wedlug teorii Markowitza [6], [7] strukturg efek-
tywnych portfeli papieréw wartosciowych ustala si¢ na podstawie optymalnego
rozwiazania zadan maksymalizujacych stopg zwrotu przy danym poziomie ry-
zyka lub minimalizujacych ryzyko przy danej wielkosci stopy zwrotu. W niniej-
szej pracy wskazane zostana przypadki, w ktorych takie postgpowanie nie pro-
wadzi do wygencrowania portfela efektywnego. W ostatniej czesci autorka
wprowadzi odpowiednia modyfikacj¢ do pierwotnej postaci modeli optymaliza-
cyjnych, dzigki ktorej uzyskiwane rozwigzania wskazuja zawsze strukture port-
feli efektywnych. Okazuje si¢, ze poza wymieniong cecha, skorygowane modele
maja jeszcze dwie inne cenne zalety.

Portfel efektywny i granica efektywna

Rozpatrzmy strategic inwestycyjne polegajace na zakupie papicrow warto-
sciowych. Kazdy zestaw takich walorow nazywa¢ bgdziemy portfelem papie-
réw warto$ciowych.

Rys. 1. Zbior mozliwych portfeli
Zrodio: [3].
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Na rys. 1 przedstawiono zbidr punktow, ktdérych wspédlrzedne sa rowne od-

chyleniu standardowemu stop zwrotu () 1 oczekiwanej stopie zwrotu (R), wy-
znaczonym dla réznych mozliwych portfeli'. Tylko gérna cz¢s¢ luku tego zbio-
ru, zwana granica efektywna (ang. Efficient frontier), wskazuje strategie Pareto-
optymalne (niezdominowane), czyli takie, ktore dla danego poziomu ryzyka
maja najwyzsza stope zwrotu, lub takie, ktore dla danego poziomu stopy zwrotu
maja najnizsze ryzyko’.

f(Y) f2(Y) £(Y)

I N I A

£,(Y) fi(Y) fH(Y)

a) fi(Y)—max, £(Y)—max b) fi(Y)—max, £(Y)—min ¢) fi(Y)—min, £(Y)—min

Rys. 2. Postac krzywej z rozwiqzania efektywnymi
Zrodto: Opracowanie wlasne

Nachylenie granicy efektywnej jest dodatnie, poniewaz minimalizowane
jest tylko ryzyko zwigzane z inwestycja. Na rysunku 2 pokazano postaé krzywej
obrazujacej rozwigzania efektywne dowolnego problemu decyzyjnego dla po-
zostalych kombinacji kierunkdéw optymalizacji dwoch kryteriow.

Punkty granicy efektywnej mozna wygenerowaé rozwiazujac zadania (1)-
(3) lub (4)-(6) dla réznych poziomoéw wyrazu wolnego (por. [6], [7], [11]).

I. Decydent minimalizuje ryzyko towarzyszace strategii inwestycyjnej, mierzo-
ne np. odchyleniem standardowym (S), przy czym zainteresowany jest stopa
zwrotu rowng R*:

S(Y) — min (1)
R(Y)=R’ (2)
YeD ®)

! Zgodnie z klasyeznym podejsciem Markowitza jako miare ryzyka przyjmuje si¢ whasnie odchy-
lenie standardowe stop zwrotu lub wariancje stop zwrotu [6], [7], [9], [10].

Zob. www.knmf.agh.edu.pl/Docs/Teoria%20portfela®20-%20J.Dzieza.pdf lub
http:/free.polbox. pl/m/motte/kepx.htm
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II. Decydent dazy do realizacji jak najwyzszej stopy zwrotu, godzac si¢ na ry-
zyko rowne S

R(Y) — max (4)
S(Y)=8* ()
YeD (6)

gdzie:

Y=[1, 5, ... Vml" — wektor dopuszczalnych udzialéw m waloréw w portfelu.
Wektor Y jest dopuszczalny, gdy suma udzialéw waloréw wchodzacych w

sklad portfela jest rowna jeden. Jezeli zastosowanie krotkiej sprzedazy jest nie-

dozwolone, to dodatkowo nalezy przyjac, iz udzialy sg nieujemne [2], [4]. Po-

nadto inwestor moze nalozy¢ jeszcze inne restrykcje dotyczace udzialéw po-

szczegolnych papieréw wartosciowych.

Granica efektywna a dyskretny problem decyzyjny

Jezeli zamierzamy rozwiagzaé¢ problem, w ktérym zmienne yy, ¥s, ..., J,, mO-
ga przyjmowac wartosci z pewnego skonczonego zbioru, to istnieje duze praw-
dopodobienstwo, ze dla wielu réznych pozioméw R’ lub S? zadania (1)-(3) lub
(4)-(6) beda sprzeczne.

Dlatego tez w niektdrych opracowaniach mozna znalez¢ modele optymali-
zacyjne, w ktorych warunek jest przedstawiony w postaci nierdéwnosci®:

I. Decydent minimalizuje ryzyko towarzyszace strategii inwestycyjnej, mierzo-
ne np. odchyleniem standardowym (S), przy czym zainteresowany jest stopa
zwrotu rowna przynajmniej R°:

S(Y) — min (7)
R(Y)>R* (8)
YeD C))

II. Decydent dazy do realizacji jak najwyzZszej stopy zwrotu, godzac si¢ na ry-
zyko nie wyzsze niz S%:

R(Y) — max (10)
S(Y)<§! (11)
YeD (12)

Modele (7)-(9) oraz (10)-(12) mozna potraktowaé jako jednokryterialne
zadania pomocnicze dwukryterialnego problemu wyjsciowego, w ktorych to

3 Por. [12].
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jedno kryterium zostato wybrane jako cel gléwny, a drugie — jako cel drugo-
rz¢dny (poboczny)*,

Zastandwmy si¢, czy rzeczywiscie kazde optymalne rozwigzanie zadan
(7)~(9) oraz (10)-(12) wchodzi w sklad granicy efektywnej zbioru mozliwych
portfeli.

Rozwazmy nastepujaca sytuacj¢. Inwestor stara si¢ ustali¢c udzialy akeji
wchodzacych w sklad portfela trzyskladnikowego. Oczekiwane miesigczne
stopy zwrotu akgji spolek A, B, C wynosza odpowiednio 7%, -5% 1 10%. Wa-
riancje stop zwrotu sa rowne 4(%)°, 6(%)° i 5(%)’, a kowariancje stop zwrotu
dla poszczegolnych par papierow wartosciowych wynosza 0(%)%, 3(%)° i 4(%)’.
Inwestor zamierza przeznaczy¢ dokladnie 50% swojego kapitalu na zakup trze-
ciego waloru. Pozostale 50% nalezy zainwestowaé w akcje spolki A 1 B, przy
czym, ze wzgledu na ujemna oczekiwang stope zwrotu, akcje spotki B moga
podlegaé krotkiej sprzedazy (maksymalnie 50% wartosci kapitalu poczatkowe-
g0). Udzialy akcji spolek A 1 B moga zmienia¢ si¢ co 10%. Inwestorowi zalezy
na minimalizacji ryzyka mierzonego wariancja i na oczekiwanej stopie zwrotu
réwnej co najmniej 6,1%.

Przeanalizujmy portfel o udzialach 30%, 20% 1 50% 1 obliczmy jego ocze-
kiwanga stopg¢ zwrotu £(r,) oraz wariancj¢ v, na podstawie ponizszych wzorow:

E(r,) =3 E()x,. (13)
v, =2vx +25 £ covlrnxx, (14)
i=1 k=lizk+l

gdzie:

m — liczba waloréw w portfelu,

E(r;) — oczekiwana stopa zwrotu i-tego papicru wartosciowego,

x; — udzial i-tego waloru w portfelu,

V; — wariancja zwigzana z i-tym papierem wartosciowym,

cov(ry, 1;) — kowarlancja pomigdzy stopami zwrotu akcji k-tej oraz i-tej spolki.
Oczekiwana stopa zwrotu wynosi 6,1%, zatem jest to portfel dopuszczalny,

gdyz spelnia ograniczenie zadania. Ryzyko portfela mierzone wariancja jest

rowne 3,55 (%)°. Skoro nie istnicje portfel o jeszcze nizszym ryzyku nawet

* Mozliwos¢ ustalenia pewnego podzbioru pelnego zbioru rozwiazan niezdominowanych, poprzez
rozwigzywanie zadania dla réznych wartosci progowych kryterium drugorzednego, jest charakte-
rystyczna nie tylko dla analizy portfelowej, lecz dla kazdego innego zagadnienia wielocelowego
(por. [13, 5.129]).
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wtedy, gdyby pominigty zostat warunek dotyczacy wymaganej minimalnej sto-
py zwrotu, to mozemy by¢é pewni, iz otrzymany plan jest optymalnym rozwig-
zaniem zadania (7)-(9). W rozpatrywanym przyktadzie minimalizowana jest
wariancja stop zwrotu, a nie odchylenie standardowe. Wiadomo jednak, ze od-
chylenie standardowe jest pierwiastkiem wariancji, zatem minimalizujgc wa-
riancje, zmniejszamy jednocze$nie warto$é¢ odchylenia standardowego.

OcenAmy efektywnos$¢ analizowanego portfela. Rys. 3 przedstawia wszyst-
kie mozliwe portfele, jakie mozna byto wygenerowa¢ przy zatozeniu, ze nie
obowigzuje warunek zwigzany z oczekiwang stopg zwrotu. Dodatkowo zazna-
czono badany portfel.

W ykres pokazuje wyraznie, ze badany portfel nie lezy na granicy efektyw -
nej. Istnieje bowiem portfel o tym samym, najnizszym ryzyku, ktéorego oczeki-
wana stopa zwrotu wynosi az 7,3%. Udziaty akcji spétek w tym portfelu sa
rowne 40%, 10% i 50%.

Skoro optymalne rozwigzanie zadan pomocniczych (7)-(9) i (10)-(12) mo-
ze byé¢ nieefektywne dla wyjsSciowego zadania dwukryterialnego, to sprébujmy

ustali¢ przyczyny, dla ktérych tak sie dzieje.

Rys. 3. Zbiér mozliwych portfeli dla rozpatrywanego przyktadu
Zrédto: Opracowanie whasne

Po pierwsze, sytuacja ta moze mie¢ miejsce, gdy rozpatrywany problem
ma charakter dyskretny. W zaprezentowanym przyktadzie skoAczony byt zbior

dopuszczalnych warto$ci udziatéw poszczegdlnych akcji w portfelu. Z dyskret-
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nym zagadnieniem mamy réwniez do czynienia wtedy, gdy zmienna decyzyjna

jest liczba walorow w portfelu’.

Po drugie, takie zjawisko mozna zaobserwowaé wowczas, gdy wartosci
progowe parametrow R’ lub S7 sa ustalane na odpowiednio zbyt niskim lub zbyt
wysokim poziomie.

Po trzecie, ryzyko wygenerowania portfela nieefektywnego pojawia si¢
tylko wtedy, gdy w zbiorze portfeli dopuszczalnych znajduja si¢ dwa portfele o
minimalnej wartosci wariancji 1 r6znych stopach zwrotu badz dwa portfele o
maksymalnej oczekiwanej stopie zwrotu 1 roznych wariancjach.

Modyfikacja modeli optymalizacyjnych w zagadnieniach dyskretnych

Aby optymalne rozwiazania zadan (7)-(9) 1 (10)-(12) wskazywaly jedno-
czesnie udzialy portfeli efektywnych, wystarczy jedynie dokona¢ drobnych
modyfikacji w modelach optymalizacyjnych:

I. Decydent minimalizuje ryzyko towarzyszace strategii inwestycyjnej, mierzo-
ne np. odchyleniem standardowym (), oraz maksymalizuje wiclokrotnos¢ wy-
maganej minimalnej oczekiwanej stopy zwrotu R%:

S(Y)—p— min (15)
R(Y)=pR* (16)
p=1 (17)
YeD (18)

II. Decydent dazy do realizacji jak najwyzszej stopy zwrotu i do minimalizacji
czgsci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka S%

R(Y)-d — max (19)
S(Y)=ds’ (20)
0<d<l1 (1)
YeD (22)

gdzie:

p — wielokrotnos¢ wymaganej minimalnej oczekiwanej stopy zwrotu,

d — czg$¢ maksymalnego dopuszczalnego ryzyka mierzonego odchyleniem.
Przy okazji warto doda¢, ze modele (15)-(18) oraz (19)-(22) przypominaja

czg$ciowo tzw. zadanie programowania celow (ang. Goal Programming)’, w

5 Por. [8].
8 Zob. [1]1 [5].
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ktérym to do poszczegdlnych warunkéw wprowadza si¢ zmienne dystansowe,

bedace réwniez elementem funkceji celu. W naszym przypadku wystarczyloby
przykladowo zastapi¢ wzory (15)-(16) zaleznosciami (23)-(24):
S(Y)—0 — min (23)
R(Y)-o=R" (24)
gdzie:
o — nieujemna zmienna dystansowa mierzaca odchylenie in plus.
Zmienna o odpowiada wyraZzeniu (25):
(p—DR". (25)

Analiza i ocena zaproponowanych modeli.

Rozwiazujac problem analizowany we wstgpie pracy, na podstawiec zada-
nia (26)-(32) otrzymujemy nast¢pujace udzialy: 40%, 10%, 50%.

JAX2 +6x2 +5x. +6X,X, +8X,X, —p—> min (26)
7x, —5x,+10x_ =6.1p 27

pz1 (28)

X, +X, +x,=1 (29)

X, €{0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9.1} (30)

X, € {~0.5,-0.4,-0.3,-0.2,-0.1,0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5} (31)
X, =0.5 (32)

Wartos$¢ parametru p wynosi 1,1967 1 oznacza, ze oczekiwana stopa zwrotu
wygenerowanego portfela jest o prawie 20% wyzsza od wymaganej. Z analizy
przeprowadzonej wezesniej wiadomo, ze portfel o wlasnie takiej strukturze jest
efektywny.

Na podstawic powyzszego przykladu nalezy stwierdzi¢, ze dzigki rozwia-
zaniom zadan (15)-(18) 1 (19)-(22) mozna okresli¢, o ile procent warto podnies¢
badz obnizy¢ dana warto$¢ progowa, aby rozwigzania zadan (7)-(9) 1 (10)-(12)
byly lepsze. T¢ informacj¢ mozna odczytac¢ dzigki zmiennym p i d.

Na koniec rozpatrzmy jeszeze jedng sytuacje. Jest 28 lipca 2008 roku. In-
westor zamierza stworzy¢ portfel zlozony z akeji spdlek KRUK 1 PKNORLEN.
Wartos¢ portfela ma wynosi¢ dokladnie 10000 zl, a tego dnia notowania sa
nastepujace: 14 1 36 zt. Inwestor wyznaczyl oczekiwana dzienng stopg zwrotu (-
0.0036623; 0.004328) i wariancje (0.004; 0,000437) poszczegdlnych walorow
na podstawic wszystkich notowan lipcowych (20 sesji). Portfeli o wartosci
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10000 zt jest tylko 40 (zaktadamy, ze krotka sprzedaz jest niedopuszczalna),
gdyz w pozostatych portfelach liczba akcji przynajmniej jednej spétki jest nie-
catkowita (rys. 4).

W przypadku tego problemu strukture portfela efektywnego mozna wyge-
nerowac korzystajagc nawet z modeli (7)-(9) lub (10)-(12), gdyz w zbiorze
przedstawionym na rys. 4 nie ma:

- dwdoch lub wiecej portfeli o najmniejszej wartosci wariancji i réznych

stopach zwrotu,

- dwoch lub wiecej portfeli o najwiekszej oczekiwanej stopie zwrotu i

réznych wariancjach.

Zastosowanie zmodyfikowanych modeli optymalizacyjnych ma jednak
nadal sens. Zat6zmy, ze inwestor nie dysponuje informacjg o stopie zwrotu i
wariancji wspomnianych 40 portfeli.

Rys. 4. Zbiér mozliwych portfeli o catkowitej liczbie waloréw spétek KRUK i
PKNORLEN

Zrodto: Opracowanie wiasne

Zainteresowany jest maksymalizacjg oczekiwanej stopy zwrotu, przy czym
wariancja portfela nie powinna przekroczy¢é 0.00039(%)2 (&1=0.019748%).
Rozwigzujac odpowiednie zadanie na podstawie modelu (10)-(12) dochodzimy
do wniosku, ze tak postawiony problem jest sprzeczny. Korzystajac natomiast z
modelu (19)-(22) z wytaczeniem warunku (21) mozemy uzyskac jednoczesnie
nastepujgce informacje:

- parametr d wynosi 1.005500313,

- parametr d jest wyzszy od jednosci, a wiec problem jest sprzeczny,
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— aby zadanie mialo rozwiazanie, maksymalna warto$¢ odchylenia
standardowego powinna by¢ wicksza od podanej o przynajmniej 0.55%
(5= 0.019857%),

—  przy wariancji rownej 0.0003943(%)* (S= 0.019857%) udzialy akcji w
portfelu wynosza odpowiednio 0.1036 (74 akcje spolki KRUK) i
0.8964 (249 akcji spolki PKNORLEN),

— oczekiwana stopa zwrotu portfela o powyzszej strukturze jest roéwna
0.0037.

Przyklad ten pokazuje, ze w przypadku zadania sprzecznego, modele (7)-

(9) 1 (10)-(12) daja decydentowi tylko informacj¢ o tym, Ze problem nie posiada
rozwigzania. Z kolei modele (15)-(18) 1 (19)-(22) bez ograniczen (17) 1 (21)
umozliwiaja w takiej sytuacji:

— ustalenie minimalnego wzrostu badz spadku wyrazu wolnego, koniecz-
nego dla sformulowania zadania posiadajacego rozwiazania dopusz-
czalne,

— wyznaczenie struktury portfela o odpowiednio zmienionych parame-
trach,

— wygenerowanie struktury portfela efektywnego.

Konkluzje praktyczne

W pracy zaproponowano dwa modele optymalizacyjne. Dzigki nim inwe-
stor moze generowac strukturg portfela efektywnego nawet w przypadku sfor-
mulowania problemu dyskretnego.

Zaprezentowane zadania maja jeszeze dwie inne zalety. Korzystajac z tych
modeli inwestor otrzymuje bowiem informacj¢ o tym, o ile wartosci progowe
(57 lub R powinny byé obnizone badz podwyzszone, aby:

— uzyskane rozwiazania byly lepsze (4. aby portfel byl efektywny),

— postawiony problem nie byl sprzeczny.
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STRESZCZENIE

Celem artykulu jest analiza przypadkdéw, w ktorych optymalne rozwigzania zadan

maksymalizujacych stope zwrotu przy danym poziomie ryzyka lub minimalizujacych

ryzyko przy danym poziomie stopy zwrotu, nie wskazuja udzialow portfeli efektyw-

nych. To zjawisko jest charakterystyczne dla dyskretnych zagadnien rozpatrywanych w

analizie portfelowej. Autorka proponuje pewna modyfikacje warunkow i funkeji celu
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wyjsciowych modeli optymalizacyjnych, dzigki ktorej wygenerowane portfele optymal-
ne sq jednoczesnie portfelami efektywnymi.

ON THE WAY OF EFFICIENT PORTFOLIOS’ GENERATING.
SUMMARY

The goal of this article is to discuss cases when optimal solutions of models
maximizing the rate of return at a given level of risk and models minimizing the risk at
a given level of rate of return do not enable to generate efficient portfolios. This phe-
nomenon appears when discrete portfolio problems are considered. The author shows
how to modify constraints and the objective function in the models mentioned in order

to guarantee the efficiency of each optimal solution.

Translated by H. Gaspars-Wieloch
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