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JERZY MARCINKOWSKI
RYZYKO SEKWENCYJNYCH TRANSAKCJI FINANSOWYCH

Wstep

Ryzyko zwiazane z inwestycja w instrument finansowy utozsamia si¢ z
nieprzewidywalnos$cig jego ceny lub stopy zwrotu. Stopien nieprzewidywalno-
sci ocenia si¢ analizujac wartosci statystycznych miar zmiennosci rozkladu
empirycznego wyznaczanego na podstawic finansowego szeregu czasowego.
Do najczgsciej wykorzystywanych miar naleza odchylenie standardowe 1 wa-
riancja. Warunkiem wiarygodnej oceny stopnia nieprzewidywalnosci jest nie-
zmienniczo$¢ wzglgdem czasu procesu stochastycznego opisujacego ewolucje
w czasie warto$ci lub stopy zwrotu instrumentu finansowego, ktorego obser-
wowany szereg jest realizacja.

W analizie portfelowej zaklada si¢, ze ryzyko inwestycji w instrument fi-
nansowy jest jednoznacznie okreslone przez wlasnosci szeregu notowan tego
instrumentu. Zalozenie to nic jest uzasadnione w przypadku zdecydowanej
wigkszosci transakcji finansowych. Po pierwsze, transakcje kupna/sprzedazy
dokonywane sa wielokrotnie. Pokazemy, ze w takim przypadku empiryczne
rozklady ceny instrumentu finansowego oraz $redniej ceny transakcji sg rozne.
Oznacza to, ze statystyczne miary zmiennosci szeregu nie pozwalaja na prawi-
dlowe oszacowanie ryzyka zwigzanego z sckwencja transakcji. Po drugie, w
wigkszosci przypadkow inwestor dysponuje swoboda momentu zawierania
transakcji, co pozwala na zmniejszenie zmiennos$ci $redniej ceny sekwencji
transakcji w poréwnaniu z pojedyncza transakcja. W artykule ograniczymy si¢
do rozpatrzenia pierwszego przypadku, zakladajac, ze transakcje sa dokonywa-
ne ze z gory okreslong czgstotliwoscia. Pokazemy, ze dla prawidlowej oceny
wielkosci ryzyka niezbgdna jest znajomos¢ wybranych charakterystyk szeregu
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czasowego cen instrumentu finansowego oraz niezmienniczo$¢ w czasie proce-
su, ktérego szereg ten jest realizacja.

Pomiar ryzyka dla sekwencji transakeji

W klasycznej analizie ryzyka pomija si¢ mozliwos$¢ zastapienia jednej
transakcji ich ciagiem oraz nie rozwaza si¢ wplywu takiego zabiegu na ryzyko
zwigzane z rozlozona w czasie transakcja. Pokazemy, ze taka operacja moze
przyczyni¢ si¢ do redukcji ryzyka. W wielu przypadkach zabieg ten jest zreszta
niezb¢dny, gdyz ograniczona plynno$¢ rynku sprawia, ze dokonanie jednej du-
zej transakcji jest niecelowe lub niewykonalne. Niecelowos¢ wynika z faktu
podwyzszania ceny instrumentu finansowego przy zakupie i obnizaniu przy
sprzedazy w warunkach malej plynnosci, co obniza zyskownos¢ operacji, czgsto
podwazajac jej sens.

Przez seckwencj¢ transakcji bedziemy rozumieé ciag transakcji przeprowa-
dzanych w kolejnych momentachl,2,... Analizujac konsekwencje zastapienia
jednej transakcji ich ciagiem najpierw rozwazymy przypadek, kiedy ceny in-
strumentu finansowego dane sa przez zaleznos¢ deterministyczna, uogdlniajac
nastepnie wyniki na przypadek, kiedy sa one dane przez pewna klas¢ procesow
stochastycznych'.

Przypadek deterministyczny

Analiz¢ przeprowadzimy dla trendu deterministycznego, procesu autore-
gresyjnego oraz wahan sezonowych danych przez sinusoide, rozwazajac za-
chowanie si¢ procesu w momentach 7+1,...,# +k, co pozwala na poréwnanie
wlasnosci jednej transakeji z ciagiem £ transakcji, nastgpujacych w kolejnych
momentach czasu. Bgdziemy zaklada¢, ze w ramach kazdej z £k transakeji
czastkowych dokonujemy zakupu tej samej liczby jednostek instrumentu finan-
sowego’. Przyjecie tego zalozenia sprawia, ze wlasnosci statystyczne, takie jak
srednia cena sekwencji transakcji oraz jej odchylenie standardowe, zaleza wy-

! Procesem stochastycznym nazywamy zbior {X,.ze T’} zmiennych losowych indeksowany przez

zbior T,T c R . Zbioér T okre$la przedzial czasu, dlatego zmienna t nazywana jest zmienng cza-
sowa. Jezeli t moze przyjmowac tylko wartos$ci catkowite, to proces stochastyczny jest okreslany
mianem procesu dyskretnego, natomiast gdy ¢ przyjmuje dowolne warto$ci ze zbioru T - proce-
sem ciaglym. Szeregi czasowe traktujemy jako realizacje procesu stochastycznego.

2 Uzyskane wyniki mozna zastosowa¢ do sekwencji transakeji sprzedazy.
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lacznie od wlasnosci procesu generujacego przebieg ceny, a nie od struktury
(wielkosci) transakcji czastkowych.

Niech X, = at + B3, gdzie X, oznacza ceng instrumentu finansowego w mo-
mencie 7. Srednia cena sekwengji transakcji zawieranych w momentach t + 1,

..., t+k jest rowna:

§=oc(t+1)+[3-;oc(t+k)+[3=a(t+%j+ﬁ’ (1)
a wariancja (bgdaca swego rodzaju artefaktem):
Dz(X):LE{(X_g)ZzL%{ a.j+B_a.[t+ﬂj_B 2= (2)
k=1 k—1in 2

Zmienno$¢ ceny dla transakcji sekwencyjnej (ale nie sredniej ceny dla se-
kwencji, ktora jest zdeterminowana) wynika z wlasnosci procesu i nie stanowi
konsekwencji oddzialywania zmiennej losowej®. Wariancja cen transakcji
czastkowych dana przez (2) jest rosnaca funkcja £ . Wzory na $rednig 1 warian-
cj¢ mozna latwo wyprowadzi¢ dla innych, najcz¢sciej spotykanych funkcji
trendu. Poniewaz nie wnosi to nic istotnego w sensic metodycznym do naszych
rozwazan, zagadnienie to pomijamy.

Dla procesu deterministycznego X =pX, . Srednia i wariancja sa odpo-
wiednio rowne”:

e x o Llipx, :p(%’)x (3)

3 Wynika stad, ze nalezy dokladnie odroznia¢ zmiennosé od nieprzewidywalnosci. Zmienno§é
implikuje nieprzewidywalno$¢ w przypadku procesoéw stochastycznych. W rozpatrywanym przy-
padku zmienno$¢ nie implikuje nieprzewidywalnosci (ryzyka). Historyczna zmienno$¢ w prawi-
dlowy sposob mierzy zmienno$¢, jeZeli proces cen jest stacjonarny w $redniej. Proces stocha-
styczny jest stacjonarny w Sredniej, jezeli E(Xt)= m, t=0,%1,+2,... W przypadku relatywnie
krotkich przedzialow czasowych przyjmuje sig, ze procesy stopy zwrotu akeji sg stacjonarne w
$redniej, co oznacza, ze ich ceny rosng w przyblizeniu wykladniczo. Dla szeregdw stop zwrotu o
duzej czestotliwosei (w szezegdlnosei notowan $roddziennych), nie udaje si¢ odrzuci¢ hipotezy o
stacjonarno$ci szeregu stop zwrotu w Sredniej. Za stacjonarnos$cia przemawiajg takze wzgledy
merytoryczne. Za powstawanie trendéw odpowiedzialne sg czynniki oddzialujace przez dluzsze
okresy. W przypadku stosunkowo krotkich przedzialdw czasu ich oddzialywanie mozna uznaé za
zaniedbywalnie mate.

* Zapis ten ukazuje mechanizm powrotu procesu do $redniej. Jezeli |p|<1, to dla |Xt_1|>0 R
X <X
do 0.

, co oznacza, ze X, dazy w zaleznosci od znaku o, monotonicznie lub oscylujaco
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: . p(l-p*) X; «f ,_pll-p*) (4
D*(X)= X, - X : b — .
=P g o0
Dla |p|<1 |, PN=P") ( ) — - z czego wynika ze w granicy (4) jest réwne
k—eo
X; 5
k-1)-(-p)

W przypadku zmian okresowych =sin(ot), 0= 21 gdzie T oznacza
t > T

okres, srednia 1 wariancja sa rowne

<=1 $sin(o ) 3)
D)= 5 sinolt+ ) Ssin(o-) ©

Niewlasciwe dobrane odstepy migdzy transakcjami mogg niepotrzebnie
obniza¢ srednig ceng transakcji®, a odpowiednio dobrana czgstotliwos¢ transak-
¢ji zmnigjsza wariancj¢ do 0.

Przypadek stochastyczny

Rozwazmy obecnic stochastyczna wersj¢ rozpatrywanych procesow de-
terministycznych. Niech X, = at + B + €. Srednia cena jest rowna:

§=oc(t+1)+[5+oc(t+k)+[5 1 tiz—: of 1 K+ +B+1 tiks (7)
2 k =t 2 j=t+l
a wariancja ceny sekwencji transakcji (nicuwzgledniajaca struktury kowarian-

cyjnej szeregu):

SDla |p| <1 X,=pX,dazydoOdla t >e .Dla —1< <0 proces przyjmuje wartosci ujemne.

Jezeli proces ma opisywac ewolucje ceny w czasie wystarczy przyjac, ze rozpatrywany proces
jest indukowany przez proces Y; = pY;_;, gdzie E(Y;)=m >0, t=1,..., gdzie m jest wystarcza-
jaco duza liczba dodatnia.

® Uzasadnia to proby identyfikacji okresowych zmian cen za pomocq analizy widmowej. Badania
empiryczne przeprowadzone na polskim rynku kapitalowym wskazuja na ograniczone mozliwo-
$ci zmniejszenia ryzyka w oparciu o wyniki analizy spektralnej. Wynika to z nieistnienia dobrze
wyrazonych skladowych okresowych. Na periodogramach cen i stop zwrotu wigkszoscei akeji
widoczne sa jedynie stabe wyrazone i do$¢ rozmyte maksima mocy widma, zob. [3; 4].
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;ik[oc'ﬁﬁﬂj— [Hﬂj gLy I: (8)

k;-m
1 t+k . k+1 1/ tx :
= N j—t— e, - Se ]|
k—ligl[ [J 2 j+£’ k(igls’n

Ze wzoru (7) wynika, ze rozklad sredniej ceny transakcji w przypadku nie-
zaleznosci zmiennych €, bedzie na mocy twierdzenia Lindeberga-Levy'ego da-
zyl do rozkladu normalnego. Z (8) wynika, ze wariancja ceny transakcji czast-
kowych zalezy od stopnia skorelowania zmiennych losowych €, 1 jest podobnie
jak w przypadku deterministycznym rosnaca funkcja k£ 7. Przy zalozeniu, ze &
maja rozklad normalny N(0, G), srednie odchylenie od trendu ma rozklad nor-
malny, ktérego odchylenie standardowe jest rowne £ - Jo.a wigc jest mniejsze
od warunkowego odchylenia standardowego od trendu D(X,,, / X,) réwnego
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6. W przypadku skorclowania zmiennych zmnicjszenie odchylenia bedzie
mniejsze. Jezeli o przyjmuje warto$¢ ujemna, zastapienie jednej transakcji ich
ciagiem powoduje obnizenie przecigtnej ceny®.
Rozwazmy teraz proces X; = pX,, + &. Wartosci procesu w kolejnych
momentach czasu wyrazaja si¢ wzorami:
=pX, +¢&,,-
X, =plpX, e, Ve, =p'X, +pe

t+1 t+2 ?

k
Xt+k = p(pX+k—1t + 8t-*-k—l)-i- t+K = p X + p 8H—l + p 8t+2 +..t+ 8H—k :

Srednia procesu jest rowna;

_ X 1 . .
=—zp1+k(zp e, +Zp ‘e +. +et+k)

=+l Ft+3

)

7 Ujmujac rzecz bardziej precyzyjnie wraz ze wzrostem & wzrasta tylko cze$é wariancji, za ktora
odpowiedzialny jest trend deterministyczny. Wariancja bedaca efektem oddziatywania skltadnika
losowego maleje. Tylko ta czgs$¢ transakeji jest miara nieprzewidywalnosci. Mozliwosei zmniej-
szania ryzyka sa ograniczone nie tyle przez wplyw skladnika losowego ale brak niezmienniczoSci
W czasie procesu opisujacego ewolucje w czasie wartoscei instrumentu finansowego.

8 Ryzyko zwiazane z przeprowadzeniem ciagu transakeji utozsamiamy z odchyleniem standardo-
wym $redniego odchylenia od trendu, a nie odchyleniem standardowym wartosci procesu od
warto$ci $redniej procesu w rozpatrywanym przedziale. Pomiar ryzyka nie uwzgledniajacy struk-
tury procesu, tj. polegajacy na wyznaczeniu odchylenia standardowego na podstawie odchylen od
$redniej, a nie od trendu, prowadzi do niemoZnosci prawidlowej oceny korzysci wynikajacych z
zastapienia jednej transakeji ich ciggiem. W przypadku trendu deterministycznego tak rozumiane
ryzyko jest rosnaca funkeja liczby transakeji.
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z czego wynika, ze rozbicie transakcji na cigg transakeji powoduje spadek ryzy-
ka, gdyz odchylenie standardowe sredniej procesu maleje ze wzrostem £ , 1 to

tym szybciej, im skladniki losowe sa mniej skorelowane’. Jest wigc ono mniej-
sze od ryzyka pojedynczej transakcji. Zwigkszenie odstepéw miedzy transak-
cjami, wplywajac na zmniejszenie skorelowania zmiennych, umozliwia uzyska-
nic wickszego spadku ryzyka transakcji sekwencyjnej w pordwnaniu z transak-
cja pojedyncza (o ile proces jest niezmienniczy wzgledem czasu w przedziale o
wystarczajacej dlugosci)’’. Przy wyznaczaniu odchylenia standardowego sred-
niej znajduje zastosowanie uwaga odnoszaca si¢ do wyznaczaniu tych wielkosci
w przypadku trendu.

Najwigksze korzysci z zastapienia jednej transakeji ich ciagiem odnosimy
w przypadku, gdy skladniki resztowe nie sa skorelowane. W przypadku skore-
lowania zmiennych ich $rednia bgdzie cechowaé si¢ wickszym od O'/ Jk od-

chyleniem standardowym.

Rozlozenie transakcji w czasie sprawia, ze jej srednia cena bedzie bardziej
skupiona wokol sredniej ceny instrumentu, niz cena tego instrumentu w przy-
padku dowolnego, wystarczajaco skupionego wokol $redniej rozkladu''. Naj-
wigksze zmniejszenie dyspersji uzyskamy dla niezaleznych cen. Wynika to
bezposrednio ze slabego prawa wielkich liczb. Istotnie, dla dowolnych dodat-
nich liczb ¢ 1 J istnieje taka liczba naturalna N, ze dla kazdego n =2 N

(X1+...+Xn <8j>1—8. (10)

Z nieréwnosci tej wynika, ze dla dostatecznie duzej liczby skladnikow lo-
sowych mozemy wartos¢ oczekiwang m oszacowac przez srednig arytmetyczng
wartosci tych skladnikéw z prawdopodobienstwem bliskim jednosci (wickszym
niz 1-0) tak, ze blad oszacowania bgdzie mniejszy od €. Kolejna korzyscia
jest asymptotyczna zbieznos$¢ rozkladu $redniej ceny transakcji niezaleznie od
rozkladoéw &, do rozkladu normalnego (jezeli spelniony jest warunek Lindeber-

P —m)

® W przypadku braku skorelowania sktadnikow losowych

19W praktyce istotne jest znalezienie kompromisu miedzy iloscia transakeji a czestotliwoseia ich
dokonywania. Intuicja podpowiada, ze procesy opisujace ewolucje wartosci instrumentéw finan-
sowych moZna uzna¢ za niezmiennicze w czasie tylko w pewnych przedziatach; nie mozna wigc
dowolnie zmniejsza¢ czgstotliwosei transakcji w celu zmniejszenia ich skorelowania, gdyz pro-
wadzi to do zmniejszenia ich liczby.

! Rozklad musi by¢ wystarczajaco skupiony wokoél $redniej z uwagi na koniecznosé spelnienia
warunku Lindenberga, zob. 1; 2].
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ga'?). Rozklad sredniej ceny transakcji (zarowno dla procesu X, = ot + B+¢& w

przypadku niezaleznosci € jak i1 procesu X, = pXy; + & dla p = 0) bedzie wige
bardziej symetryczny niz rozklad ceny instrumentu finansowego, co jest istotne
dla adekwatnego pomiaru ryzyka. Jezeli przedzial czasu, w ktorym dokonujemy
ciggu transakeji jest pomijalnie krotki w poréwnaniu z okresem inwestycji, to
stopa zwrotu z inwestycji bedzie asymptotycznie dazy¢ do rozkladu logaryt-
miczno-normalnego.

2T 4rednia i wa-

W przypadku zmian okresowych y _ sin(ot)+¢,, o=

riancja sg rowne:

§=ét_§ (sin((;)-j)+£j) (1)
D%X):ﬁfik (sin((o- e -i $ (sin(o>- j)+e, )j (12)
— | j=t+l j=t+l

Ryzyko akcji a ryzyko transakeji

Oznaczmy przez sa 1 sg ryzyko akcji A 1 B mierzone odchyleniem standar-
dowym skladnika losowego ceny kazdej z akcji. Niech §, 1 §, oznaczaja ry-
zyko transakcji sekwencyjne] mierzone odchyleniem standardowym $redniej
ceny transakcji. Dla transakcji jednokrotnej ryzyko mierzone odchyleniem stan-
dardowym ceny jest okreslone przez sai sp. Jezeli procesy opisujace ewolucje w
czasie cen akcji sa stacjonarne w sredniej, to dla kazdej z akcji oczekiwane ceny
transakcji jednokrotnej 1 sckwencyjnej beda rowne. Relacja migdzy ryzykiem
akcji (rownym ryzyku transakcji jednokrotnej) a ryzykiem transakcji sekwen-
cyjnej zalezy od dlugosci sekwencji, schematu autokorelacji oraz wartosci
wspolczynnikow autokorelacji. W ogoélnym przypadku nie zachodzi wigec im-
plikacja s, <5, —s, <5, , gdyz szybkos¢ spadku odchylenia standardowego
sredniej ceny w funkcji £ zalezy od wartosci wspolczynnika autokorelaci.

Jezeli zalozenie o stacjonarnosci ceny w sredniej nie jest spelnione, to po-
rownywanie akcji (portfeli) nie jest mozliwe na podstawie jednego kryterium,
tj. kryterium minimalizacji ryzyka stopy zwrotu'®. W celu poréwnania, ktora z
akgcji jest "lepsza" w przypadku transakcji jednokrotnej, a ktora transakcji se-

12
Zob. [1; 2].

13 Jezeli przedzial czasowy jest krotki w stosunku do czasu inwestycji, to wplyw wydhuzenia

czasu trwania inwestycji na stopg zwrotu mozemy pomingc.
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kwencyjnej, konieczne jest posluzenie si¢ dwuczynnikowa funkcja uzyteczno-

$ci, ktoérej argumentami sa stopa zwrotu 1 ryzyko. Dla proceséw niestacjonar-
nych w $redniej, oczekiwane ceny dla transakcji jednokrotnej 1 sekwencyjnej sa
rézne, rézne zatem beda tez stopy zwrotu.

Zmniejszenie odchylenia standardowego ceny transakcji wplywa na obni-
zenie odchylenia standardowego stopy zwrotu z inwestycji. Jezeli stopa zwrotu
wyznaczana jest wedlug wzoru:

P =P (l+r) (13)
to jest ona rowna
X
r=5 -1 (14)
P

0
gdzie Py 1 P; oznaczaja ceny akeji na poczatku 1 koncu inwestycji. Jezeli przyj-
miemy zalozenie, ze czas realizacji sekwencji inwestycji jest (bardzo) krotki w
poréwnaniu z czasem trwania inwestycji, to stosujac (14) latwo mozemy — w
przypadku stacjonarnosci w $redniej zmian ceny — oceni¢ wplyw rozlozenia
transakcji w czasie na ryzyko inwestycji mierzone odchyleniem standardowym
stopy zwrotu.

Podsumowanie

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze rozklad ceny instrumentu finan-
sowego rozni si¢ od rozkladu $redniej ceny sekwencji transakcji. Z punktu wi-
dzenia inwestora nie wszystkie wlasnosci szeregdw cen instrumentdéw finanso-
wych sg réwnie istotne. Najpowaznicjszym problemem wydaje si¢ autokorela-
cja, w szczegolnoscei, jezeli zanika ona wolno w funkcji czasu. Wowczas zasta-
pienic jednej transakcji ich sekwencja jest nie tylko malo efektywne z punktu
widzenia zmniejszenia wariancji, ale nie prowadzi takze do otrzymywania roz-
kladoéw sredniej ceny transakcji o pozadanych wlasnosciach, w szczegodlnosci
cechujacych si¢ symetrig. Jezeli autokorelacja szybko zanika w funkcji czasu, to
nawet asymetria rozkladu cen, czy tez zgrupowania zmiennosci, nic wydajaq si¢
by¢ istotnym problemem. Analiza dokonana w pkt. 3 wskazuje, badanie jakich
wlasnosci cen instrumentow finansowych jest istotne z punktu widzenia inwe-
stora, ktory dysponuje swoboda wyboru momentu zawierania transakcji kupna i
sprzedazy 1 moze zastapi¢ jedna transakcje ich sekwencja. Najistotnicjsza jest
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stacjonarno$¢ w $redniej ceny instrumentu finansowego oraz szybkosci zaniku
autokorelacji w funkcji czasu.

Dla minimalizacji ryzyka zwigzanego z inwestycja w instrument finansowy
nie sg konieczne efektywne procedury prognozowania, jezeli tylko istnieje moz-
liwos¢ zastapienia jednej transakcji ich sekwencja. Dla inwestora bardziej nie-
bezpieczny jest brak niezmienniczosci procesu opisujacego ewolucje w czasie
wartosci instrumentu finansowego, niz brak precyzyjnych prognoz'.
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STRESZCZENIE

Przedmiotem analizy jest ryzyko sekwencyjnych strategii finansowych. Ryzyko
finansowe zazwyczaj utozsamia si¢ ze zmiennoscia historyczng szeregu czasowego cen
lub stop zwrotu instrumentu finansowego. Warunkiem wlasciwego pomiaru wielkosci
ryzyka jest stacjonarnos¢ w sredniej procesu opisujacego ewolucje wartosci instrumentu
finansowego w czasie. Nawet wtedy utozsamianie ryzyka rozumianego jako nieprzewi-
dywalnos¢ ze zmiennosciq szeregu w wigkszosci przypadkdéw nie jest zasadne, gdyz
transakcje finansowe majq z reguly charakter sekwencyjny. Rozklad sredniej ceny se-
kwencji transakcji odbiega od rozktadu ceny pojedynczej transakcji. Ryzyko sekwencji
transakcji jest rézne od ryzyka pojedynczej transakcji. Dowodzi sig, ze dla oceny wiel-
kosci ryzyka podstawowe znaczenie ma typ procesu stochastycznego a ryzyko wigze si¢

14 Analiza ryzyka w przypadku portfela wykracza poza ramy artykutu.
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przede wszystkim z brakiem niezmienniczo$ci tego procesu w czasie, a nie z ograniczo-

nymi mozliwosciami prognozowania.
RISK OF SEQUENTIAL FINANCIAL STRATEGIES
SUMMARY

In the paper risk of sequential financial strategies is investigated. Financial risk is
usually identified with historical volatility of a time series of prices or returns. The sto-
chastic process describing evolution in time of prices or returns should be stationary in
the mean. Even then identifying the risk understood as a lack of predictability with
volatility of a time series is not justified because financial transactions are sequential by
nature. The average price of a sequence of transactions has a distribution which differs
from that of a transaction price. As a result the risk of a sequence of transactions is
different from that of a single transaction. It is proved that for assessing the risk it is
important that the type of a stochastic process is time invariant. Limited prediction abil-
ity is of lesser importance.
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