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Wstep

Prawidlowa odpowiedZ na pytanie czy wiedza odnosnie zmiennych finan-
sowych z pewnego rynku finansowego moze by¢ przydatna w prognozach krét-
koterminowych innych zmiennych finansowych na tym samym lub innym ryn-
ku jest bardzo wazna nie tylko z punktu widzenia badaczy, ale przede wszyst-
kim z punktu widzenia samych uczestnikéw rynku (Gallant i in. [1992]). Moz-
liwos¢ prognozowania i jako$¢ prognoz jednej zmiennej za pomoca inngj
zmienng] (zmiennych) zaleza od stopnia zaleznosci migdzy nimi.

Zalezno$¢ pomigdzy zmiennymi na rynkach akcji lub pomigdzy rynkami
akcji moze by¢ mierzona za pomoca zmiennych takich jak stopy zwrotu, ich
zmienno$¢ oraz wielko$¢ obrotdw poszczegolnych spolek lub indeksow tych
rynkow. Najczescie] zaleznos¢ jest mierzona za pomoca wspolczynnika korela-
cji liniowej Pearsona, a takze wspolczynnikow korelacji rangowej Spearmana i
Kendalla. Wymienione miary korelacji dwoch zmiennych sa w przypadku ryn-
kéw finansowych wysoce niedoskonale. Wspolezynnik korelacji liniowej jest
zdefiniowany tylko dla zmiennych o skonczonych wariancjach. Fakt ten powo-
duje istotne problemy w przypadku rozkladéw z cigzkimi ogonami. Ponadto
niezalezno$¢ dwoch zmiennych losowych implikuje nieskorelowanie, ale z bra-
ku korelacji nie wynika niezalezno$¢. Jedynie w przypadku wiclowymiarowego
rozkladu normalnego brak korelacji jest rownowazny niczaleznosci. Badacze
stusznie podkreslaja tez, ze korelacja liniowa nie jest miara odporng. Obserwa-
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cje nietypowe moga bowiem znacznie zmienia¢ jej wartos¢. Ponadto korelacja
nie wykazuje niezmienniczosci wzgledem transformacji nieliniowych.

Mimo malego skorelowania nicktdrych gieldowych rynkéw akeji kryzysy
finansowe 1 zalamania rynkowe maja tendencje do rownoczesnego wystepowa-
nia na rynkach réznych krajow. Badacze podnosza wielka rol¢ zmian zaleznosci
pomigdzy rynkami w czasie 1 struktury zaleznosci, ktore moga zmniejszy¢ lub
zwigkszy¢ korzysci inwestora (ryzyko) wynikajace z dywersyfikacji w porow-
naniu do sytuacji z obowiazujacym rozkladem normalnym. Powyzsze uwagi
teoretyczne dotyczace niedoskonalosci korelacji jako miary zaleznosci w pelni
potwierdzaja — jeszcze niepublikowane — badania empiryczne autorow tej pracy,
wykonane na bazie danych z gléwnych gield europejskich.

W dotychczasowych badaniach empirycznych koncentrowano sie gléwnie
na zaleznosciach roéwnoczesnych (ang. confemporaneous relationship) na ryn-
kach krajowych (prace Rogalskiego [1978], Smirlocka i Starksa [1988], a takze
praca przegladowa Karpoffa [1987]). Oprécz zaleznosci rownoczesnych badano
tez zaleznosci dynamiczne typu przyczynowego (ang. causality) z wykorzysta-
niem metodologii zaproponowanej przez Grangera (Granger | 1969], Hiemstra i
Jones [1994], Chordia i Swaminathan [2000]). Analizie dynamicznych zalezno-
sci migdzy najwigkszymi rynkami akeji (gieldy nowojorska, londynska 1 tokij-
ska) jest poswiecona m.in. praca Lee 1 Rui [2002]. Za pomoca metodologii
Grangera autorzy doszli do wniosku, Zze zmienne finansowe gieldy nowojorskiej
maja istotny wplyw na wartosci zmiennych finansowych z gieldy londynskiej i
tokijskiej.

Innym podejsciem stosowanym w badaniach empirycznych jest obliczanie
korelacji warunkowej, szczegolnie tzw. ,rolling correlation” (wspolczynnik
korelacji Pearsona obliczany w dynamicznym oknie). Wada takiego podejscia
jest to, ze obserwacje, ktdre biora udzial w estymacji maja rowne wagi, pozosta-
Ie maja oczywiscie wage rowng zero. Poza tym wykazano, ze korelacje warun-
kowe przy warunku duzych zmian cen lub wielkosci obrotéw sa wyzZsze niz
analogiczne wartosci tych korelacji przy malych zmianach cen lub wielkosci
obrotow (tzw. “correlation breakdown™). Okazuje si¢, ze nawet, gdy obowiazuje
rozklad normalny dla wartosci danego szeregu czasowego wiclkosci wspol-
czynnika korelacji warunkowej sa wyzsze w ,,burzliwych” fazach rozwoju ryn-
ku niz w fazach ,,spokojnych”. Aby uwzgledni¢ mozliwa w czasie zmiennos¢
korelacji warunkowej Engle rozwinal stosowny model nazywany w skrécie
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DCC (ang. dynamic conditional correlation, zobacz Engle [2002]). Poza tym
okazalo sig¢, Ze strukturg zaleznosci migdzy zmiennymi dobrze wyjasniaja tzw.
kopule, szczegdlnie kopule dynamiczne.

Jak juz wspomniano wyzej zaleznosci pomigdzy gieldami europejskimi 1
gieldg nowojorska, a w kilku przypadkach takze gielda tokijska byly juz przed-
miotem badan empirycznych (zob. Lee 1 Rui [2002]). Autorzy tej pracy nie
natkneli si¢ jednak na badania w tym zakresie dotyczace dynamicznie rozwija-
jacych sig 1 nalezacych do $wiatowej czolowki pod wzglgdem kapitalizacji gield
azjatyckich. Celem artykulu jest zbadanie zaleznosci dynamicznych pomigdzy
indeksami dwoch najwigkszych gield azjatyckich, tzn. tokijskiej 1 Hong-Kongu
oraz poréwnanie wskazan zastosowanych metod oceny tych zaleznosci za po-
mocg modelu DCC 1 kopul dynamicznych.

W kolejnej czgsci pracy zostana krédtko przypomniane podstawy teoretycz-
ne modelu DCC, pojecie kopuli. W dalszej czgsci scharakteryzowano dane i1
omoOwiono wyniki obliczen. Pracg konczy krotkie podsumowanie. Wszystkie
tabele 1 rysunki sg opracowaniami wlasnymi.

Model dynamicznej korelacji warunkowej (DCC)

Zalézmy, ze dysponujemy k-wymiarowym wektorem reszt 7,, ktorego
laczny rozklad jest normalny o wartosci oczekiwanej réwnej zero oraz warun-
kowej macierzy wariancji i kowariancji H,, czyli

n|3,, ~N@OH). (1)

Macierz H, zapisujemy w postaci H, =DRD,, gdzic D, jest k-
wymiarowg diagonalng macierza warunkowych odchylen standardowych (czyli
na i-tym miejscu diagonali znajduje si¢ /4, ), natomiast R, jest macierza wa-
runkowych korelacji (Bauwens 1 in. [2006], Bollerslev [1990], Embrechts 1 in.
[2002], [2003], Osinska [2006]). Parametry modelu dynamicznej warunkowej
korelacji (Engle [2002], Engle 1 Sheppard [2001]) szacowane sa w dwdch eta-
pach (metoda najwigkszej wiarygodnosci). W pierwszym szacujemy warunko-
we wariancje wektora 7, =[r,,,7,,,....F,]. Model GARCH(F,Q,)dla i-tej

skladowej tego wektora zdefiniowany jest nastgpujaco:

B Q
hit :wi +z(xiprit27p +ZBiqhit—q’ 1:1’2”k (2)
p=1 q=1
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W drugim etapie szacujemy parametry modelu DCC(M,N), ktorego struk-
tura jest opisana roéwnaniami

0 =0-2.0,-2 )0+ @, &)+ 250, )
R, = Qti QtQt7 > 4)

gdzie Q jest bezwarunkowa macierzg wariancji 1 kowariancji zestandaryzowa-

nych reszt otrzymanag w pierwszym kroku estymacji, natomiast Ql* jest diago-

nalna macierza skladajaca si¢ z pierwiastkow kwadratowych elementdéw leza-
cych na przekatnej macierzy Q, (macierzy warunkowych wariancji 1 kowariancji
zestandaryzowanych reszt). Za pomoca tego modelu mozemy zaréwno oszaco-
wa¢ korelacj¢ jak 1 wyznaczy¢ jej prognozy.

Kopule jako miary zaleznosci

Kopula jest wiclowymiarowa dystrybuanta z jednostajnymi na przedziale
[0,1] rozkladami brzegowymi. Scisla definicje kopuli mozna znalezé np. w Nel-
sen [1999], Embrechts i in. [2002], Patton [2006]. Ponizej przedstawiono nie-
zbgdne definicje oraz podstawowe twierdzenia 1 wlasnosci. W kolejnej czgsci
oméwimy kopule, ktérych parametry nie zmieniaja si¢ w czasie. W nastgpnej
czescl pracy przedstawiono modyfikacj¢ wprowadzona przez Pattona [2006],
czyli warunkowe kopule dynamiczne.

Kopule o stalych parametrach w czasie
Podstawowym twierdzeniem w teorii kopul jest wynik Sklara:
Twierdzenie 1. Niech H bedzie laczna dystrybuanta z rozkladami brzegowymi
I 1 F, . Wtedy istnieje kopula C taka, ze dla wszystkich x, 1 x, w R
H(xlaxz) = C(Fi (xl )an(xz )). %)
Jesli I, 1 I, sa ciagle, to kopula C jest jedyna; w przeciwnym wypadku,
C jest jednoznacznie wyznaczona na Ranl| X Ranl, . I na odwrot, jesli C jest
kopula oraz /] 1 [, sa dystrybuantami brzegowymi, to funkcja H zdefiniowana

wyzej jest laczng dystrybuanta z brzegami /1] oraz F, .
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Charakteryzacja 1. Niech H bedzie dystrybuanta o brzegach /1 1 F), oraz
niech C bedzie kopula. Wtedy dla wszystkich (u,,u,) z [0,1]* zachodzi

C(”l :uz) = H(Fl_l (”1): Fz_l (”2)) (6)
W literaturze wymienia si¢ trzy specjalne typy kopul. Kopulg
I(u,,u,)=uu, nazywa si¢  kopula  niczaleznosci.  Funkcje

W(u,,uy)=max(u; +uy, —1,0) i M(u,,u,)=min(u,,u,) sa nazywane
ograniczeniami Frécheta-Hoeffdinga. Reprezentuja one odpowiednio doskonala

ujemng 1 doskonala dodatnia zaleznos¢. Zatem dla kazdej kopuli C zachodzi
podwojna nierownos¢ okreslona nastgpujaco:

Wuy,uy) < Cluy,uy ) < M(uy,u,y). (7

Za pomoca kopul mozna modelowa¢ zaleznosci w ogonach rozkladow. Za-
leznosci w prawym 1 lewym ogonie sa mierzone za pomocg wskaznikow poda-

nych nizej.

Definicja 1. Jesli istnicje dla dwuwymiarowej kopuli C granica
lim 1= 2e tCww) Ay (8)
ult 1-u

to C wykazuje zalezno$¢ w gornym ogonie, gdy A, € (0,1] i niezaleznos¢, gdy
A, =0 Jesli dwuwymiarowa kopula C spelnia warunek
lim S _ AL 9)

ul0 u
to dla A, € (0,1] ma miejsce w dolnym ogonie zaleznos¢ dwoch zmiennych

losowych, zas dla A, =0 zmienne losowe sa niezalezne w dolnym ogonie.

Podstawowa klasg kopul stanowia tzw. kopule eliptyczne, do ktorych nale-
za kopula Gaussa oraz f-kopula. W praktyce modelowania zaleznosci czgsto
przydatne sa tzw. kopule Archimedesa uwzgledniajace ewentualny brak syme-
trii zaleznosci w ogonach. Osobna klas¢ stanowi kopula Placketta. Kopule Ar-
chimedesa bazuja na pojeciu funkcji pseudoodwrotnej (p[_l] (pojecie to jest wy-
jasnione np. w Nelsen [1999]).
Twierdzenie 2. Niech (p[_l]quzie funkcja pseudoodwrotng do ¢. Niech
C:[0,1]> —[0.,1] bedzie funkcja dana przez

Cluy,u,) =0" M (9(u)+9(u,)). (10

C jest kopula wtedy 1 tylko wtedy, gdy @ jest wypukla.
Funkcja ¢ jest nazywana generatorem kopuli.
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W artykule wykorzystane zostang kopule Archimedesa takie jak kopula
Claytona, Gumbela oraz zsymmertyzowana kopula Joe-Claytona (SJC) (patrz
Patton [2006]). Wigcej szczegdlow dotyczacych kopul wykorzystanych w obli-
czeniach (definicje, zakres parametrow, wspolczynniki zaleznosci w ogonach)
mozna znalez¢ w pracach Nelsena [ 1999] oraz Pattona [2006].

Warunkowe kopule dynamiczne

Ze wzglgdu na latwos¢ interpretacji wynikdéw przedstawimy dwie dyna-
miczne kopule, ktoére zostana wykorzystane w artykule. Kopula Gaussa jest
opisana nast¢pujacym rownaniem:

(W) (v) 1 2.9 2
Cu,v|p)= J. — oxp (T _rsz+s drds (11)
L 2ma-p?) 2(1-p*)

Dynamika parametru p, ktdry charakteryzuje zaleznos¢ bedzie opisywana

przez rownanie

- I _
p, =A(wp +B,0. +ocpij§1d> '(u, )P 1<v[j>} (12)

gdzie A =tanh(x/2). Zsymetryzowana kopula Joe-Claytona jest mieszanka ko-
pul Joe- Claytona (.. Opisuje ja rownanie:
Cue (v |1, 1) =0,5C, e (u,v]| T, ) +Cd—ul-v|t', T +u+v-D1)  (13)
Parametry kopuli 77,7" sa jednoczesnie wspolczynnikami zaleznosci w
ogonach. Ich dynamikg¢ opisuja nastgpujace rownania;

1 k
’C:J ZA((,OU +BUTU1’1+OLU EZ}'ul*j_Vl*j |J: (14)
=

k
" =A[mL +B. T oy %wa Vi |J (15)
=1

gdzie A jest transformacja logistyczna.

Charakterystyka danych

W pracy rozwazono szeregi logarytmicznych stdp zwrotu indeksow
NIKKEI225 oraz HANG SENG (wyrazone w procentach). Okresem notowan
jest okres od 2002-01-04 do 2007-11-15 (zawiera 1340 obserwagcji). Tabela 1
przedstawia statystyki opisowe. wymienionych szeregdw czasowych.
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Bezwarunkowy wspoélczynnik korelacji Pearsona (obliczony na podstawie
calej proby) wynosi 0,5487. Wspoélczynnik korelacji Kendalla wynosi 0,3671
(oba obliczone wspdlczynniki sg statystycznie istotne).

Dla kazdego z szeregdw przeprowadzono testy na stacjonarnos¢ (rozsze-
rzony test Dickey’a-Fullera oraz test Phillipsa — Perrona). Szeregi stop zwrotu
sa zintegrowane 1(0).

Przed przystapieniem do szacowania modeli wektorowej autoregresji, do-
konano wyboru opdznienia na podstawie testu ilorazu wiarygodnosci oraz kry-
terium informacyjnego Schwarza-Bayesa.

Tabela 1. Statystyki opisowe stop zwrotu indeksow

NIKKEIL HANG SENG
$rednia 0,0397 0,0131
odchyl.stand. 1,1141 1,2829
kurtoza 1,9799 1,0965
sko$no$é -0,0277 -0,2169
minimum -5,1383 -5,5695
pierwszy kwartyl -0,5164 -0,6923
mediana 0,0533 0,0323
trzeci kwartyl 0,6277 0,7862
maksimum 5,7587 5,7352

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Wyniki badan empirycznych
Wyniki obliczen dla modelu DCC

Wybrano rzgdy opoznien, ktoére gwarantowaly brak statystycznej istotnosci
autokorelacji reszt (w procesie testowania wykorzystano test Ljunga-Boxa). Do
reszt modelu VAR zastosowano test Engle’a do wykrywania heteroskedastycz-
nosci w szeregach czasowych. Test ten potwierdzil, ze reszty modelu cechuje
niestalo$¢ wariancji w czasie. Do modelowania zmiennosci wariancji reszt za-
stosowano modele GARCH(1,1) (do estymagcji i testowania wszystkich modeli
wykorzystano program MATLAB z toolboxem UCSD GARCH autorstwa
Kevina Shepparda):

h, =0+ (xiri?—l +Bhy (16)

(i=1 — model dla NIKKEI225, i=2 — model dla HANG SENG).
Wryniki estymacji przedstawia tabela 2.
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Tabela 2 Wyniki estymacji jednowymiarowych modeli GARCH(1,1)

parametr « a b «2 » 2 b2
00268 00837 09025 00118 00509 09411
(00117)  (0,0183)  (0,0183)  (0,0069)  (0,0100)  (0,0121)
Zrédko: opracowanie wiasne.

wartosé

Ponowne zastosowanie testu Engle’a do zestandaryzowanych reszt i testu
Ljunga-Boxa (do kwadratow zestandaryzowanych reszt) potwierdzito przy-
puszczenie, ze szeregi podlegajg procesom GARCH(1,1). Przed przystapieniem
do modelowania dynamiki w warunkowych korelacjach za pomocg modelu
DCC przeprowadzono test (Engle, Sheppard, [2001]) na stato$¢ korelacji.

Rys. 1. Wykres dynamiki korelacji z modelu DCC (pozioma, przerywana linia oznacza
bezwarunkowg korelacje)
Zrédto: opracowanie Wiasne.

Punktem wyj $cia do przeprowadzenia testu jest oszacowanie modelu CCC
(ang. constant conditional correlation) Bollersleva (w praktyce oznacza to, ze
macierz Rt w réwnaniu Ht = DtRtDt jest statg w czasie macierzg korelacji R).

Test odrzuca hipoteze zerowg o statosci korelacji. Oszacowano wiec model
DCC(1,1):
Q: =(- a- b)Q +a(erser1)+bQH ()

Wyniki badania zalezno$ci zapomoca kopul
Wyniki estymacji pieciu ,,najlepiej” dopasowanych kopul z parametrami
niezmiennymi w czasie przestawia tabela 3. Wida¢, ze tL>tv. W procesie

estymacji kopul dynamicznych wykorzystano rézne poziomy opdznieri k (od 1
do 15). Opierajac sie na kryterium informacyjnym BIC otrzymano dwie najle-
piej dopasowane kopule: kopule SJC (k=8) oraz kopule Gaussa (k=13).
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Tabela 3. Wyniki estymacji kopul

kopula a ti. tu BIC
i-Studenta 05483 11,3370 0,dBlS 0,0815 482,737
SIC 02898 03939 0,3939 0,2898 -478,617
Normel 0,545 0 0 -473,26
Chrécony Guntel 1531 0,4307 0 -466,861
Plackett 54920 0 0 -442,206

Zrédko: opracowanie wiasne.
Tabela 4 przedstamia parametry oszacowanych kopul.
Tabela 4. Estymatory parametréw wyznaczonych kopul

Kopula Gaussa

Pararmetr w an bn
WartosC 0,027 0173 2150

BIC 4944

Kopula SIC

Pararetr Ou a,, Q aL bj
Wartos¢ -1,901 -1,003 413 1623 6,258 -1,453

BIC -49%5,2

Zrédto: opracowanie Wiasne.

Rys. 2 przedstawia wykresy zmian parametrow kopul warunkowych (SJC
oraz Gaussa, odpowiednio). Jak wynika z pranej czesci rys. 2 zaleznosci dyna-
miczne podlegajg istotnym zmianom przy czym sg one wieksze w dolnym ogo-
nie niz w prasym VWynika stad, ze prawdopodobienstwo wystgpienia rowno-
czesnego zatamania na obu rynkach jest wieksze niz prawdopodobieristwo
réwnoczesnej hossy.

Rys. 2. Dynamika parametrow TU,t (wykres lewy) orazparametru P (wykres prawy),
przerywane linie w srodku oznaczajg wielko$¢ korelacji statycznych
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Podsumowanie

Przeprowadzone badania wykazaly wysoka przydatnos¢ nowoczesnych na-
rzgdzi (modelu DCC 1 kopul dynamicznych) do badania zaleznosci pomiedzy
indeksami gieldowymi, a posrednio zaleznosci pomigdzy dwoma najwickszymi
azjatyckimi rynkami akcji. Z badan wynika, Zze warunkowa korelacja dyna-
miczna bedaca miara zaleznosci jest istotna, ale podlega znacznym fluktuacjom
w czasie. Wyniki badan zaleznosci uzyskane za pomoca DCC 1 kopul dyna-
micznych sg zblizone jakosciowo. Mimo braku korelacji w pelnym zakresie
zmienno$ci dwoch szeregow finansowych, moze istnie¢ zalezno$¢ wartosci
najmniejszych (czyli w lewym ogonie) i/lub zaleznos¢ wartosci najwigkszych
(czyli zaleznos¢ w prawym ogonie).

Stwierdzenie zaleznosci w ogonach lub wykazanie ich braku jest wazne z
punktu widzenia inwestora. Silna zalezno$¢ w lewym ogonie wskazuje na to, ze
w okresie bessy spadki sa na obu rynkach rownoczesnie 1 dywersyfikacja port-
fela na tych dwoch rynkach jest nieskuteczna czyli nie uchroni inwestora przed
strata ani teZ nie zmnigjszy jej rozmiardw. Z obliczen za pomoca kopul wynika
wigksza zaleznos$¢ obu indeksow w lewym niz w prawym ogonie. Oznacza to
mi¢dzy innymi, ze w wypadku spadku indeksu na jednej z rozwazanych gield
prawdopodobienstwo spadku na drugiej z nich jest wigksze niz prawdopodo-
bienstwo wzrostu gdyby mialy mi¢jsce wzrosty na pierwszej z gield.
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STRESZCZENIE

Celem artykulu jest zbadanie zaleznosci, gléwnie dynamicznych, pomigdzy dwo-

ma najwigkszymi indeksami azjatyckimi NIKKEI225 i HANG SENG oraz porownanie

wynikdéw zastosowania modelu korelacji dynamicznej (DCC) i kopul, w tym warunko-

wych kopul dynamicznych. Okazalo si¢, ze obie metody daly podobne wyniki. Kopule

dynamiczne wskazuja na znaczne fluktuacje zaleznosci obu indekséw w czasie, szcze-

g0

Inie w ogonach. Daje si¢ jednak zaobserwowa¢ wigksza zalezno$¢ w lewym niz w

prawym ogonie.
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MODELOWANIE DYNAMIKI ZALEZNOSCI ...

MODELLING OF THE DYNAMIC DEPENDENCE BETWEEN THE
MAIN ASIAN INDEXES

SUMMARY

In this paper, dependencies, especially dynamic, between two most important
Asian indexes NIKKEI225 and HANG SENG are presented. There are compared re-
sults of applications of dynamic correlation model (DCC) and results based on copulas,
and conditional dynamic copulas as well. The applied methods supplied similar results.
Our findings indicate that the dependence between both indexes exhibits considerable
time fluctuations, especially in tails. The dependence in lower tail is more pronounced
than that in upper tail.
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