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IMPLEMENTACJA METODOLOGII REGRESJI
KWANTYLOWEJ W ESTYMACJI VAR

Wprowadzenie

Artykul koncentruje sig na mozliwosci zastosowania regresji kwantylowej
w rzeczywistych analizach danych. Poniewaz w danych finansowych mamy
zazwyczaj wysoka asymetri¢ badanych rozktadéw klasyczna regresja nie wy-
znacza dobrych estymatoréw. Nie spelnione warunki modelowania MNK dajq
w rezultacie przeszacowania rzeczywistych wartosci. Wlasnosci przyszlego
rozkladu sa nieznane, badacz nie moze arbitralnie narzuci¢ restrykcyjnych zalo-
zen modelu. To powoduje skierowanie celu badan na poszukiwanie modelu,
ktory bylby odporny na zla specyfikacje modelu. Klasyczny estymator sredniej
oczywiscie jest czuly na obserwacje oddalone od sredniej 1 rosnie blad srednio-
kwadratowy estymacji.

Jedna z najwazniejszych miar zagrozenia ryzyka rynkowego — VaR opisuje
gbrma granic¢ strat w tym sensie, ze przekraczamy ten wyznaczony poziom ze
znanym, z gory ustalonym prawdopodobienstwem . Warunkowa informacja,
ktoéra posiadamy w czasie t, wyznacza warto$¢ VaR w momencie czasu t+h dla
jednej jednostki inwestycji 1 jest uyjemnym kwantylem rzgdu o, dla 0 < o < 1,
warunkowego rozkladu stopy zwrotu inwestycji

VaR{,, =-Q, (1, |F ) =—inf{xeR:P(r,, <x|F )20} (1

gdzie Qu(-) zapisuje kwantyl rzgdu 0., r, jest stopa zwrotu portfela w momencie
czasu t, F; reprezentuje informacje dostgpne w momencie czasu t.

! Praca zrealizowana w ramach grantu nr N111 003 32/0262
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Celem implementacji jednowymiarowych miar bazujacych na definicji

VaR wykorzystywano estymatory warto$ci kwantyli odpowiednio na lewym
ogonie rozkladu stopy zwrotu dla okreslonych ustalonych momentéw w czasie.
Istniejace metody, najbardziej znane podejscia, mozna sklasyfikowaé nastgpu-
jaco: historyczna symulacja wykorzystujaca rozklad empiryczny bazujacy na
(mozliwie przefiltrowanych) przeszlych obserwacjach, metody Monte Carlo czy
metoda wariancji kowariancji [7]. Nast¢pnie parametryczne modele wykorzy-
stujace rozklady stopy zwrotu zawierajace oraz uwzglgdniajace dynamikg
zmiennos$ci oraz modele bazujace na teorii wartosci ekstremalnych w rozkladzie
ogona rozkladu stopy zwrotu. Kolejnym rozszerzeniem metodologii bylo wla-
czenie metod statystyki wiclowymiarowej (Principal Components Analysis) [8,
10] oraz wykorzystanic metod nieparametrycznych [9]. Celem artykulu jest
implementacja wybranych modeli estymacji VaR bazujacych na kwantylowej
regresji [11] modelujacej wartos¢ ustalonego kwantyla, w miejsce calego roz-
kladu.

Estymacja VaR — modele z regresja kwantylowa

Szacowanie wartosci VaR moze w sposob naturalny by¢ powiazane si¢ z
wykorzystaniem regresji kwantylowej. Aby estymowa¢ warunkowe wartosci
kwantyli, szereg czasowy konkretnego kwantyla jest modelowany z wykorzy-
staniem wszystkich dostgpnych informacji. Nie ma zalozen, co do typu rozkla-
du stopy zwrotu. Podstawowa idea tego podejscia to modelowanie warunkowe-
go kwantyla rz¢du o

Qu(r: | Xy) =-VaR, (2)
jako funkcj¢ informacji zawartych w zmiennosci X, € Fyy, 1, jest stopa zwrotu
portfela w momencie czasu t, F; reprezentuje informacje dostgpne w momencie
czasut.

VaR, = - g,(XB) (3)
gdzie go(-;-), wektor parametrow [ zalezy od o. Dobry przyklad trafnej, dobrej
informacji oraz postaci analitycznej funkcjonalu powinien by¢ bliski aproksy-
macji kwantyla w populacji. Koenker i Basset [5] uogolnili regresj¢ liniowa
poprzez przeniesieniec uwagi z warunkowej $redniej na warunkowe kwantyle.
Jak pokazano w Koenker i Portnoy [6], kwantyl z préby mozna wyznaczy¢
jako:
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mm{z ofr, —B\+z 1-o)r, —B\} (4)

BeR
Rozwijajac klasyczne zadanie regresji liniowej Koenker 1 Bassett [5] zde-
finiowali estymator regresji kwantylowej rzedu o jako:

Blow) = mm{ —xt5\+z 1- oc)( x;g\} (5)

BeR¥

gdzie x, jest niclosowym wektorem.
Zadanie minimalizacji zwigzane z regresja kwantylowa jest rtownowazne
nast¢gpujacemu zadaniu programowania liniowego:
min{ol’r" +(1—a)l'r } ©6)
przy ograniczeniach
y=Xb+r +r"
(b,r",r )e R*xR>"
gdzie 1 jest wektorem jednostkowym T wymiarowym.

Klasyczny model regresji liniowej E(vi x;) = b, + x/b; zastapiony zostal re-
gresja  kwantylowa, zmienng objasniang jest kwantyl rzgdu o
Qu (v x) = be(0) + xb;(0). Jezeli bor) nie zalezy od o, model kwantylowy
redukuje si¢ do modelu warunkowej $redniej ze stala wariancja blgdu dopaso-
wania. Jezeli b(a) zalezy od o model specyfikuje wariancje taka, ze kwantyl
rozkladu y, zalezy od x,. To podejscie zawiera rowniez heteroscedastyczne mo-
dele, w ktorych wariancja zalezy od zmiennych niezaleznych. Model kwanty-
lowy jednak odbiega od heteroscedastycznej specyfikacii.

Podstawowym zalozeniem modelu liniowej regresji kwantylowej przenie-

siongj do opisu rynku jest zaleznosé¢ r, :X'tB“ +U,, - Zauwazmy, ze rozklad

blgdu nie jest wyspecyfikowany. Jedynym zalozeniem modelu jest postaé wa-
runkowej funkcji rozkladu kwantyla zapisana nastgpujaco Q,(x[x) =X;Ba (czyli

kwantyl stopy zwrotu portfela r; jest liniowa funkcja ekspozycji stylu) oraz
Qu (X)) =0

Naturalnym rozszerzeniem funkcji celu do ogdlnego mozliwie tez nieli-
niowego przypadku byla propozycja zapisana w pracy Engle’a i Manganelli [2]:

mm{ ofr, + VaR, |+ (1-or, +VaR, ]} 7
T, >—VaR

BeR® r <~ VaR
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Zgodnos¢ 1 asymptotyczna normalnos¢ nieliniowej kwantylowej regresji

dla szeregow czasowych przedstawiono rowniez w powyzszej pracy.

W réwnaniu VaR, = — g,(X;;) mamy zwiazek z warunkowym odchyle-
niem standardowym. Model CAViaR (Conditional Autoregressive VaR) wyko-
rzystuje wartos¢ VaR.; jako zmienng objasniajaca x,, aby adaptacyjnie objac
zaleznos¢ od przeszlej zmiennosci 1 srednigj. Funkcja r.; zawiera odniesienie do
warunkowego kwantyla stopy zwrotu. W bazowym modelu, proces adaptacyjny
nie uczy si¢ na biezacej wartosci stopy zwrotu tak, jak to jest w modelu o abso-
lutnej symetrii CAViaR

VaR, =, +p,VaR _, + Bz‘rt—l‘ ®)

Taki zapis pozwala na to, aby wspolczynnik f3; byl rézny od jednosci oraz
wprowadza wprost odpowiedz na wartos¢ kwantyla w procesie stopy zwrotu,
traktujac w sposob symetryczny efekt wartosci ekstremalnych oraz zmiennos¢.

Implementacja regresji kwantylowej na GPW w Warszawie

Badanie przeprowadzimy dla wybranego zbioru spolek wchodzacych
w sklad indeksu WIG-Media z GPW w Warszawie analizujac dzienne stopy
zwrotu za okres od 15.02.2005 do 28.05.2007. W tym okresie stopa zwrotu z
indeksu rynku WIG wynosila 0.00155 z wariancja 0.00013. W sektorze media,
stopa zwrotu z indeksu WIG-Media wynosila -0.00064 a wariancja 0.00166.
Nie zakladamy rozkladu normalnego a testy statystyczne odrzucily hipotezg
o normalnosci rozkladu.

Czgs$¢ pierwszg analizy przeprowadzamy z wykorzystaniem modelu regre-
sji warunkowego kwantyla rzgdu o wynoszacego 0,01, 0,02 oraz 0,05. Wyniki
estymacji w postaci parametréw modeli zapisano odpowiednio w tabelach 1-3.

Tabela 1. Parametry modeli regresji warunkowego kwantyla rzedu o= 0,01.

AGORA | INTERIA MNI MUZA PWK TVN WSIP

$rednia | -0,00027 | 0,00376 | 000188 | 0,00250 | 0,00201 | 000056 | 0,00097

wariancja | 002239 | 003071 | 004084 | 005021 | 005773 | 0.03953 | 0.01730

b(ct) 0,00758 | -0,04844 | 0,013346 | -0,06072 | -0,02528 | 0,013346 | -0,05771

by () 1,92673 | 0,83278 | 1.922789 | 098046 | 0668955 | 1,922789 | -0,39212

R? 0,79803 | 023353 | 068888 | 044271 | 006868 | 068888 | 00817

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Przylktad zaleznosci w badanym zbiorze, prezentujemy na rys. 1 Zalezno-
Sci nie sg liniowe, wystepuja dodatkowo wartosci ekstremalne. Wartosci niety-
powe powoduja, ze modele majg wspotczynnik determinacji na poziomie Sred-
nim Warto zauwazy¢, ze podniesienie wartosci rzedu kwantyla ma niewielki
wphyw najako$¢ dopasowania modeli.

Tabela 2. Parametry modeli regresji warunkowego kwantyla rzedu a = 0,02.

AGORA INTERIA MNI MUZA PWK TWN WSIP
érednia. -0,00027 000376 000188 000250 000201 000056  0,00097
wariancja 002239 003071 004084 005021 005773 003953 0,01730
b0(@) -0,00818 00314 0003932 -0,0489 -00087 0,003932 -0,04417
bi(a) 1288404 1075607 1654554 1138279 1067315 1,664554 -0,17346
R2 0,763756 034325 0,70231 0466148 028580 0,70231 0,018875
Zrodio: obliczenia wiasne.

Tabela 3. Parametry modeli regresji warunkowego kwantyla rzedu a = 0,05.

AGORA INTERIA  MNI MUZA PWK TWN WSIP
srednia -000027 000376 000188 000250 000201 000056  0,00097
wariancja 002239 003071 004084 005021 005773 003953  0,01730
be(a) -000726 -0,02097 -0,00119 -005802 -0,002 -0,00119 -0,02608
bj(a) 1426364 1127363 1592913 0406906 1355028 1592913 0,171245

R2 056706 0332159 055016 0,037398 0,457588 0550163 0,008299
Zrédho: obliczenia wiasne.

Rys. 1. Regresja kwantylowa dla sp6tki AGORA
Zrodto: badania wiasne

Druga cze$¢ badar to model CAViaR (Conditional Autoregressive VaR) w
odniesieniu do indeksu rynku WIG w tym samym okresie jak poprzednio dla
poziomu ufnosci a wynoszacego 0,01, 0,02 oraz 0,05.
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Tabela 4 Pararretry modelu CAViaR dla WG (a = 0,02).

R2=10,974689 Warto$¢ estymatora Btad standardowy
bo -0,001804 0,000187
bi 0,930714 0,00638
-0,029943 0,005262

., i . b2
Zrodio: obliczeniawkasne
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Model CAViaR wykorzystujac autoregresje rzedu pierwszego miary kwan-
tylowej zachowuje znacznie lepsze dopasowanie pomimo braku liniowosci oraz
nieznajomosci rozkladu. Tak jak w poprzednim modelu podniesienie wartosci

rzedu kwantyla ma niewielki wptyw najakos$¢ dopasowania modeli.

Rys. 2. Regresja kwantylowa w modelu CAViaR dla WIG (a = 0,01).

Zrodio: bedania wasne
Tabela 5 Pararretry modelu CAViaR dla VWG (a =0,02)

R2=0,975378 Warto$¢ estymatora Btad standardowy
b0 -0,001354 0,000157
b1l 0,936098 0,006325
-0,029193 0,004958

b2
Zrodio: abliczenia wkasne
Tabela 6. Pararretry nodelu CAViaR dla WG (a =0,05)

R2=10,943636 Warto$¢ estymatora Btad standardowy
b0 -0,001895 0,000150
b1l 0,873589 0,009021
-0,021248 0,004111

. i . b2
Zrodio: obliczeniawtasne
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Podsumowanie

Celem artykulu byla jest implementacja modeli estymacji VaR bazujacych

na kwantylowej regresji [11]. Wybrano dwa podejscia do modelowania VaR

jedno majace odniesienie do modelu Sharpa, drugie do modeli klasycznej auto-

regresji. Nowe wersje tych podej$¢ omijaja zalozenie normalnosci badanych

rozkladow. Modeluja wartos¢ kwantyla ustalonego rzgdu w miejsce calego roz-

kladu. Prezentowane modele moga by¢ punktem wyjscia do szacowania miar

kwantylowych majacych wlasnosci lepsze niz VaR i1 coraz powszechniej stoso-
wane [1, 3, 6, 12].
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STRESZCZENIE

Artykul koncentruje si¢ na mozliwosci zastosowania regresji kwantylowe;j
w rzeczywistych analizach danych. Poniewaz w danych finansowych mamy zazwyczaj
wysokq asymetri¢ badanych rozktadéw klasyczna regresja nie wyznacza dobrych esty-
matoréw. Nie spelnione warunki modelowania MNK daja w rezultacie przeszacowania
rzeczywistych wartosci w populacji. Celem artykulu jest implementacja wybranych
modeli estymacji VaR bazujacych na kwantylowej regresji [13] modelujacej wartos$¢

ustalonego kwantyla, w miejsce calego rozkladu.

IMPLEMENTATION METHOD OF QUANTILE REGRESSION
AS A METHOD OF ESTIMATION VAR

SUMMARY

In this paper we try to consider a possibility to apply a quantile regression in real
data analysis. In financial data we usually observe a high asymmetry of the probability
distribution and classical regression don’t give a good estimators. We don’t keep as-
sumption of the classical regression and we receive over estimation of the real value.
The main aim of this work is the implementation some of the models of estimations

VaR based on quantile regression.
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