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Wprowadzenie

Podjgcie decyzji inwestycyjne] wymaga sporzadzenia rachunku efektyw-
nosci tej inwestycji (por. K. Jajuga, T. Jajuga (1998). Metody badania efektyw-
nosci projektow inwestycyjnych mozna konwencjonalnie podzieli¢ na statyczne
1 dynamiczne. Metody dynamiczne (dyskontowe) pozwalaja na bardziej precy-
zyjng ocen¢ projektéw inwestycyjnych, poniewaz uwzgledniaja zmiany warto-
sci pienigdza w czasie. W metodach tych kluczem do sukcesu jest trafnosé
przewidywan warto$ci przeplywéw pieni¢znych oraz umiejetnosé okreslenia
wielkosci stop procentowych. Do najpopularniejszych metod dyskontowych
naleza m.in:

1) Wartos¢ Aktualna Netto (Net Present Value — NPV) — metoda ta oparta jest
na obecnegj wartosci wplywdw 1 wydatkdw pienigznych zwigzanych z realizacja
ocenianego projektu inwestycyjnego. Realizowana jest przez dyskontowanie
strumienia pienigznego dla calego okresu trwania projektu. NPV liczymy zatem
zgodnie z nastgpujaca formula (por. Wypycha (1999))
NPV =3 Dt (1)
o (1+71)

gdzie: P, — oznacza przeplyw pieni¢zny w okresie (roku) t, r — stopa dyskonto-

wa, T —horyzont czasowy inwestycji.

Oceniane przedsigwzigcie jest oplacalne o ile NPV > 0. W przypadku se-
lekeji projektow, najwyzsze preferencje uzyskuje projekt z najwigksza NPV,
2) Indeks Rentownosci (Profitability Index — PI) — stanowi uzupelnienie metody
NPV, a ni¢ jej alternatywg. Gdy mamy do czynienia z réznymi wariantami in-
westycyjnymi o réznych nakladach kapitalowych, NPV moze nie stanowi¢ wy-



404
RYNEK KAPITALOWY - SKUTECZNE INWESTOWANIE

starczajacego kryterium wyboru projektu. Wowczas dodatkowo postugujemy
si¢ indeksem rentownosci wyznaczonym na podstawie wzoru
_ NPV (2)
NPV,

N

gdzie:

NPV — oznacza zaktualizowana warto$¢ wplywow pienieznych,
NPVy — oznacza zaktualizowana wartos¢ wyplywow pienigznych.
Zatem otrzymujemy

1‘)t (3)

gdzie:
CF, — stanowi wartos$¢ rocznego przychodu pienigznego w roku t,
N; — stanowi naklady finansowe poczynione w rokut, t=0,1, ..., T.

Wybor wariantu polega na maksymalizowaniu kryterium Indeksu Rentow-
nosci. Dodajmy jeszcze, iz potrzeba wprowadzenia tego rodzaju miary efek-
tywnosci wynika z istnienia tzw. problemow racjonowania kapitatu (capital
rationing). Powstaja one, gdy np. inwestujaca spolka spotka si¢ z istotnym
ograniczeniem natury finansowej powodujacym, iz nie wszystkie akceptowalne
projekty sa mozliwe do realizacji. W tym przypadku zaakceptowane do realiza-
¢ji projekty musza by¢ mocno uzaleznione od ilosci srodkow mozliwych do
zainwestowania, dlatego tez stosuj¢ si¢ tu wzgledne miary efektywnosci takie
jak PI (por. Gajdka, Walinska (1998)).

Klasyczna metoda NPV jest bardzo popularng metoda 1 w praktyce wyko-
rzystywana przy ocenie projektow inwestycyjnych. Jest zalecana m.in. przez
Bank Swiatowy, a literatura przedmiotu zawiera jej wiele uogélnien -patrz np.
Bhattacharya, Thakor (1993), Mishkin (2004) czy Diamond, Rajan (2000)). Co
wigee], NPV >0« PI >1, a wiegc wymienione metody sg jednomyslne w oce-
nie projektéw inwestycyjnych.

Uogélnienie Indeksu Rentownosci — definicja deterministyczna

Klasyczny Indeks Rentownosci (3) traktuje przeplywy pienigzne tak, jakby
nastgpowaly zawsze na koniec roku (okresu) bilansowego 1 dyskontuje je stala
w czasie stopg procentowq. Jest to spore uproszczenie odbiegajace od rzeczywi-
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stosci. Rozwazymy teraz modele, ktére nie posiadaja powyzszych ograniczen
(por. Bialek (2005a), (2005b)).

Model I (czas dyskretny)

Zakladamy, ze oceniamy pod wzgledem oplacalnosci projekt, ktorego re-
alizacja przebiega w czasie [0, T], T € R.. Zalézmy, ze przeplywy pieni¢zne —
oznaczone tu przez P, — pojawiaja si¢ w trakcie realizacji projektu w dyskret-
nych chwilach to, ty, ... t,.

Niech P — oznacza poczatkowy naklad finansowy inicjujacy badany pro-

Jekt. Mamy zatem P, < 0. Zalézmy, ze na podstawie zachowania si¢ rynku

szacujemy zmiany stopy procentowej jako:

() =3r 1y ) 4)

gdzie: I, (¢) jest indykatorem zdarzenia /€ V,, przy czym V, oznaczaja roz-

laczne przedzialy na prostej sumujace si¢ do [0,7].

Wrynika stad, iz w rozwazanym przedziale czasowym stopa zwrotu zmienia
warto$¢ N razy i za kazdym razem, przez pewien czas, utrzymuje stala war-
tos¢. Okresy funkcjonowania poszczegdlnych jej wartosci wyznacza wektor
V.V, V). W szczegblnosci moga to by¢ np. miesiace, przy zalozeniu iz
stopy procentowe ulegaja znaczacym zmianom z miesiaca na miesiac. Czynnik
dyskontujacy mozemy w rozwazanym modelu zapisac jako

v, v, v, tiuik‘v“‘
a(t)y=(1+1)" - A+r) Q) (141, & (3)
gdzie |V,| —oznacza dlugos¢ przedzialu V,, przy czym Zk: |V| <t< lil V]
Oznaczmy:
P :P >0 -P :P <0
prol it Y P = L <Y (6)
©|0:P, <0 0:P >0

Odpowiednikiem definicji (3) jest Uogolniony Indeks Rentownosci zdefi-

niowany nastgpujaco:
¢ R
ﬁ _ i=0 a(ti) (7)
T . P

"x

Fa(t)
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Interpretacja finansowa tej miary jest identyczna jak poprzednio — jedynie
wartosci powyzej jednosci swiadcza o nadwyzce finansowej 1 tym samym opla-
calnosci projektu.

Przyklad 1.

Zalozmy, ze oceniamy projekt, ktorego realizacja trwa 4 lata. Poczatkowy
naklad finansowy wyniost (-100) jednostek pienieznych (np. jednostka ta moze
by¢ 1000 PLN). Zal6ézmy, iz projekt opisany jest nastgpujacymi przeplywami
pienigznymi: {-100, 50, -40, 60, 70}. Zalézmy roéwniez, iz stopa dyskontowa
dla badanego okresu ustalona zostala na poziomie:

()= {rl 1€ [0,2]
1, te(2,4]

Przyjmiemy r, = 0,1 i rozwazymy r, € {0.1,0.11,0.12, 0.13, 0.14, 0.15}.

Zgodnie z (5) funkcja kumulacji pieniadza przyjmuje w tym przypadku po-
sta¢

{(1 +1) te[0,2]
a(t) = .
(I+1)*-(A+r1,) 7 te (2,4]
Po obliczeniach otrzymano wyniki zawarte w tabeli 1:

Tabela 1. Uogoélnione miary efektywnosei w zaleznosci od stop dyskontowych

Poziom stop procentowych
Miara | v 01 | =011 | =012 | =013 | =014 | r=015
r2:O,l r2:O,l r2:O,l r2:O,l r2:O,l r2:O,l
NPV, 5.286 3.803 2357 0.945 -0.433 -1.779
P, 1.039 1.028 1.017 1.007 0.996 0.986

Zrodlo: obliczenia wlasne.
gdzie symbol NPV, oznacza Aktualna Wartos¢ Netto dla tego modelu, liczona
jako:

NPV, = ZP_t (®)
=a(t,)

Wartosci P—]I powyzej jednosci interpretujemy jako oplacalnosé projektu,

co potwierdzaja dodatnie wartosci NPV, w takich przypadkach. Tam gdzie

aktualna wartos$¢ netto odrzuca projekt tam rowniez indeks rentownosci spada
ponizej jednosci. Z tablicy 1 wynika réwniez, 1z graniczna warto$¢ stopy dys-
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kontowej r;, przy ktorej zmienia si¢ ocena projektu, zawarta jest w przedziale

(0.13;0.14). Faktycznie, stosujac metody numeryczne otrzymujemy graniczng
wartos¢ #, =0.13683, dla ktorej PI, =1 oraz NPV, = 0. Uzyskalisémy w ten

sposdb odpowiednik Wewngtrznej Stopy Zwrotu IRR (Internal Rate of Return)’,
ktéra w tym wypadku okreslona jest przez wektor (#,,7,) =(0.13683,0.1) .

Model II (czas ciqgly)

Niech B(f) oznacza calkowite przeplywy pieni¢zne do chwili 7, a wige
zaistniale w czasie [0, 7]. Przyjmijmy, ze B(?) jest funkcja rozniczkowalna na
[0, 7] oraz ustalmy, iz B(0) réwne jest wartosci poczatkowego nakladu finan-
sowego inicjujacego nasz projekt (B(0) < 0). Niech 7 wyznacza horyzont
czasowy dla naszego projektu. Wowcezas wartos¢ wplywu pienieznego jaki na-
stapil w czasie (f —Aft, 1] ma warto$¢

AB(t) = B(t)— B(t — Ar). 9

Niech czynnik dyskontujacy bgdzie funkcja czasu okreslong jak ponizej
(por. Jakubowski, Palczewski, Rutkowski, Stettner (2003))

a(t) =exp(8(t)dt), dla 1€ [0, 7], (10)
o

gdzie O(7) jest tzw. natezeniem (intensywnoscia) oprocentowania.
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia (B’(f)oznacza pochodng funkcji

B@)):
B'(t):B(t)>0 -B(t):B(t)<0
By [FOBO>0 L [FBOBO<0 )
0:B(t)<0 0:B(t)=0
Wobec powyzszych oznaczen Uogolniony Indeks Rentownosci ma postaé:
}Lm dt
PL = o a(t) (12)
o tB- :
_B(0)+ ]2V g
o a(t)
Przyklad 2.

Zalozmy, ze rozwazamy czteroletni projekt o ciaglych przeplywach pie-
ni¢znych okreslonych nastepujaco (jednostka osi OY moze by¢ np. 1000 PLN).
tzn.: B(t) = 5t — 15, T = 4 oraz zal6zmy dla uproszczenia r= 15 %.

"IRR polega na wyznaczeniu takiej stopy dyskontowej r, ktora realizuje NPV(r)=0.
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A zatem nakladem finansowym, ktéry zainicjowal projekt, byla kwota
B(0) =-15 jednostek pienigznych. Szacujac klasyczny Indeks Rentownosci
otrzymujemy wynik PI = 0,95. Z jego punktu widzenia projekt nalezaloby od-
rzuci¢. Tymczasem, stosujac .ciagla® wersj¢ indeksu otrzymujemy
FH =1.02. Interpretacja finansowa jest jednoznaczna - projekt jest akcepto-

walny, gdyz generuje nadwyzke¢ ponad naklady! A zatem bardzo istotnymi sa

tutaj zalozenia wobec regulamosci przeplywow pieni¢znych.
B(t)

=10 F

-15
Rys. 1. Przeplywy pieniezne jako funkcja czasu.
Zrédlo: opracowanie wlasne, pakiet Mathematica 4.1

Uogélnienie Indeksu Rentownosci — definicja stochastyczna

Poprzednie dwa modele nie uwzglgdnialy stochastycznego charakteru stop
procentowych czy wielkosci wplywow pienigznych. Zagadnieniem tym zajmuje
si¢ ponizszy model stochastyczny z czasem ciaglym. Begdziemy zatem obser-
wowa¢ w dowolnych chwilach t € [0, T] nastgpujace zmienne losowe na roz-

wazanej przestrzeni probabilistycznej (2,3, P):
B(t) — laczna wartos¢ przeplywow jakie mialy miejsce do chwili 7,
a(t) — funkcja kumulacji pieniadza w chwili ¢,
B(0) — wartos¢ poczatkowego nakladu finansowego.

Niech F={St} bedzie filtracja wzgledem przestrzeni (Q, 3, P), to zna-
czy 3, stanowi o —cialo podzbiordw Q, przy czym §, 3 < 3J, < 3.
dla 0 <'s < t. Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze 3, = {,Q}. Filtracja
F opisyje, w jakim stopniu informacja zwiazana z zachowaniem rynku znana
jest inwestorowi. Niech 7' — wyznacza horyzont czasowy dla inwestycji. Proces
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stochastyczny B(f) modelujemy nastgpujaco (tzw. proces outflow-inflow —
patrz Koo (1998)):
dB(t) = o(t)dt + B, (1)dW, () + B, (1)dW, () +....+ B, (HdW, (1),  (13)

gdzie: (), B, (1),-...B,, (1) _ sq procesami progresywnie mierzalnymi na
[0,7], {W.(t),1=12,...,m}

sem Wienera (patrz np. Jakubowski 1 inni (2003)).
Zgodnie z definicja rozniczki stochastycznej przyjmujemy dodatkowo

— jest standardowym, " ~wymiarowym proce-

m T T
>Rl (Hdt<es,  floqt)dt <oo. (14)
i=1 ¢ 0
Czynnik dyskontujacy, jako proces stochastyczny, modelujemy nastepuja-
co:
da(t
a(0) _ 5y, (15)
a(t)
gdzie:

O(t)— jest procesem progresywnie mierzalnymi na [0,7'], o skonczonej wa-
riancji dla kazdego 7.

Wobec poczynionych zalozen 1 wprowadzonych oznaczen propozycja sto-
chastycznej wersji Indeksu Rentownosci ma nastgpujaca postac:

o (), o 1BI(1)
= la A ™ 16

B(0)+£ a(t) dt+§)£ a(t) dW. (1)

gdzie:

0:0(t)<0 0:0(t)=0
oo JB®B®>0 o [=B():B(1)<0,
Bi(t)_{OIBi(t)SO Bi(t)_{OIBi(t)ZO

a calki wzglgdem procesu Wienera sa calkami Ito (Jakubowski 1 inni (2003)).
Podobnie jak przy wezesniejszych uogolnieniach wskaznika rentownosci,

o (1) = {oc(t) cou(t) > anc*(t) _ {— ot): at) <0 17

réwniez 1 tutaj wybor projektu inwestycyjnego oparty jest na maksymalizacji
wskaznika £/ | Réznica jednak wobec poprzednich wersji jest dos¢ istotna.

Tym razem miara ta stanowi zmienng losowa, to znaczy mamy: Pl : Q) — R
dla ustalonego T. Dodajmy, iz wartosci wskaznika powyzej jednosci swiadcza o
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efektywnosci projektu. Sa jednak one osiggane jedynie z pewnym prawdopodo-
bienstwem. Ale wlasnie fakt, iz ocena gencrowana przez miare (16) nie ma
charakteru punktowego, lecz za kazdym razem jest to wynik osiagany tylko z
pewnych prawdopodobienstwem sprawia, iz mozliwe jest w takim przypadku
szacowanie ryzyka rozumianego jako zmiennos$¢ tejze miary (zmiennej loso-
wej). Podobne spostrzezenie dotyczy stochastycznej wersji NPV — patrz np.
Bialek (2006). Co wigceej, nawet przy braku aparatu analitycznego mozna takie
ryzyko szacowac dzigki symulacjom Monte Carlo. Jesli tylko umiemy wymode-
lowaé procesy przeplywow pienigznych i kumulacji pieniadza, to mozna — do-
konujac odpowiednio duzo repetycji — przesledzic, jaki odsetek sposrod trajek-
torii procesu Plu (t)nie przekracza jednosci w chwili t = T. Odsetek ten mogl-

by stuzy¢ do oceny ryzyka analizowanego projektu inwestycyjnego.
Przyklad 3.

Przyjmujemy tu, Ze inwestorem jest Bank X, ktory na poczatku roku 2001
rozwaza mozliwos¢ podjecia dwoch dwuletnich projektow inwestycyjnych.
Celowo inwestorem uczyniliSmy bank, a za rozwazany okres przyjelismy lata
2001 - 2003, gdyz stopy procentowe bedziemy tu modelowaé w oparciu o stopg
WIBOR, ktoérej duze wahania we wspomnianym okresie sprzyjaja tworzeniu si¢
roéznic pomigdzy uogdlniona (stochastyczng), a klasyczng definicja PI. Celem
przykladu jest porownanie decyzji, jakie podj¢libysmy kierujac sie¢ obiema me-
todami. Zalozmy, iz analitycy bankowi dla kazdego z k = 2 projektéw oszaco-
wali funkcj¢ przeplywow pienieznych za pomoca nastgpujacego procesu sto-
chastycznego:

B, (1)~ N(B, (1),

B (1)), @>0, 0<t<2, k=12,

gdzie jednostka pieniezng dla procesu B(t) bedzie 100 000 PLN oraz niech pro-
jekt 1 okresla: El (t)=t—2, projekt 2: INBZ([) =t* — 4. Rozwazamy trzy przy-

padki dla ryzyka kalkulowanego jako: o= D[B, (l)]/‘E[Bk (D], przyjmujac
kolejno ¢ =0.01, 0.05, 0.1. Oznacza to, zgodnie z regula trzech sigm, iz do-
chéd z k —tego projektu do chwili 7 € [0,2] z prawdopodobienstwem bliskim

B, (1), B, (1) +3a ]N3k(t)‘). Stopy

jednosci zawiera si¢ w przedziale (B (t)—3a;

procentowe oszacowano na poziomie 102% z WIBOR, a do wymodelowania
stopy WIBOR uzyto modeli z czasem ciaglym: Blacka-Karasinskiego (BK)
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oraz Coxa-Ingersolla-Rossa (CIR) — patrz Black, Karasinsky (1991), Cox, In-
gersoll, Ross (1985).

Ponizej prezentowane sg przykladowe trajektorie uzyskane w tych mode-
lach oraz rzeczywiste notowania dla WIBOR. Stosujac klasyczng wersje Indek-
su Rentownosci otrzymujemy dla projektow:

PL=1( v Ly =t oy
2 1+r (+r) 4 1+r (+1)°

Bez wzgledu na wielko$¢ stopy dyskontowej # obie miary przyjma warto-
sci mnigjsze od jednosci wskazujac na nicoplacalnos$é projektéw. Tymczasem
okazalo sig, 1z zaréwno stosujac model BK, jak 1 CIR, juz dla o = 0,05 uzyski-
wano takie trajektorie przeptywow, ze zachodzilo Plu 2)>1.

WIBGH» fcd

rl"lvrk, i,q’”‘“\i ﬂuiw :

Rys. 2. Dzienne obserwacje stopy WIBOR dla okresu 1.2001 —1.2003.
Zrodlo: , Biuletyn Informacyjny” 1 2 2001, 1 2 2002.

ol

1

LE
Rys. 3. Trajektoria &(t)w modelu BK
Zrédlo: opracowanie wlasne.

W szczegolnoscei, przy 2000 symulacji okazalo sig, iz trajektorie te stano-
wig okolo 18 % wygenerowanych (dla o = 0,05) 1 ponad 20 % (dla o = 0,1).
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Przy malej zmiennosci procesu przeplywow (a0 = 0,01) zadna z symulowanych
trajektorii nie wskazala na oplacalnos¢ projektow.

G0

I
1.0

Rys 4. Trajektoria &(t) w modelu CIR
Zrédlo: opracowanie wlasne

Whioski

Stochastyczne uogolnienie Indeksu Rentownosci pozwala omingé proble-
my, zwigzane z uproszczonymi, sztucznymi zalozZeniami, jakie zwigzane sg z
definicja (5). W szczegodlnosci, nie trzeba tu zakladac stalej stopy dyskontowej i
regularnych przeplywdw pienigznych, a co wigceej traktuje si¢ je jako procesy
stochastyczne. Stochastyczna definicja Indeksu Rentownosci pozwala (przy
zastosowaniu symulacji Monte Carlo) szacowaé odsetek tych trajektorii owych
procesow, ktore generuja w horyzoncie czasowym wartosci indeksu ponizej
jednosci. Odsetek ten moze stanowi¢ uzupelnienie analizy ryzyka projektu,
gdyz wraz z jego wzrostem rosni¢ szansa na to, iz projekt przyniesie stratg.
Albo inacze] — odsetek trajektorii, dla ktorych uzyskano ﬁm(T) >1 mozna
traktowac, jako estymator prawdopodobienstwa oplacalnosci projektu inwesty-
cyjnego.
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STRESZCZENIE

Klasyczna wersja Indeksu Rentownosci oparta jest na zbyt uproszezonych zaloze-

niach 1 ma deterministyczny charakter. W pracy prezentowane sq uogélnione definicje

Indeksu Rentownosci. Rozwaza si¢ zaréwno czas dyskretny jak 1 ciagly. Trzeci z roz-

wazanych modeli jest stochastyczny 1 przez to najogélniejszy, pozwala szacowal ryzy-

ko projektu inwestycyjnego. Praca zawiera przyklady, ktére wskazuja, 1z stosowanie

miar klasycznych 1 uogoélnionych moze prowadzi¢ do zupelnie réznych decyzji inwe-

stycyjnych.
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THE GENERALIZATION OF PROFITABILITY INDEX

SUMMARY

The classical version of the Profitability index is based on too simplified
assumptions and it has a deterministic character. In the paper we present the
more general definitions of the Profitability Index. We consider both the dis-
crete and continuous time. The third of the considered models is stochastic and
the most general — the model allows to calculate the risk of the investment pro-
ject. The paper includes several examples which show, that decisions based on
the classical and generalized measures can lead to completely different invest-
ment movements.
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