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HENRYK KOWGIER
O SPOSOBIE ZNAJDOWANIA ZBIORU PORTFELI EFEKTYWNYCH

Wprowadzenie

Celem tego artykulu jest pokazanie na wybranych przykladach sposobu
znajdowania zbioru portfeli efektywnych. Autor dokonuje rowniez pordwnania
tych portfeli pod katem ponoszonego ryzyka i oczekiwanej stopy zwrotu.

Wiadomo$ci wstepne

W oparciu o rozpatrywang populacj¢ akcji mozna utworzy¢ réznego rodza-
ju portfele akcji: Zbidr wszystkich takich portfeli nazywamy zbiorem mozliwo-
sci inwestycyjnych. Nie wszystkie jednak z tych portfeli sa rownie atrakcyjne.
Przykladowo dla danego poziomu ryzyka reprezentowanego odchyleniem stan-
dardowym preferuje si¢ portfele o jak najwyzszej stopie zwrotu. Podobnie dla
danego poziomu oczekiwane] stopy zwrotu preferuje si¢ portfele charakteryzu-
jace si¢ jak najnizszym ryzykiem'.

Przedstawione na powyzszym rysunku punkty obrazuja umigjscowienie
poszczegolnych akeji. I tak stopa zwrotu oraz odchylenie standardowe np. akcji
oznaczongj litera D wynosza odpowiednio: E(R) = 12 % oraz S(R) = 18 %.
Krzywa ograniczajaca zbior punktow na rys. 1 nazywamy zbiorem minimalne-
go ryzyka. Mozna wykazac, ze zbioér minimalnego rvzyka w ukladzie: odchyle-
nie standardowe stopy zwrotu — oczekiwana stopa zwrotu jest hiperbola’. Kazdy
z portfeli nalezacy do zbioru minimalnego ryzyka posiada najnizsze mozliwe do
osiggnigcia odchylenie standardowe (lub wariancj¢) dla danego poziomu ocze-

! Patrz rys.11 [2].
? Patrz [2].
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kiwangj stopy zwrotu. Ponadto kazdy portfel ze zbioru minimalnego ryzyka

reprezentuje portfel utworzony na podstawie wszystkich akcji nalezacych do
rozpatrywanej populacji’. Krzywa minimalnego ryzyka mozna podzieli¢ na
dwie polowy tzn. gbérng i dolna. Na powyzszym rysunku polowy te oddziela od
sicbiec punkt A. Reprezentuje on globalny portfel minimalnego ryzyka. Jak nie-
trudno zauwazy¢ z rys. 1 portfel ten charakteryzuje najnizsze (przy danym skla-
dzie populacji akcji) odchylenie standardowe oczekiwanej stopy zwrotu. Dla
inwestorow zdecydowanie bardziej interesujaco przedstawia si¢ gdrma czgs$e
zbioru minimalnego ryzyka (zbior efektywny), poniewaz portfele efektywne
lezace na tej czgsci krzywej posiadaja najwyzsza mozliwag do osiagnigcia dla
danego poziomu ryzyka oczekiwang stope zwrotu.
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Odchylenie standardowe stopy zwrotu

Rys. 1. Zbior minimalnego ryzyka.
Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Poréwnujac portfele B 1 C na rys. 1 wida¢, ze oba one znajdujg si¢ w zbio-
rze minimalnego ryzyka jednak tylko portfel B jest efektywny, gdyz posiada
najwyzsza stopg zwrotu przy danym odchyleniu standardowym. Z istniejacych
akcji mozna tworzy¢ rézne portfele inwestycyjne. Inwestujac np. w akcje D i E
otrzymamy portfel znajdujacy si¢ w dowolnym punkcie ich linii kombinacji
(linia przerywana).

Zalozmy, ze posiadamy portfel sktadajacy si¢ z N akcji. Powstaje pytanie
jak zmierzy¢ oczekiwana stopg zwrotu tego portfela. Aby to uczyni¢ mozemy
posltuzy¢ si¢ nast¢pujacym wzorem*:

E(Rp):iZiXiE(Ri)a (1)

3 Tbidem.
4 Tbidem.
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gdzie :
Y x, =1.dlax 20,

E(R,) —oczekiwana stopa zwrotu i — tej akcji,
x; — udzial ceny zakupu 1 - tej akcji spotki w cenie zakupu portfela.

W szczegolnosci oczekiwana stopa zwrotu i —tej akcji przyjmuje postac’
M

TR,

i

_ P -P_ +D .
E(Ri):%: T, TV dla 11N )

1 P

tis

Mz

1
M i

gdzie:
R, o =—4 4 74 3)

R; — stopa zwrotu i-tej akeji (1=1,2,...,N),
P_— cena i-tej akcji w okresie t,

P, — cenai-tej akeji w okresie t -1,

D, — dywidenda i-tej akeji wyplacana w t — tym okresie,

M - liczba wszystkich analizowanych stop zwrotu.
Wobec powyzszego rownanie (1) mozemy napisaé w nastepujace] postaci:
ER )= L3y $ 2P +D )
b Mia = P

t,-1
przy dodatkowym zalozeniu, ze liczba analizowanych stép zwrotu dla kazdej
akcji wehodzacej w sklad portfela wynosi M.

Podobnie warto$ci odchylenia standardowego S, i-tej akeji, wspolczynniki

korelacji 7; migdzy 1 —ta 1] - ta akcja obliczamy wedlug wzorow odpowiednio®:

1 M
= - I &)
Si \/M _lkZ:l{le E(Rl)}

Mz

LR CEROHR, ~ER))} ©

! (M-1SS,

W
1‘

gdzie:
R.k — mozliwe stopy zwrotu i-tej akcji (k= 1,2,.. ., M),

3 Patrz [3].
% Ibidem.
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Rjk — mozliwe stopy zwrotu j-tej akeji (k = 1,2,.. . M),
E(R,)— warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu i-tej akcji,
ER))- warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu j-tej akcji,
za$ S, oraz S, obliczamy zgodnie ze wzorem (5).

Analogicznic mozna wykaza¢’, ze wariancj¢ 1 odchylenie standardowe
portfela N — skladnikowego wyraza wzor odpowiednio:

¢’ (Rp)=iXiZGZ(Ri)+2NiI%AXiX.S.S.r..> )

i i
i=1 j=i+i ] ] )

S(R,)=.[5x/S’+23 % xx S8, {=12..N-1- ®)

ot S R I Al B
i=l j=i+i

Do wyznaczania zbioru portfeli efektywnych moze postuzy¢ metoda tzw.
nicoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a®. W metodzie tej minimalizuje si¢ wa-
riancj¢ portfela przy z gory zadanych warunkach ograniczajacych. To znaczy
funkcja celu oraz warunki ograniczajace wygladaja dla portfela skladajacego sig
N akgji jak ponizej®:

0 (R)=3x0'(R) 23 3 x X 8, 1, ¢ funkeja clu

: iy
i=1 j=i+i

E(Rp) = iXiE(Ri) , ixi =1« warunki ograniczajace. 9)

Zastandwmy si¢ obecnie, jakie warunki musi spetniac portfel odznaczajacy
si¢ minimalnym ryzykiem. W tym celu nalezy rozpatrzy¢ funkcje Lagrange’a
dana wzorem:

F(R,)=2x'S (R)+2Z = xx 881 +A(Zx, -1 (10

Sgma
Jak wida¢ powyzej jest to funkcja kwadratowa. Warunkiem koniecznym na
to, aby (10) osiggala minimum jest zerowanie si¢ jednoczesnie pierwszych po-

chodnych czastkowych:
oF(R ,
# =28, %, +2x,8,8,1, +2X,8,8,1, +...+ 2x,S,S, I, + 1 =0
Xl
IF (R )
%z 2x,S,8,r, +28,°x,+2x,8,8S,r,, +.. +2x,.S,S,1,, +A =0
XZ
.............................................. (11)
7 Ibidem.
8 Patrz [1].

? Patrz [3].
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dF(R ) )
8—p =2x,8,8 1, +2x,8, 8,1, +2x,8, S5, +..+ 28, x, +A =0
XN
JoF(R
%ZXI-FXZ-FXS-F...-FXN—]:O

Uktad rownan (11) jest ukladem N + 1 réwnan o N + 1 niewiadomych.
Mozna go zapisac rOwnicz w postaci macierzowej:

AX=Y (12)
Rozwigzujac ostatnie rownanie otrzymujemy:
X=A'Y (13)
gdzie:
[ 28* 2SS, S, 1] [x] [0
28Sr, 28 2SS, 1|, X, |, 0| (14
A= . . . A X=l . 1Y=].
2SSr, 2SSr, . . . 287 1 X, 0
! (I e

A’ — macierz odwrotna do macierzy A,
X — wektor udzialéw poszczegdlnych spolek w portfelu N skladnikowym,
Y — wektor wyrazéw wolnych.

Przypusémy, ze inwestorowi zalezy na tym, aby zwigkszy¢ przeci¢tng sto-
pe zwrotu swojego portfela, jednak chcialby przy tym poniesé jak najmniejsze
ryzyko mierzone odchyleniem standardowym. W przypadku, gdy mamy do
czynienia ogdlnie z N spolkami nalezy rozpatrzy¢ funkcje Lagrange’a'® N+2
zmiennych dang nastgpujacym wzorem:

F(R,)= ixs +3 Y xx S8, +xl(ixi ~1) +K2{ixiE(Ri)—E(Rp)}'

i=1 j=i+i

(15)

Warunki konieczne na minimum funkcji (15) mozna napisaé w postaci
ukladu N +2 réwnan o N + 2 niewiadomych. Przy czym uklad ten jest rdéwno-
wazny réwnaniu macierzowemu postaci:

Y patrz [1].

287 2SS, 288 1. 1 ER)D][x
288, 28] 2881, 1 E®R,)||x (16)
28,81, 28,5, C28) 1 ERY||[x, 0

1 1 111 1 0 0 A 1
L E(RI) E(Rz) E(RN) O O i _7\' _E(RP)_
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gdzie:
® NS, . S 1 BR)|) [x] [ 0]
NS, X ... B®8n 1 ER)| . [x ) 0 (17)
Z%SI;QZ%ZNZ---NlE(&)XXN 1o
1 1 111 1 0 0 A 1
LER) ER) ... ER) 0 0 | ] [ER))

Rozwigzanie réwnania macierzowego (16) podobnie jak (12) przyjmuje
postac:

X=A"Y. (18)

Przyklad empiryczny

Poréwnajmy obecnie zbiory efektywne dla portfeli czteroskladnikowych
w sklad ktérych wchodza akcje spolek: Elektrim, BRE, Uniwersal , Efekt (w
pierwszym przypadku) oraz Elektrim, BRE, Uniwersal, Irena (w drugim przy-
padku). Do tego celu wykorzystamy tygodniowe dane z Gieldy Papierow War-
tosciowych w Warszawie za okres od stycznia 1994 do stycznia 1996. Stosujac
wzory (2), (3), (5), (6) przecigtne stopy zwrotu, odchylenia standardowe,
wspolczynniki korelacji wynosza dla tych spolek odpowiednio:

E(R;) = 0,005; E(Ry) = 0,005; E(R3) = 0,002; E(Ry) = 0,001;
S;=0,104; S,=0,081; S;=0,1528; S, =0,15;

I, =1 =0,69; 113 =131 =0,62; 1535 =13, = 0,46; 114 = 141 = 0,62
Ty =14 = 0,57; 134 = 145 = 0,75 (w pierwszym przypadku)

oraz
E(R;) = 0,005; E(R;) = 0,005; E(R3) = 0,002; E(R,) = 0,008;

S;=0,104; S,=0,081; S; =0,1528; S, = 0,127,
I, =15 =0,69; 113=13;, =0,62; 155 =13, = 0,46, 11, = 1;,, = 0,61
oy =g = 0,52; 134 = 143 = 0,82 (w drugim przypadku)

Stosujac metod¢ mnoznikéw nicoznaczonych Lagrange’a i rozwiazujac za
pomoca programu Mathcad 2001 Profesional rownania macierzowe najpierw
typu (12) a nastgpnie (18) uzyskujemy nastgpujace dane opisujace zbior portfeli
efektywnych dla: Elektrim, BRE, Uniwersal, Irena oraz Elektrim, BRE, Uni-
wersal, Efekt.

Jak widac¢ z tabel (1-2) minimalne ryzyko mierzone odchyleniem standar-
dowym dla portfela: Elektrim, BRE, Uniwersal, Irena wynosi 7,98% przy ocze-
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kiwangj stopie zwrotu 0,55%, (co odpowiada na rys.1 punktowi A) zas dla port-
fela Elektrim, BRE, Uniwersal, Efekt 7,95% przy oczekiwane] stopie zwrotu
0,52%. Nietrudno zauwazy¢, ze struktura zbioru portfeli efektywnych dla spol-
¢k (1) Elektrim, BRE, Uniwersal, Efekt jest nieco inna niz dla spolek (2) Elek-
trim, BRE, Uniwersal, Irena. W pierwszym przypadku wagi Elektrimu i BRE
nieustannie rosng przy jednoczesnym zmniejszaniu si¢ wartosci wag Uniwersa-
lu 1 Efektu. Natomiast w drugim przypadku wartosci wag Elektrimu 1 Ireny
nieustannie rosng przy jednoczesnym zmniejszaniu si¢ wartosci wag BRE 1
Uniwersalu. Na uwage zastuguje tutaj fakt, ze stopien ryzyka mierzony np. od-
chyleniem standardowym stopy zwrotu jest znacznie wyzszy w przypadku port-
fela Elektrim, BRE, Uniwersal, Efekt. Przykladowo dla przecigtne] stopy zwro-
tu wynoszacej 1% odchylenie standardowe wymienionego portfela jest juz o
ponad 50% wigksze niz portfela Elektrim, BRE, Uniwersal, Irena.

Tabela 1. Przyktadowe portfele efektywne dla spétek Elektrim, BRE, Uniwersal, Irena

Elektrim, BRE, Uniwersal, Irena

Lp E®R ) GZMIN(RF) SJ,M(R},) X X, X3 Xy
1. ] 0,00556 | 0,006378 0,07986 | 0,10420 | 0,82756 | -0,059778 | 0,128014
2. 0,006 0,006416 0,0801 0,11121 | 0,804943 | -0,124744 | 0,208589
3. 0,0065 0,006546 0,08091 | 0,11923 | 0,779042 | -0,19914 | 0,30086
4. 0,007 0,006771 0,08229 | 0,12726 | 0,753142 | -0,273536 | 0,39313
5. 0,0075 0,007089 | 0,084196 | 0,13529 | 0,727241 | -0,347932 | 0,485401
6. 0,008 0,007502 | 0,086614 | 0,14332 | 0,701341 | -0.422328 | 0,577672
7. 0,0085 0,008012 0,08951 | 0,15134 | 0,67544 | -0,496724 | 0,669942
8. 0,009 0,008615 | 0,092817 | 0,15937 | 0,64954 | -0,57112 | 0,762213
9. 0,0095 0,009312 | 0,096499 | 0,16739 | 0.623639 | -0,645516 | 0,854484
10. 0,01 0,010104 | 0,100519 | 0,17542 | 0,597738 | -0.719912 | 0,946754

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Inng dodatkowa trudnoscia jaka napotka inwestor zakupujac akcje portfela
(1) jest dokonywanie krotkiej sprzedazy akcji nie jednej, ale dwoch spolek
(Uniwersal 1 Efekt) poczawszy od przecigtne] stopy zwrotu wynoszacej 0,75%.
W przypadku portfela (2)!! nalezy krétko sprzedaé jedynie akcje Uniwersalu.

U 70b. tab. 1.
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Zatem inwestowanie w portfel (1) jest bardziej ryzykowne niz w portfel (2) i

wymaga dodatkowo bardziej wzmozonej krotkiej sprzedazy.

Tabela 2. Przyktadowe portfele efektywne dla spétek Flektrim, BRE, Uniwersal, Efekt

Elektrim, BRE, Uniwersal, Efekt

Lp. E(Rp\ GZMTN(RP) SUM(RQ X X5 Xy X,

1. | 0,00521 0,00633 0,079561 | 0,13027 | 0,902225 | 0,079829 | -0,112324
2. 0,006 0,007015 | 0,083756 | 0,264104 | 097464 | 0045107 | -0,28383
3. 0,0065 0,007696 | 0,087727 | 0,348788 | 1,021428 | 0,023136 | -0,392352
4, 0,007 0,008916 | 0,094425 | 0,433473 | 1.066236 | 0,001166 | -0,500874
5. 0,0075 0,010547 | 0,102699 | 0,518157 | 1.112044 | -0,020805 | -0,609396
6. 0,008 0,012578 | 0,112152 | 0,602842 | 1,157852 | -0,042776 | -0,717918
7. 0,0085 0,01501 0,122515 | 0,687526 | 1,20366 | -0,064747 | -0,82644
8. 0,009 0,017841 0,13357 | 0,772211 | 1,249468 | -0,086717 | -0,934962
9. 0,0095 0,021071 | 0,145159 | 0,856895 | 1,295277 | -0,108688 | -1,043484
10. 0,01 0,024701 | 0,157166 | 094158 | 1,341085 | -0,130659 | -1,152006

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Whioski

Uzycie powyzsze] metody do wyznaczenia zbioru portfeli efektywnych da-

je dos¢ dobre mozliwosci analizowania udzialu poszczegélnych spolek w port-

felach efektywnych. Pozwala to tez na porownywanie réznych portfeli efek-

tywnych 1 przyjecie wlasciwej strategii inwestowania.
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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiony jest sposob znajdowania zbioru portfeli efektywnych na

wybranych przyktadach.
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METHOD OF FINDING EFFICIENT PORTFOLIOS SET

SUMMARY

In the paper, a method is presented for finding efficient portfolios set on select ex-

amples.
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