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Problem badawczy

Podstaw ow ym  problem em , p rzed  jak im  staje zarządzający  ryzykiem  inw e
stycji w  instrum enty  finansow e je s t  określenie rozkładu p raw dopodobieństw a 
stóp zw rotu  z tych  instrum entów  finansow ych. M andelbro t [6 ] zaproponow ał 
w ykorzystyw anie tutaj tak ich  rozkładów , które m ogłyby uchw ycić leptokur- 
tyczność i grube ogony stóp zw rotu. B adan ia  przeprow adzone przez Fam ę [3] 
po tw ierdziły  h ipo tezy  M andelbrota. W skazuje to  n a  potrzebę poszukiw ania  
innych, n ieskończenie podzielnych  rozkładów  praw dopodob ieństw a posiadaj ą- 
cych grubsze ogony n iż rozkład  norm alny, za  k tórych  p om ocą m ożna by  lepiej 
m odelow ać em piryczne rozkłady stóp zw rotu  danych finansow ych. N a  przykład  
badan ia  em piryczne przeprow adzone przez E berle ina i K ellera  [2] po tw ierdziły  
słuszność stosow ania rozkładów  h iperbolicznych  do m odelow ania finansow ego 
n a  rynku niem ieckim . P otw ierdzono rów nież, iż zasadne je s t  w ykorzystyw anie 
rozkładów  a-stab ilnych  w  przypadku rynku am erykańskiego.

B adan ia  tego  rodzaju  prow adzone są  także w  odniesien iu  do em pirycznych 
rozkładów  stóp zw rotu  z instrum entów  finansow ych na  polskim  rynku. W  pracy 
Jajugi [4] zaprezentow ano badanie zgodności rozkładów  em pirycznych stóp 
zw rotu  instrum entów  finansow ych no tow anych  n a  G PW  w  W arszaw ie z ro z
k ładem  norm alnym .. S tw ierdzono tam , że d la  w szystk ich  spółek i indeksów  
g iełdow ych dzienne stopy zw rotu  nie są  zgodne z rozkładem  norm alnym . W  
przypadku tygodniow ych oraz m iesięcznych  stóp zw rotu , w  części p rzypadków  
nie było  jed n ak  podstaw  do odrzucen ia  hipotezy o norm alności analizow anych
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szeregów  czasow ych. A nalizu jąc logarytm iczne stopy zw rotu  w ybranych  in 
strum entów  finansow ych notow anych  na  G P W  w  W arszaw ie Szczepaniak  [12] 

pokazał, że rozkłady  a -stab ilny  i h iperboliczny  lepiej n iż rozkłady  gaussow skie 
ap roksym ują  badane szeregi czasow e. A nalogicznie ja k  u  Jajugi, także w  pracy 
T arczyńskiego [13] h ipo teza  o norm alności rozkładu stóp zw rotu  zosta ła  odrzu
cona. Podobne w yniki uzyskał R ok ita  [11] W ynik i p rzedstaw ione w  pracy  W it
kow skiej i K om py [14] jednoznaczn ie  w skazują, że em piryczne rozkłady an a
lizow anych szeregów  czasow ych stop zw rotu  nie są  zgodne z rozkładem  n o r
m alnym .

Purczyński [10] w ykazał, że m odelow anie dziennych stóp zw rotu  z indek
su W IG  przy w ykorzystan iu  rozkładu G ED  lub rozkładu L ap lace’a  daje lepsze 
w yniki n iż p rzy  w ykorzystan iu  do tego  celu  rozkładu  norm alnego. Ł ażew ski [5] 
w ykazał, że d la w ybranych  spółek rozkłady a-stab ilne daj ą  lepsze dopasow anie 
do danych em pirycznych aniżeli rozkłady norm alne.

Już to  k ró tk ie om ów ienie tych  badań  w skazuje na to , że poszczególni b a 
dacze zgodnie odrzucaj ą  rozkład  norm alny, jak o  m odel em pirycznego rozkładu 
stopy zw rotu  z instrum entu  finansow ego. Z drugiej strony jed n ak  w yniki ich 
statystycznych analiz  w skazuj ą  na  różne rozkłady  p raw dopodobieństw a m ogące 
być teoretycznym i m odelam i rozkładów  stop zw rotu. Pew nym  uspraw ied liw ie
niem  m oże być tutaj fakt, że w  każdej ze w spom nianych  prac badano  różniące 
się okresem  obserw acji szeregi czasow e różnych stóp zw rotu  z różnych instru 
m entów  finansow ych. To zróżnicow anie rodzi postu lat zap lanow ania kom plek 
sow ych badań  rozkładów  stóp zw rotu  obserw ow anych  n a  W G PW . R ozległy  
obszar tych  badań  i przypuszczaln ie n ieuniknione zróżnicow anie w niosków  
nakłada tutaj obow iązek p rzygotow ania m odelu  syntezy w niosków  zebranych  w  
trakcie analizy  em pirycznych  rozkładów  stop zw rotu. B udow ie pew nej p ropo
zycji takiego m odelu  będzie pośw iecona ta  praca.

A nalizuj ąc szeregi czasow e obserw ow ane na  rynkach finansow ych w ie lo 
k ro tn ie zauw ażam y, że ścisłe badania  zjaw isk  ilościow ych n a  rynkach finanso 
w ych nie p o d d a ją  się zasadzie generalizacji h isto rycznej1. Spełnienie zasady 
generalizacji historycznej je s t  konieczne w  przypadku badań  naukow ych p o le 
gaj ących na  poszukiw aniu  predykatorów . Z  sytuacj ą  ta k ą  m am y do czynienia 
w  p rzypadku poszukiw ań rozkładów  stóp zw rotu. Stanow i to  przesłankę do

1 Zobacz na przykład [9]
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tak iego  poszuk iw an ia  takiego sposobu fo rm ułow ania w niosków  z analizy  em pi
rycznych rozkładów  stóp zw rotu  tak iego , ze zostanie zachow ana zasada genera- 
lizacji historycznej. Jednym  z tak ich  sposobów  m oże być n ieprecyzyjne w yra
żanie w niosków  w ynikających  z analizy  m ateria łu  em pirycznego. Z tego  p o 
w odu zo stan ą  tutaj zaproponow ane m etody  w ypow iadania  ostatecznych w n io 
sków  w  kategoriach  zbiorów  rozm ytych.

Rozkłady dopuszczalne

Określamy zbiór
№  =  {Mi - i = l , 2 , . . . , n }  ( 1)

w ybranych  rozkładów  praw dopodob ieństw a nad  zbiorem  liczb  rzeczyw istych. 
D o zb ioru  M ' zaliczam y w szystk ie te  rozkłady praw dopodobieństw a, k tóre w

literaturze p rzedm iotu  są  łączone z em pirycznym i rozkładam i stóp zw rotu  z 
instrum entów  finansow ych.

G łów nym  przedm iotem  naszego  b adan ia  będzie pochodzący  z p rzedziału  
czasu  [0,7] szereg czasow y ko lejnych  stóp zw rotu  z w ybranego  instrum entu

finansow ego. P rzedział [0 , r ]  dzielim y n a  m  rów nych  podprzedziałów  czaso

w ych T} o identycznej długości. Z apiszm y

T  =  {T ;  - . j  =  1.2......m; UJŁiT} =  [0,7]} (2 )

Każdej parze (Ai, r7j) e M  X  T  przypisujemy hipotezę zerową:
: Stopy zwrotu z przedziału Tj mają rozkład Ałf, 

której p rzeciw staw iam y hipotezę alternatyw ną:
stopy zwrotu z przedziału mają rozkład różny od M^ .

D o w eryfikacji w szystk ich  postaw ionych  hipotez zerow ych w ykorzystu je
m y ten  sam  ustalony  te s t statystyczny. P row adząc w eryfikację tych  h ipotez, d la 
każdego p rzedziału  czasow ego Tj e “F  w yróżniam y podzb ió r >T0VJJ <= M  

w szystk ich  tak ich  rozkładów  E M  , d la  k tórych  b rak  podstaw  do odrzucenia 

h ipo tezy  zerow ej , M ożna śm iało tutaj p rzypuszczać, że is tn ie ją  takie

zbiory  które zaw iera ją  w ięcej, n iż jed en  rozkład. P rzykłady tak ich  zb io 

rów  m ożem y znaleźć w  [ 12].

_______RYNEK KAPITAŁOWY -  SKUTECZNE INWESTOWANIE_______________
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Za pomocą symbolu m i oznaczmy częstość braku podstaw do odrzucenia 
hipotezy w  kolejnych przedziałach Tj , co w formalny sposób możemy
zapisać: _________

(3)
m, =  ----------------

m

W ten sposób funkcja ( i0 : M  -» [0,1] określona za pomocą tożsamości
(4)

jest funkcją przynależności rozmytego podzbioru M 0 e [0., 1]M  rozkładów 
dopuszczalnych.

Jakości informacji reprezentowanych przez podzbiór rozkładów dopusz
czalnych M Q oceniać będziemy z punktu widzenia jej nieprecyzji. W obrazie 
nieprecyzji pojedynczej informacji wyróżnia się niewyrazistość informacji oraz 
niejednoznaczność informacji.

Niewyrazistość informacji interpretujemy, jako brak jednoznacznego roz
różnienia pomiędzy daną informacją i jej zaprzeczeniem. Oceniamy ją  za po
mocą miary entropowej [3] tutaj danej przez zależność

EOfo) = 2 ■ mm{m. ,1 -  m*} (5)
Pożądanym jest oczywiście korzystanie z informacji o możliwie niskiej en

tropii.
Niejednoznaczność informacji interpretujemy, jako brak jednoznacznego 

wyróżnienia pomiędzy wieloma wskazanymi alternatywami jednej rekomen
dowanej alternatywy. Oceniamy je za pomocą miary energetycznej [10] tutaj 
danej przez zależność

F(Af0) = i r =1m, (6)
Pożądanym jest korzystanie z informacji o możliwie niskiej energii.
Zastosowanie tych kryteriów pozwoli na wybór zbioru rozkładów dopusz

czalnych spośród takich zbiorów uzyskanych za pomocą różnych testów staty
stycznych.

Studium przypadku

Głównym przedmiotem naszego badania będzie pochodzący z przedziału 
czasu od 17.11.1995 do 16.11.2007 szereg czasowy kolejnych dobowych loga
rytmicznych stóp zwrotu z notowań spółki BRE. Ten okres badań podzielono 
na następuj ące roczne podprzedziały obserwacji:

-  Ti okres od 17.11.1995 do 16.11.1996,
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-  T 2 okres od 17.11.1996 do 16.11.1997,
-  T3 okres od 17.11.1997 do 16.11.1998,
-  T4 okres od 17.11.1998 do 16.11.1999,
-  T5 okres od 17.11.1999 do 16.11.2000,
-  T6 okres od 17.11.2000 do 16.11.2001,
-  T7 okres od 17.11.2001 do 16.11.2002,
-  TB okres od 17.11.2002 do 16.11.2003,
-  T9 okres od 17.11.2003 do 16.11.2004,
-  T10 okres od 17.11.1004 do 16.11.2005,
-  T u  okres od 17.11.2005 do 16.11.2006,
-  T1Z okres od 17.11.2006 do 16.11.2007.
Punktem  w yjśc ia  do pow yższego  podziału  p rzedziału  czasow ego O bser

w acji je s t  data  17.11.2000. W  dniu  tym  w p ro w a d z o n o  n a  W G P W  sy s te m u  
W A R S E T , co w  znaczący sposób w płynęło  n a  zachow ania inw estorów , a  co 
zatem  idzie także n a  rozkłady  zm ian stóp zw rotu.

Do zbioru  №  badanych  rozkładów  praw dopodob ieństw a zaliczym y n astę 
pujące rozkłady:

-  rozkład  norm alny;
-  M 2 rozk ład  a  -s ta b iln y ;
-  M3 rozk ład  hiperboliczny;
-  A/4  rozk ład  uogóln iony  hiperboliczny;
-  M5 rozk ład  N IG ;
-  A/ 6 rozk ład  V G ;
-  M 7 rozk ład  skośny t-S tudenta;
-  M 3 rozk ład  t-S tudenta;
-  M g rozk ład  GED.

D o w eryfikacji każdej z h ipo tez zerow ych . której przeciw staw iono

hipotezę a lternatyw ną zastosow ano kolejno  testy  X 1 i K ołm ogorow a.

H ipotezę ze row ą każdorazow o w eryfikow ano n a  poziom ie isto tności a  =  0 ,05 . 
U zyskane w yniki p rzedstaw iono w  Tabeli 1.

Porów nując tutaj w yniki uzyskane p rzy  pom ocy tes tu  y 2 i testu  K ołm ogo- 
row a, w idzim y tutaj takie przypadki, k iedy  h ipo teza  zerow a została  odrzucona 
jed y n ie  przy  pom ocy jed n eg o  z tych  testów . S ą  to  tak ie różnice, k tórych  nie 
m ożna uzasadnić ró żn ą  m o cą  testu . Fakt ten  sygnalizuje potrzebę dyskusji nad
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kryteriam i doboru  testu  w eryfiku jącego  hipotezę ze row ą o rozkładzie stóp 
zw rotu.

T abela 1. Wyniki testu hipotezy o rozkładzie stóp zwrotu.

Okres
obserwacji

T-Test X~
Typ rozkładu

M1 M2 M3 M4 M5 Mń M7 Ms M9

T, ■ ■ ■ ■ ■ ■
T, 1 ■ ■ ■ ■ ■ ■
T, 1 ■ ■ ■ ■ ■ ■
T4 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T5 1 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T6 1 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T7 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
Ts ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T9 ■ ■ ■ ■ ■ ■
Tm 1 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T„ 1 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■

___ T12______ ■ ■ ■
Źródło: opracowanie własne.

Tabela 1 (Cd.). Wyniki testu hipotezy o rozkładzie stóp zwrotu.
Test Kołmogorowa

Typ rozkładu
Okres

obserwacji M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9

T1

T, ■ ■ ■ ■
T, ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T4 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T5 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T6 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T7 ■ ■ ■ ■ ■ ■
Ts ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T9 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T10 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
T11 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■

___ T12______ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■
n u  Brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej 

Źródło: opracowanie własne.
U derzający  je s t  tez  fakt, że p rzy  zastosow aniu  testu  K ołm ogorow a zostały  

odrzucone w szystk ie h ipo tezy  zerow e d la  okresu  T, od 17.11.1995 do 
16.11.1996. O znacza to  brak  m ożliw ości w skazan ia  rozkładu stopy zw rotu.
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W ydaje się, ze z tak im  zjaw iskiem  m ożem y m ieć do czyn ien ia  w  przypadku 
m łodych  rynków  w schodzących.

K orzystając z danych zebranych  w  T abeli 1 oraz z zależności (3), (4), (5), 
(6 ) w yznaczam y d la  każdego testu  funkcję przynależności rozm ytego podzbioru  
rozkładów  dopuszczalnych  oraz entropię i energię tego  zbioru.

Tabela 2. Rozmyte zbiory rozkładów dopuszczalnych

Stopnie przynależności
Test M, M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9 Entropia Energia
X“ 7 1 2 1 2 1 0 1 2 6 1 2 5 1 2 3,00 7,33

Kołmogorowa 9 1 0 1 0 1 0 1 1 7 1 1 3 1 0 3,50 6,75
Źródło: Opracowanie własne

Z atem  m ożna stw ierdzić, że przy  zastosow aniu  testu  y }  uzyskaliśm y in 
form ację bardziej w yrazistą, n iż w  przypadku stosow ania testu  K ołm ogorow a. 
Z drugiej strony za  p o m o cą  testu  K ołm ogorow a otrzym aliśm y inform ację b ar
dziej jed n o zn aczn ą  n iż za  p o m o cą  testu  y j . B rak jed n ak  tutaj jak ichko lw iek  

przesłanek, aby m oc to  spostrzeżenie uogólnić.
Jesteśm y w  studiow anym  przypadku bardzo  odlegli od jednoznacznego  

w skazani „dopuszczalnych” rozkładów  stopy zw rotu. Z atem  kategoryczna ge- 
neralizac ja  h isto ryczna nie je s t  m ożliw a.

Podsumowanie

Pom im o przedstaw ionych  pow yżej pesym istycznych  w niosków , rozpatry 
w ane studium  przypadku prow adzi do pew nych konstruk tyw nych ustaleń . W  
każdym  w ierszu  T abeli 2 obserw ujem y rozm yty p odzb ió r dopuszczalnych  roz

k ładów  stop zw rotu. S tw ierdzony w  studium  przypadku brak w yrazistego ro z
g ran iczen ia  pom iędzy  rozkładam i dopuszczalnym i a  pozostałym i w  pełni uza
sadnia to  podejście. W skazuje to  na  m ożliw ość w ykorzystan ia  m etod rozm ytej 
m atem atyki finansow ej do zarządzania  ryzykiem  finansow ym .

W  szczególnym  przypadku m ożem y tutaj rozw ażać problem  estym acji p a 
ram etru  Y  e  IR charak teryzującego  dany  instrum ent finansow y. P odstaw ą em pi
ryczną do w yznaczen ia  w artości tego  param etru  je s t  w ek to r obserw acji Y e P .  
Jeśli d la rozkładu Ai, e M  istnieje estym ator param etru  Y e IR, to  zapisujem y 
go w  postaci

%  =  / ( Y K ) (7)
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O stateczne oszacow anie w artości estym atora param etru  Y e E  przedsta
w iam y w tedy, jak o  podzb ió r rozm yty Y  e  [0 ,1]31 op isany  za  p o m ocą funkcji 
przynależności fclffi. [0 , 1 ]określonej przez tożsam ość

=  ( 8 ) 
gdzie w artości m, zostały  w yznaczone p rzez (3).

Jeśli estym ow anym  param etrem  je s t  oczekiw ana stopa zw rotu , to  w tedy 
zależność (7) je s t  em pirycznie uzasadnionym  rozkładem  oczekiw ań stopy zw ro 
tu  opisanym  w  [7,8]. O brazem  ryzyka n ieprecyzji rozkładu oczekiw ań są  w tedy  

w artości m iar entropow ej i energetycznej zbioru  dopuszczalnych rozkładów  
praw dopodob ieństw a stop zw rotu. W artości w spom nianych  m iar zostały  okre
ślone odpow iednio  przez (5) i (6 ). Z atem  is tn ie ją  form alne podstaw y zasto so 
w an ia  zaprezentow anych  n ieprecyzyjnych  oszacow ań stóp zw rotu  w  analizie 
rynku finansow ego.

Proponując w  studium  przypadku podział n a  p rzedziały  obserw acji 7j e  T

pom inięto  problem  identyfikacji stanów  hossy, stagnacji i bessy. Z robiono  to  z 
prem edytacj ą, gdyż stosow anie narzędzi prognostycznych  odrębnych  d la  p o 
szczególnych rodzajów  trendu  je s t  zaw sze obarczone b łędem  prognozy  p rzy 
szłych tendencji n a  rynku finansow ym . Ponadto  w  [9] pokazano, że w yodręb 
nienie rodzaju  trendu  m oże pogorszyć p recyzję form ułow anych  w niosków . Fakt 
ten  pokazuje , że dostępna p rognoza trendu  rynku w cale nie m usi podnosić p re 
cyzji staw ianych prognoz rynkow ych.

W  badaniu  statystycznym  zastosow ano tutaj poziom  isto tności a  =  0 ,05 . 
T en  poziom  je s t  najw yższym  ze stosow anych w  praktyce ekonom etrii. Z asto 
sow anie n iższego poziom u isto tności pow odow ało  jed y n ie  n ieuzasadniony  
w zrost n iejednoznaczności inform acji o rozkładzie stopy zw rotu. N ależy  jed n ak  
rozw ażyć i p rześledzić skutki dalszego podn iesien ia  w artości poziom u isto tno
ści, tym  bardziej, że w tedy  będzie m alał b łąd  II rodzaju, to  je s t  w  tym  przypad
ku b łąd  zaakceptow ania n iew łaściw ego rozkładu stóp zw rotu.
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STRESZCZENIE

Teoretyczny model rozkładu prawdopodobieństwa zgodny z empirycznym rozkła
dem obserwowanej zmiennej nazywamy rozkładem dopuszczalnym tej zmiennej. W tej
pracy jest dyskutowany problem wyboru dopuszczalnego rozkładu stopy zwrotu. Jest
tutaj pokazane, że taki wybór jest niewyrazisty i niejednoznaczny. To było przesłanką
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do określenia rozkładu dopuszczalnego, jako podzbioru rozmytego kolekcji rozpatry
wanych rozkładów. Konieczność takiego ujęcia jest zilustrowana za pomocą studium 
empirycznego przypadku. Pokazano możliwość zastosowań otrzymanych wyników w 
analizie rynków finansowych. Na zakończenie autorzy zasugerowali dalszy kierunek 
statystycznych badań własności nieprecyzyjnie zdefiniowanego rozkładu dopuszczalne- 
g°.

ABOUT THE WAY OF IMPRECISE DEFINITION OF RETURN RATE
DISTRIBUTION

SUMMARY

The theoretical model of the probability distribution consistent with the empirical 
distribution of the observed variable is called the acceptable distribution of this variable 
. There is a discussed problem of choice of the acceptable return rate distribution. Here 
it is shown that such choice is indistinct and ambiguous. It was a premise for determin
ing the acceptable distribution as a fuzzy subset of considered distributions collection. 
The necessity of such a presentation is illustrated by means of the empirical case study. 
The possibility of application obtained results to financial markets analysis was shown. 
At the end authors suggested a further direction of the statistical research of imprecise 
defined acceptable distribution properties.
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