Robert Kruszewski

Dynamika nieliniowego modelu
cyklu gospodarczego

Studia i Prace Wydzialu Nauk Ekonomicznych i Zarzgdzania 50/2, 113-130

2017

Artykut zostat opracowany do udostepnienia w internecie przez
Muzeum Historii Polski w ramach prac podejmowanych na rzecz
zapewnienia otwartego, powszechnego i trwatego dostepu do
polskiego dorobku naukowego i kulturalnego. Artykut jest umieszczony
w kolekcji cyfrowej bazhum.muzhp.pl, gromadzacej zawartos¢ polskich
czasopism humanistycznych i spotecznych.

Tekst jest udostepniony do wykorzystania w ramach
dozwolonego uzytku.

Hpe

MUZEUM HISTORII POLSKI



' Studia i Prace WNEIZ US
WYDZIAL NAUK EKONOMICZNYCH
| ZARZADZANIA d ‘ nr 50/2 2017

STUDIA | MATERIALY

DOI: 10.18276/sip.2017.50/2-09

Robert Kruszewski”
Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie

DYNAMIKA NIELINIOWEGO MODELU CYKLU GOSPODARCZEGO

STRESZCZENIE

W artykule skonstruowano nieliniowy model cyklu gospodarczego, uwzgledniajacy
nieliniowa funkcj¢ inwestycji i konsumpcji. Opisano mozliwe typy $ciezek czasowych oraz
zbadano wplyw parametréw na dynamike modelu.

Stowa kluczowe: cykl koniunkturalny, rownowaga, chaos deterministyczny, bifurkacja

Wprowadzenie

W teorii ekonomii modele z czasem dyskretnym sg coraz czgSciej stosowane. Ze
wzgledu na réznorodno$¢ dynamiki, ktora je charakteryzuje, szczegdlnym zaintere-
sowaniem cieszg si¢ modele nieliniowe. Rozwigzaniami takich uktadéw dynamicz-
nych mogg by¢ §ciezki czasowe monotonicznie zbiezne do rownowagi stacjonarne;j,
okresowe, quasi-okresowe, az do rozwigzan, ktore swym przebiegiem przypominajg
procesy losowe. Ostatnia wtasno$¢ zwana chaosem deterministycznym rejestrowana
jest juz w jednowymiarowych nieliniowych modelach dyskretnych. Od poczatku
lat osiemdziesiatych dwudziestego wieku obserwujemy wzrost zainteresowania
nieliniowymi modelami dyskretnymi charakteryzujacymi si¢ ztozong (quasi-

" Adres e-mail: rkrusz@sgh.waw.pl



114

METODY ILOSCIOWE W EKONOMII

-okresowa, chaotyczng) dynamika. Chaos deterministyczny, ktory moze pojawié
si¢ juz w bardzo prostych modelach makroekonomicznych (np. J.M. Keynesa,
J.R. Hicksa, P.A. Samuelsona), przedstawia klasyczna teori¢ koniunktury oraz sku-
tecznos$¢ 1 efektywnos$¢ polityki spoteczno-gospodarczej w nowym $wietle. Badanie
okresowej, quasi-okresowej i chaotycznej dynamiki modeli cyklu koniunkturalne-
go, od lat osiemdziesiatych XX wieku stanowi jeden z gléwnych nurtéw ekonomii
matematyczne;j.

Model Hicksa, na bazie ktdrego skonstruowany bedzie nowy model, ze wzgle-
du na swa prostote i deskryptywny charakter stanowi dobra pozycje wyjsciowa do
badania réznych sposobéw modelowania strumienia konsumpcji i inwestycji oraz
wyjasniania cech morfologicznych cykléw gospodarczych. Hommes, Saura, Vazquez
i Vegas (1998) badali model Hicksa z dolnym ograniczeniem na poziom inwestycji
i gornym na wielkos$¢ produktu krajowego. Puu, Gardini i Sushko (2005) takze bada-
li model Hicksa z ograniczeniami, w ktorym dolne ograniczenie poziomu inwestycji
zostalo powigzane z catkowitym zasobem kapitatu w modelowanej gospodarce. Mat-
sumoto i Szidarovszky (2015) rozwazali nieliniowy model mnoznika i akceleratora
z opdznionym argumentem funkcji inwestycji i konsumpcji. Analizie modelu Hicksa
z nieliniowg funkcja inwestycji poswigcona jest takze praca Puu i Sushko (2004).

Celem niniejszej pracy jest skonstruowanie matematycznego modelu cyklu go-
spodarczego opartego na modelu Hicksa, zbadanie dynamiki tego modelu ze szcze-
golnym uwzglgdnieniem atraktorow okresowych i quasi-okresowych, zidentyfiko-
wanie czynnikéw determinujacych powstawanie tychze atraktoréw oraz okreslenie
warunkow, jakie muszg zaistnie¢, by wystapito zjawisko chaosu deterministyczne-
go. Istotnym elementem analizy bedzie sprawdzenie, czy zaproponowany model jest
w stanie generowac $ciezki czasowe produktu krajowego, posiadajace cechy morfo-
logiczne rzeczywistych cykli gospodarczych.

Do zbudowania i analizy nieliniowego modelu cyklu gospodarczego uzyte
beda narzg¢dzia ekonomii matematycznej, w tym teoria nieliniowych uktadéw dyna-
micznych z czasem dyskretnym i teoria bifurkacji. Realizacji postawionych celow
podporzadkowana jest struktura artykutu. Cze$¢ pierwsza zawiera zatozenia modelu
oraz opisuje potozenia rownowagi i lokalne zjawiska bifurkacyjne zachodzace w ba-
danym modelu. Cz¢$¢ druga poswigcona jest analizie numerycznej zaproponowane-
go modelu, ze szczegdlnym uwzglednieniem atraktorow cyklicznych, quasi-okreso-
wych i chaotycznych. Konkluzje zawarte s3 w ostatniej czgsSci.
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1. Nieliniowy model cyklu gospodarczego

W wigkszosci wersji modelu Hicksa strumien konsumpcji jest liniowg funkcja
produktu krajowego z okresu poprzedniego. Czgs¢ badaczy w modelowaniu strumie-
nia konsumpcji uwzglednia jego zalezno$¢ od poziomu produktu krajowego z kilku
poprzednich okresow (Puu, 2003). Oddzielna klas¢ stanowig modele, w ktorych opis
strumienia konsumpcji oparty jest na oczekiwanej wielkosci produktu krajowego
w okresie biezagcym. Przedstawiony ponizej model cyklu gospodarczego stanowi
rozszerzenie propozycji zawartej w pracy Kruszewskiego (2016).

W konstruowanym nieliniowym modelu cyklu gospodarczego, bazujacym na
modelu Hicksa, funkcja konsumpcji przyjmuje postaé:

C =C,+(1-5)Y" +sY_,, 0<s<l, (1)

gdzie C, >0 oznacza konsumpcj¢ autonomiczng, a 0<s <1 oznacza sktonnos¢
do oszczedzania. Parametr « >0 przyjmuje wartosci bliskie jednos$ci. Przyjeta po-
sta¢ funkcji konsumpcji pozwala bada¢ wlasnosci modelu, w przypadku gdy fak-
tyczne zachowania konsumpcyjne réznig si¢ od przyjetych zalozen teoretycznych,
zwigzanych z liniowa zalezno$cia od poziomu produktu krajowego w okresie t—1.
Dodatkowo, w proponowanym mechanizmie modelowania strumienia konsumpcji,
zatozono, iz oszczednos$ci poczynione w okresie t—2 sa wykorzystywane w okresie
t—1 i podlegaja konsumpcji w okresie biezacym t.

Funkcja inwestycji w bazowym modelu Hicksa jest funkcja liniowa zalezna
od r6znicy produktu krajowego w okresach t—1 i t-2. Ten sposéb modelowania stru-
mienia inwestycji jest dos¢ odlegly od rzeczywistych proceséw inwestycyjnych, co
zauwazyt juz Hicks (1950). Proponowat on zastgpienie funkcji liniowej funkcjg ka-
watkami liniowa. Wiazalo si¢ to z wprowadzeniem gdérnego i dolnego ograniczenia
strumienia inwestycji. Udoskonalenia sposobu modelowania strumienia inwestycji
przedstawit takze Goodwin (1951). Idea Goodwina przektada si¢ na zastosowanie
funkcji arcustangens do modelowania strumienia inwestycji. Puu (2003) w mode-
lowaniu strumienia inwestycji uwzglednia takze inwestycje rzadowe i caty proces
opisuje przy pomocy wielomianu trzeciego stopnia:

I, zv(Yt—l_Yt—Z)_v(Yz—l_Yt—2)3’v>0' (2)

W niniejszej pracy (podobnie jak w: Kruszewski, 2016), uwzglednione bgda
dodatkowo inwestycje autonomiczne 7/, >0, zatem
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=T+ (Y, =Y ) - oY, Y, ), v>0. )
Podstawiajgc rownania (1) i (3) do rownania bilansowego
Y,=C,+1,+G, “4)

oraz zakladajac stato$¢ wydatkow rzadowych G, = G, = const > 0, otrzymujemy au-
tonomiczne rOwnanie réznicowe nieliniowe drugiego rzedu:

Y, =(1=s)Y +sY, +v(Y, ~Y,)~v(Y, ~Y,) +1,+C,+G,, (%)

t t t

ktore jest rOwnowazne nastepujagcemu autonomicznemu uktadowi dwoch réwnan
réznicowych pierwszego rzgdu:

! (6)
X, =Y,

{ Y,=(1-5)7% +sX, , +v(Y, - X, )=v(Y,, - X,,) +1,+C, +G,
Powyzszy uktad rownan roéznicowych jest nieliniowy i dodatkowo nie istnieje
jego analityczne rozwigzanie opisujace zachowanie si¢ zmiennych (Yt , X t) w kazdej
chwili czasu t. Do analizy uktadu (6) zostang uzyte narzg¢dzia jako$ciowej teorii nie-
liniowych réwnan réznicowych.
Niech F:R* > R? bedzie odwzorowaniem oznaczajacym prawg stron¢ ukta-
du (6):

(1-s5)»” +sx+v(y—x)—v(y—x)3 +1,+C, +G,
Y

Pierwszym elementem jakos$ciowej analizy uktadu (6) jest wyznaczenie poto-

F(y,x)= { (7

zenia rOwnowagi (rozwigzania stacjonarnego). ROwnowaga uktadu (6) jest punktem
stalym odwzorowania F . Punkt staty (y*,x*) odwzorowania F spelniaja warunek:

F(ye,x)=(pe,x:), (8)

ktory jest rownowazny uktadowi rownan:

{H(y*)z(l—s)yf‘ —(1=8)pe+1, +Cy+Gy =0
x*:y*

©)
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Twierdzenie 1.
Jezeli 1,+C,+G,>0 oraz 0<a<l, to odwzorowanie F posiada jeden
punkt staty E(y*,y*) taki, ze y. >a'™.

Dowaod:
Przy zatozeniu dodatnich wydatkéw autonomicznych warunek (9) redukuje si¢
do rownania:

(1=s)ye =(1=5)y. (I, +C, + G,),
ktorego pierwiastki sa miejscami zerowymi funkcji

G(y)=(1=s)y* —(1=5)y+(I, +Cy +G,) y=0.

1

Funkcja G(y) jest: ciagla, rosngca w przedziale (O,a‘*“ ), malejgca w prze-
dziale (aﬁ,oo), w zerze przyjmuje warto$¢ dodatnig (G(O) =[,+C,+G, > 0)
i dazy do minus nieskonczono$ci, gdy argument ro$nie do nieskonczonos$ci
(mG(y):m{u—s)y[y“-l _1]+10 +C, +Go} :—oo). Funkcja G(y), o poda-
nych powyzej wlasnosciach, posiada doktadnie jedno miejsce zerowe y. spetniajace

1
nierownos¢ y. > o' .M

Twierdzenie 2.
Zalozmy, ze o >1. Odwzorowanie F posiada dwa punkty state E, (yl, yl)

i E(y,.y,) takie, ze y, <(L)7 <y,, jesli 0<I,+C,+G, <(1-s) )" (1-1).

a

Dla [,+C,+G, =(1 —s)(é)ﬁ (I-21)) odwzorowanie F posiada jeden punkt staty
E (yl, yl) taki, ze y, = (i)ﬁ ,adla I, +C,+G, > (1- S)(i)ﬁ (I1-2) odwzorowanie

F nie posiada punktow statych.

Dowdd:
Przy zatozeniu dodatnich wydatkéw autonomicznych warunek (9) redukuje si¢
do rownania:

(I=s)y& =(=5)y. —(I, +C, + G,),
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ktorego pierwiastki sg miejscami zerowymi funkcji

G(y)=(1-s)y" —(1=5)y+(,+Cy +G,) ¥20.

Funkcja G(y) jest: ciagla, malejaca w przedziale (O,aﬁ), rosngca w prze-
dziale (aﬁ,oo), w zerze przyjmuje warto$¢ dodatnia (G(O) =1,+C,+G, > O)
i dazy do plus nieskonczonosci, gdy argument ro$nie do nieskonczonosci
(}grolo G(y)= 12210{(1 — s)y[y””1 — 1] +1,+C, + GO} = +oo) . W punkcie o™ funkcja
G(y) osiaga minimum globalne G, (aﬁ) =(1- s)(i)ﬁ E-D+1,+C,+G,. Je-
zeli G (aﬁ) <0, czyli gdy 0<1,+C,+G, <(1- s)(i)ﬁ (1-1), to odwzorowa-
nie F posiada dwa punkty state E, (yl, yl) 1E, ( Vys yz) takie, ze y, < (i)ﬁ <y,.Je-
sli G (ai) =0, to odwzorowanie F posiada jeden punkt staly E, (yl, yl), gdzie
(@) >0

Y = (i)ﬁ . Odwzorowanie F nie posiada punktow statych, gdy G,
i wowezas I, +C, +G, >(1-s)(L)* (1-1).m

Kolejnym etapem analizy jakosciowej badanego modelu jest ustalenie warun-
kow, jakie musza spelnia¢ zmienne egzogeniczne, by stany stacjonarne byty lokalnie
asymptotycznie stabilne. Stabilno$¢ rownowagi stacjonarnej uktadu (6) zalezy od
warto$ci wlasnych macierzy Jakobiego odwzorowania F, ktora przyjmuje postac:

Analizg lokalnej asymptotycznej stabilnosci punktow statych (rozwigzan sta-

cjonarnych) uktadu (6) rozpoczyna od przypadku, gdy o >1. Macierz Jakobiego
odwzorowania F' w punkcie E, i E, przyjmuje postac:

J(E,-){(l_s)af"a_l” S_V]

0
Rownowaga stacjonarna E; uktadu (6) jest lokalnie asymptotycznie stabilna,
gdy moduty wartosci wiasnych macierzy linearyzacji J (El) sg mniejsze od jednosci.
Warunek ten jest spelniony jesli':

' Medio, Lines (2001).
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1+2rJ(E,)+det J(E,)> 0
1-2rJ(E,)+det J(E,)> 0 (11)
1-detJ(E,)>0

Slad i wyznacznik macierzy linearyzacji sa rowne odpowiednio:
trJ(E)) = (1 —s)ayf’_l +v 1 detJ(E,)=v—s. Pierwsza nierownos$¢ jest spetniona
dla wszystkich dopuszczalnych wartoéci parametrow modelu, gdyz J(E;)>0
1 detJ(E,)>—1. Trzecia nier6wnos¢ jest prawdziwa, gdy v <1+ . Druga nieréw-

nosé przyjmuje postaé 1—s+(1—s)ay®™ >0 i jest spetniona, gdy y, < ( )a ' itym

samym rownowaga £, (yz, y2) jest niestabilna, gdyz y, > (i)“lfl .
Macierz Jakobiego odwzorowania F, dla 0 <a <1, w rownowadze E (y*, y*)
przyjmuje postac:

J(E):{(l—s)azyf’1 +v s—v}
1 0

Rownowaga E jest lokalnie asymptotycznie stabilna dla O <v<l1+s, gdyz
wowcezas warunek (11) jest spelniony. Pierwsza nierdwno$¢ jest speiniona, gdyz
trJ(E)>0 1 detJ(E) > —1.Trzecia nier6wnosc jest prawdziwa, gdy v<1+s . Dmga
nieréwnos¢ przyjmuje posta¢ 1—s +(1 s)ay"‘ >0 ijest spetniona, gdyz y. > are

Wnhiosek:

Jesli I, +Cy+G, >0 1 a>1,torownowaga E, jest zawsze niestabilna, a row-
nowaga E, jest lokalnie asymptotycznie stabilna, gdy 0 <v<l+s.

Jesli 1, +Cy,+G, >0 1 0<a<l,torownowaga E jest lokalnie asymptotycz-
nie stabilna, gdy O<v<l+s.

2. Bifurkacje, atraktory i dynamika globalna

Jedng z fundamentalnych cech nieliniowych rownan réznicowych jest duza
réznorodno$¢ mozliwych scenariuszy opisujacych dynamiczne wlasnosci rozwia-
zan. Rozwigzania mogg zbiega¢ do rownowagi stacjonarnej, rozwigzania okreso-
wego, quasi-okresowego lub zachowywac si¢ chaotycznie. Rozwiagzania chaotyczne
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sa wrazliwe na mate zmiany warunku poczatkowego. Wtasnos¢ ta istotnie ograni-
cza zakres prognozy badanej zmiennej ekonomicznej i uwypukla istotno$¢ badania
dynamiki nieliniowych modeli ekonomicznych pod katem wystepowania zjawiska
chaosu deterministycznego.

By moéc analizowa¢ trajektorie cykliczne, quasi-okresowe i chaotyczne w ba-
danym modelu, konieczne jest przekroczenie granicy obszaru asymptotycznej sta-
bilnosci standow stacjonarnych, wyznaczonych w czes$ci pierwszej niniejszej pracy.
Przekraczanie obszaru lokalnej asymptotycznej stabilnosci wiaze sie z wystepowa-
niem zjawiska bifurkacji.

W badanym modelu wystepuja dwa typy bifurkacji: bifurkacja styczna i bifur-
kacja Neimarka-Sackera. W wyniku bifurkacji Neimarka-Sackera, w uktadzie dyna-
micznym, pojawiajg si¢ orbity okresowe lub quasi-okresowe. W wyniku bifurkacji
stycznej w badanym modelu zmienia si¢ liczba rownowag stacjonarnych. Naruszenie
drugiej nierdownos$ci w warunku (11) jest konieczne do zaistnienia bifurkacji stycznej
(fold bifurcation), zwanej takze bifurkacja typu siodto-wezet (saddle-node bifurca-
tion). Wowczas jedna z wartosci wlasnych macierzy linearyzacji jest rowna 1. Opi-
sany scenariusz ma miejsce, gdy 1-7rJ(E;)+ DetJ(E;)=0 oraz TrJ(E,) € (0,2)
i DetJ(E;) e (-11) (pozostate warunki sa spetnione). Ten typ bifurkacji zachodzi
dla a >1. Wraz ze zwigkszajacymi si¢ wydatkami autonomicznymi rownowagi £,
i E, przyblizaja si¢ do siebie i po przekroczeniu granicznej wartosci (punkt bifurka-
cji) w badanym modelu nie istnieja juz rOwnowagi stacjonarne.

Naruszenie trzeciej nieréwno$ci w warunku (11) jest konieczne do zaistnienia
bifurkacji Neimarka-Sackera. Wowczas macierz linearyzacji ma par¢ zespolonych
sprzezonych wartosci wtasnych, ktorych modut jest rowny jednosci. Opisany sce-
nariusz ma miejsce, gdy 1—DetJ(E,) =0 oraz pierwsze dwie nierownosci sa spel-
nione, tj. TrJ(E,) € (-2,2) W badanym modelu utrata stabilnosci przez rOwnowage
stacjonarng, w wyniku bifurkacji Neimarka-Sackera, prowadzi zawsze do powstania
atraktorow quasi-okresowych.
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Rysunek 1. Dwuwymiarowy diagram bifurkacyjny:a =0.8, I, +G,+C, =1

003 004 005 0,08
B

M1 Wz W3 W3 N5 Me W7 8 Mo M1 N1 Hiz M1z H14 His Hoie W7 Mois Wog
W20 W21 W22 W23 M24 M2s M2 M2y Mz M2 W30 W31 W32 WaEs >33 M infinity

Zrodto: obliczenia wlasne.

Rysunek 2. Wyktadniki Lapunowa: ¢ =0.8, [, +G,+C, =1

000 0.01 002 003 004 005 0.06 0.07 0.08 008 0.t
s

[M2negative M 2positive W 1zero, Tpositive M Tpositive, Tnegative | 1zer, Tnegative |

Zrodlo: obliczenia wiasne.
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Na rysunku 1 przedstawiono dwuwymiarowy diagram bifurkacyjny badanego
modelu dla parametrow (s,v). Odcieniami szaros$ci zaznaczone wartosci parame-
trow, dla ktorych $ciezka czasowa produktu krajowego zbiega do atraktorow okreso-
wych. Kolorem biatym zaznaczone sa kombinacje, dla ktérych w badanym modelu
istniejg atraktory quasi-okresowe lub chaotyczne. Rozrdéznienie migdzy atraktora-
mi chaotycznymi i quasi okresowymi umozliwiaja wyktadniki Lapunowa (rys. 2).
Atraktory quasi-okresowe charakteryzuje zerowa warto$¢ najwickszego wyktadnika
Lapunowa i ujemna warto$¢ drugiego wyktadnika. Atraktory chaotyczne wyr6znia
co najmniej jeden dodatni wyktadnik Lapunowa. Wzdtuz prostej v=1+s w bada-
nym modelu wystegpuje bifurkacja Neimarka-Sackera, w wyniku ktérej pojawiaja
si¢ atraktory quasi-okresowe. Wystepowanie atraktorow chaotycznych zwigzane jest
z warto$ciami akceleratora przekraczajacymi warto$¢ 1.76.

Rysunek 3. Diagram bifurkacyjny: & =0.8, v=1.15, I, +G,+C, =1

0 -
001 002 003 004 005 008 007 OO 002 010 O 012 013 0414 015 0418 017 018 019 020
s

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Rysunek 4. Wyktadniki Lapunowa: ¢ =0.8, v=1.15, [ +G,+C, =1

0,050
0,025

0,000

0,025

-0.050

0,075

exponent(s)

-0.100

-0,125

0,150

0,178

-0.20

0
001 002 003 004 005 006 007 D08 009 070 011 012 073 044 015 016 017 018 019 020
s

Zrodto: obliczenia whasne.

Na rysunku 3 przedstawiono diagram bifurkacyjny badanego modelu. Ilustruje
on dlugookresowa dynamike produktu krajowego jako funkcje sktonnosci do oszczg-
dzania. Niskie warto$ci parametru s oznaczaja wysoka sklonno$¢ do konsumpcji
i w powigzaniu z akceleratorem rownym 1.15 skutkuja wystepowaniem atraktorow
quasi-okresowych. Brak jest w tym obszarze atraktoréw okresowych, najwickszy
wyktadnik Lapunowa jest rowny zero (rys. 4). Rosngca sktonno$¢ do oszczedzania
zmniejsza amplitude wahan i po przekroczeniu warto$ci progowej (punktu bifurka-
cji) sy =v—1, produkt krajowy zbiega do stanu stacjonarnego.
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Rysunek 5. Diagram bifurkacyjny: a =0.8, s=0.07, I,+G,+C, =1
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Zrodto: obliczenia wlasne.

Rysunek 6. Wyktadniki Lapunowa: o =0.8, s=0.07, [,+G,+C, =1
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Zrodto: obliczenia wlasne.

Scenariusz zmian dlugookresowych wiasnosci badanego modelu ze wzglgdu na ro-
snace warto$ci akceleratora przedstawiono na rysunku 5. Poczatkowo stabilna jest row-
nowaga stacjonarna, po przekroczeniu punktu bifurkacji v,,, =1+s pojawiaja si¢ atrak-
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tory quasi-okresowe. Dalszy wzrost parametru v prowadzi do pojawienia si¢ rozwigzan
cyklicznych o niskim okresie. W nastepnej fazie, w wyniku globalnej bifurkacji podwo-
jenia okresu, pojawiaja si¢ atraktory cykliczne o coraz dtuzszym okresie, by ostatecznie
w wyniku kaskady podwojenia okresu wygenerowac atraktory chaotyczne. Struktura
diagramu bifurkacyjnego przedstawionego na rysunku 5 wskazuje na wystepowanie zja-
wiska wielostabilnosci, czyli wystepowania ro6znego typu atraktoréw dla tej samej kom-
binacji zmiennych egzogenicznych. Analiza zjawiska wielostabilno$ci sprowadza si¢ do
analizy przestrzeni fazowej w poszukiwaniu atraktoréw i ich basenéw przyciaggania.

Basen przyciggania atraktora zawiera wszystkie pozycje wyjsciowe gospodar-
ki, ktore w dtugim okresie zbiegaja do danego atraktora. Analiza basenow przycia-
gania pozwala odpowiedzie¢ na nastgpujace pytanie: Dlaczego gospodarki o takich
samych parametrach i niewiele rdznigcych si¢ pozycjach wyjsciowych charaktery-
zuja catkowicie odmiennym zachowaniem dtugookresowym?

Rysunek 7. Atraktor chaotyczny i okresowy wraz z obszarami przyciagania:
a=0.8, 0.07,v=176, [,+G,+C,=1

Zrodlo: obliczenia wiasne.
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Rysunek 8. Atraktory cykliczne o okresie 11 wraz z obszarami przyciagania:
a=08,5s=0.08, v=1.76, [, +G,+C, =1

Zrodto: obliczenia wlasne.

Wspdtistnienie réznych atraktoréw, atraktora chaotycznego i cyklicznego
(rys. 7) oraz dwoch roznych atraktoréw cyklicznych o okresie 11 (rys. 8), jest ce-
chg charakterystyczng badanego modelu. Warunkiem koniecznym zaistnienia tego
zjawiska jest wysoka warto$¢ akceleratora i niski udzial oszczednosci w produkcie
krajowym. Wyzsze wartosci akceleratora, powyzej 1.8, gwarantujg wystgpowanie
jedynie atraktorow chaotycznych (rys. 9).



RoBerT KRUSZEWSKI | 127

DYNAMIKA NIELINIOWEGO MODELU CYKLU GOSPODARCZEGO
\

Rysunek 9. Atraktor chaotyczny:
a=08,5s=0.05, v=2.1, [, +G,+C, =1

250 275 300 325 350 375 400 425 450 475 500 525 560 575
Y

Zrodto: obliczenia whasne.

Istnienie atraktoréw o tak zlozonej strukturze jest warunkiem koniecznym wy-
stapienia trajektorii produktu krajowego, ktora posiada wiele cech morfologicznych
rzeczywistych cykli gospodarczych. Fazy spowolnienia i ozywienia gospodarczego
pojawiaja si¢ nieregularnie, a ich amplituda jest zroznicowana (rys. 10). Trajektorie
te s3 matematycznym modelem endogenicznych cykli gospodarczych.
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Rysunek 10. Trajektoria produktu krajowego:
a=0.8, s=0.05, v=2.1, [, +G,+C, =1
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Zrodto: obliczenia wlasne.

Podsumowanie

Zaproponowany nieliniowy model cyklu gospodarczego obrazujacy wspot-
dzialanie mnoznika i akceleratora jest przyktadem modelu cyklu koniunkturalnego
opartego na potaczonym dziataniu efektu mnoznikowego i zasady akceleracji. Dy-
namika modelu jest zlozona, wystepuje zjawisko wielostabilnosci, poczawszy od
wspotistnienia rozwigzan cyklicznych o r6znej amplitudzie, po wspolistnienie atrak-
tordw cyklicznych i chaotycznych. Utrata lokalnej asymptotycznej stabilno$ci przez
rownowage, w przedstawionym modelu, nie oznacza niestabilno$ci modelu. Poja-
wiajg si¢ atraktory cykliczne, quasi-okresowe i chaotyczne, ktore s3 matematycz-
nym modelem endogenicznego cyklu koniunkturalnego. Uwzglednienie dwuokre-
sowych opdznien w sposobie modelowania konsumpcji poszerzyto obszar lokalne;j
asymptotycznej stabilno$ci rownowagi stacjonarnej i uwypuklito roleg, jaka odgrywa
sktonno$¢ do oszczgdzania w powstawaniu atraktoréw cyklicznych. Odpowiednio
wysoka sktonnos$¢ do oszczedzania jest w stanie zagwarantowac istnienie rozwigzan
cyklicznych, nawet gdy wartos$ci akceleratora sg juz wysokie, co przy niskiej skton-
nosci do oszczgdzania wigze si¢ z wystgpowaniem zjawiska chaosu deterministycz-
nego. W przedstawionym modelu istniejg $ciezki czasowe posiadajace wickszosé
cech morfologicznych rzeczywistych cykli gospodarczych. Istnienie rozwigzan o ta-
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kich cechach zawsze wiaze si¢ z odpowiednio wysoka warto$cig akceleratora, ktéra
jest niezbedna do wystapienia atraktoréw o odpowiednio zlozonej strukturze.
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NONLINEAR BUSINESS CYCLE MODEL

Abstract

We investigate the dynamics of the proposed nonlinear business cycle model with non-
linear investment and consumption functions. The possible long-term behaviour of the na-
tional income has been described. We investigate, how the dynamics of the model depend on

parameters.
Keywords: business cycle, equilibrium, chaos, bifurcation, attractor
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