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STRESZCZENIE

Glownym celem opracowania jest zbadanie wplywu prostego mechanizmu oczekiwan
na dynamike¢ modelu cyklu koniunkturalnego opartego na mnozniku i zasadzie akceleracji.
Zmodyfikowana funkcja konsumpcji zalezy od oczekiwanego poziomu produkcji (dochodu)
w okresie biezacym i jest nieliniowa. Zostang opisane mozliwe typy $ciezek czasowych oraz
zbadany wplyw parametréw na dynamike modelu.

Stowa kluczowe: cykl koniunkturalny, rownowaga, chaos deterministyczny, bifurkacja

Wprowadzenie

Przedmiotem rozwazan nad cyklami koniunkturalnymi jest analiza przyczyn
wystepowania wahan w gospodarce. Teorie wyjasniajace zjawiska cyklicznosci
tworzone byly przez ekonomistow roznych epok. W artykule skupimy uwage na
teorii opartej na wspotdziataniu mnoznika i akceleratora, ktéra zostala opracowana
w latach 40. XX wieku. W ostatnich dziesigcioleciach nastepowat rozwoj tej teorii,
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w ktorego wyniku powstalo wiele nieliniowych modeli dynamicznych. Domina-
cja modeli nieliniowych jest wynikiem pojawienia si¢ nowych metod badawczych
nieliniowych uktadéw dynamicznych, ktore stanowia matematyczng reprezentacja
modeli ekonomicznych. Wspomniane narzedzia to teoria bifurkacji i teoria morfo-
genezy (zwana takze teorig katastrof) oraz zdefiniowane w polowie lat 70. XX wieku
przez Li oraz Yorke’a (1975) pojecie chaosu deterministycznego. Zastosowanie teo-
rii bifurkacji pozwolito na rekonstrukcje wielu wczesniejszych idei cyklu koniunk-
turalnego. Opisanie zjawiska chaosu deterministycznego postawito w innym $wietle
zagadnienie wyjasniania zjawiska falowania zmiennych ekonomicznych i przygoto-
wywania prognoz tychze zmiennych. Chaos deterministyczny, ktory moze pojawic
si¢ juz w bardzo prostych modelach makroekonomicznych (np. Keynesa, Hicksa,
Samuelsona), przedstawia klasyczna teori¢ koniunktury oraz skutecznos$¢ i efektyw-
nos$¢ polityki spoteczno-gospodarczej w nowym Swietle.

Model Hicksa, na bazie ktorego bedzie skonstruowany nowy model, ze wzgle-
du na prostotg i deskryptywny charakter, stanowi dobrg pozycj¢ wyjsciowa do bada-
nia réznych sposoboéw modelowania strumienia konsumpcji oraz wyjasniania cech
morfologicznych cyklow gospodarczych. Saura, Vazquez i Vegas (1998) badali mo-
del Hicksa z dolnym ograniczeniem na poziom inwestycji i gornym na wielkos$¢ pro-
duktu krajowego. Puu, Gardini i Sushko (2005) takze badali model Hicksa z ogra-
niczeniami, w ktoérym dolne ograniczenie poziomu inwestycji zostalo powigzane
z catkowitym zasobem kapitalu w modelowanej gospodarce. Matsumoto i Szida-
rovszky (2015) rozwazali nieliniowy model mnoznika i akceleratora z opdznionym
argumentem funkcji inwestycji i konsumpcji. Analizie modelu Hicksa z nieliniowg
funkcja inwestycji poswigcona jest takze praca Puu i Sushko (2004).

Celem niniejszej pracy jest skonstruowanie matematycznego modelu cyklu
gospodarczego, zbadanie dynamiki tego modelu ze szczegdlnym uwzglednieniem
atraktorow okresowych i quasi-okresowych, zidentyfikowanie czynnikéw determi-
nujacych powstawanie tychze atraktorow oraz okreslenie warunkéw, jakie musza
zaistnie¢, by wystapilo zjawisko chaosu deterministycznego.

Do zbudowania i analizy nieliniowego modelu cyklu gospodarczego beda uzyte
narzg¢dzia ekonomii matematycznej, w tym teoria nieliniowych uktadéw dynamicz-
nych z czasem dyskretnym 1 teoria bifurkacji. Realizacji postawionych celéw pod-
porzadkowana jest struktura artykulu. Cze$¢ pierwsza zawiera opis liniowego mo-
delu Hicksa, ktorego rownowaga stacjonarna bedzie wykorzystana w czgsci drugiej
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zawierajacej opis modelowania oczekiwan. Czgs$¢ trzecia zawiera zatozenia modelu
nieliniowego oraz opisuje potozenia rownowagi i lokalne zjawiska bifurkacyjne za-
chodzace w badanym modelu. Czg$¢ czwarta poswigcona jest analizie numerycznej
zaproponowanego modelu, ze szczegdlnym uwzglednieniem atraktorow cyklicz-
nych, quasi-okresowych i chaotycznych. Konkluzje zawarte sa w ostatniej czesci.

1. Model Hicksa

Model Hicksa oparty jest na zasadzie wspotdziatania Keynesowskiego mnoz-
nika i zasady akceleracji. Opisuje dynamike produktu krajowego hipotetycznej go-
spodarki. Model ten bedzie stanowi¢ odniesienie do modelu nieliniowego, ktory zo-
stanie przedstawiony w trzeciej czgsci pracy.

W rozwazanym liniowym modelu Hicksa zaklada si¢ dodatnig konsumpcje
autonomiczng C, >0, oraz ze konsumpcja indukowana w okresie biezacym jest
wprost proporcjonalna do produktu krajowego z okresu poprzedniego Y, . Stru-
mien konsumpcji w okresie biezacym C, wyraza si¢ wzorem:

C,=C,+(1-s),,, 0<s<I, (1)

gdzie s reprezentuje sklonno$¢ do oszczedzania.
Inwestycje /, sa suma stalych inwestycji autonomicznych 7, = const iinwesty-
cji indukowanych, ktore sg proporcjonalne do zmiany poziomu produktu krajowego:

L=1,+k(Y,_ -Y_,), k>0, )

gdzie k jest akceleratorem.

Produkt krajowy, w kazdym okresie, przeznaczany jest na konsumpcje, inwe-
stycje i wydatki rzadowe (G, = G, > 0), ktore sa state w kazdym okresie. Rownanie
bilansowe opisujgce rownowage w modelowej gospodarce przyjmuje postac:

Y,=C +1,+G,. 3)

Matematycznym modelem opisujacym dynamike produktu krajowego opisane-
go zalezno$ciami (1)-(3) jest niejednorodne rownanie roznicowe liniowe drugiego
rzgdu o statych wspotczynnikach i statym wyrazie wolnym:

Y,=1,+C,+G,+(1-s+k)Y_ —kY_,. 4)
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Produkt krajowy w okresie biezagcym zalezy od wydatkéw autonomicznych
i wielkos$ci produktu krajowego w dwdch poprzednich okresach. Powyzsze rowna-
nie r6znicowe ma jedng rownowage stacjonarng, ktora jest punktem stalym rowna-
nia (4) i spelnia warunek ¥, =Y, =Y, _, =Y, gdzie ¥ = lv(] ,+C, +G, ) Roéwnowa-
ga ta jest asymptotycznie stabilna dla wartosci akceleratora mniejszych od jednosci.

Mozliwe typy Sciezek czasowych w przedstawionym modelu to: zbieznos¢ do
rownowagi (monotoniczna lub z gasnagcymi oscylacjami), cykliczne wahania (o sta-
lej amplitudzie) wokot rownowagi i oscylacje o rosnacej amplitudzie. W odpowiedzi
na powyzsze ograniczenia (uboga dynamika, trywialny atraktor punktowy) nielinio-
wa wersja modelu bedzie przedstawiona w trzeciej czeséci pracy. Zmianie ulegnie
sposob modelowania zar6wno strumienia konsumpcji, jak i strumienia inwestycji
indukowanych. W miejsce liniowych zalezno$ci beda wprowadzone relacje nieli-
niowe i uwzglednione oczekiwania co do wielkosci produktu krajowego w sposobie

modelowania strumienia konsumpcji.

2. Oczekiwania

Gospodarstwa domowe sg czeSciowo racjonalne, tzn. ze wzgledu na niewy-
starczajacg informacj¢ 1 mozliwosci analityczne nie sa w stanie podejmowac opty-
malnych decyzji. W zastgpstwie stosujg proste heurystyki, ktore sprawdzity sig¢
w przesztosci. Zakladam, ze gospodarstwa domowe do prognozowania warto$ci
zmiennych ekonomicznych (tu: produktu krajowego) stosuja srednig wazona dwoch
typow oczekiwan. Pierwszy typ to oczekiwania ekstrapolacyjne, a drugi — odwroco-
ne oczekiwania ekstrapolacyjne.

Zagregowane oczekiwania wielkosci produkcji w okresie t powstajg na koniec
okresu poprzedniego, tj. okresu t—1 i sg srednig wazong oczekiwan ekstrapolacyj-
nych (Etlfl[Y[]) i odwroconych oczekiwan ekstrapolacyjnych (E” [Y,]).

Oczekiwania powstajg w odniesieniu do dlugookresowej rownowagi w modelu
liniowym Y = {(1 ,+C, +G,), ktora jest punktem statym réwnania (4). Oczekiwa-
nia pierwszego typu wyrazaja si¢ réwnoscia:

Etll[Yt]:Ytl-l_/ul(Ytl_Yj’ >0, )

Oczekiwania drugiego typu opisane sa reguta:
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Efl[K]=K1+ﬂz[Y—YHJ, 0<u,<1. (6)

Zaktadam, podobnie jak Lines i Wasterhoff (2006), ze wigksze odchylenia pro-
duktu krajowego powoduja zmniejszenie wagi zwigzanej z oczekiwaniami ekstrapo-
lacyjnymi. Gospodarstwa domowe odbieraja sytuacje skrajne (duze odchylenia od
roOwnowagi Y ) jako niestabilne. Reguta opisujaca zmienno$¢ wagi dla oczekiwan
ekstrapolacyjnych przyjmuje postaé:

Wt:—z’y>0' (7)

Roéwnanie opisujace zagregowane oczekiwania co do wielkosci produktu kra-
jowego przyjmuje postac:

E_[Y]1=wELY]+(1-w)EL[Y], 0<w, <1. (®)

3. Model nieliniowy

W wigkszo$ci wersji modelu Hicksa strumien konsumpcji jest liniowa funkcja
produktu krajowego z okresu poprzedniego. Cze$¢ badaczy w modelowaniu strumie-
nia konsumpcji uwzglednia jego zalezno$¢ od poziomu produktu krajowego z kilku
poprzednich okresow (Puu, 2003). Oddzielng klase stanowig modele, w ktorych opis
strumienia konsumpcji oparty jest na oczekiwanej wielkosci produktu krajowego
w okresie biezacym. Przedstawiony ponizej model cyklu gospodarczego stanowi
nawigzanie do propozycji zawartej w pracach Kruszewski (2009, 2011).

W konstruowanym nieliniowym modelu cyklu gospodarczego bazujacym na
modelu Hicksa konsumpcja w okresie biezacym bedzie zaleze¢ od oczekiwanego
poziomu produktu krajowego w tym okresie. Oczekiwania sa formowane na koniec
poprzedniego okresu. Rownanie opisujgce strumien konsumpcji przyjmuje postaé:

C,=C,+(1-s)E,_[Y], 0<s<], 9)

gdzie C, >0 oznacza konsumpcje autonomiczng, a 0 <s <1 oznacza sktonno$¢ do
oszczedzania.
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Funkcja inwestycji w bazowym modelu Hicksa jest funkcja liniowg zalezng
od réznicy produktu krajowego w okresach t-1 i t-2. Ten sposéb modelowania stru-
mienia inwestycji jest dos¢ odlegly od rzeczywistych procesow inwestycyjnych, co
zauwazyt juz Hicks (1950), ktory proponowat zastgpienie funkcji liniowej funkcja
przedziatami liniowa. Wiazalo si¢ to z wprowadzeniem goérnego i dolnego ogra-
niczenia strumienia inwestycji. Udoskonalenia sposobu modelowania strumienia
inwestycji przedstawit takze Goodwin (1951). Idea Goodwina przektada si¢ na za-
stosowanie funkcji arcustangens do modelowania strumienia inwestycji. Puu (2003)
w modelowaniu strumienia inwestycji uwzglednia takze inwestycje rzadowe i caty
proces opisuje za pomoca wielomianu trzeciego stopnia:

L=k(Y =Y )=k =Y, ) k>0. (10)
W niniejszej pracy, podobnie jak w Kruszewski (2016), beda uwzglednione
dodatkowo inwestycje autonomiczne [, >0, zatem
L=, +k(Y_ =Y,) -k, -Y,) k>0 (11
Podstawiajac rownania (9) i (10) do rownania bilansowego
Y=C +1, +G, (12)

oraz zakladajac stato$§¢ wydatkow rzadowych G, =G, =const >0, otrzymujemy
autonomiczne roéwnanie réznicowe nieliniowe drugiego rzedu:

Y, =(1-s)E [Y,1+k(Y_ -Y_,)-k(¥,_ -Y_,) +1,+C,+G,,  (13)

ktére jest rownowazne nastgpujagcemu autonomicznemu uktadowi dwoch rownan
réznicowych pierwszego rzgdu:

(14)

{Yt Z(I_S)Et—l[Yt]"'V(Yx—l _Zt—l)_v(Yt—l _Zt—l)3 +1,+C, +G,
Zt:Yt—l

Do analizy uktadu (14) zostang uzyte narzedzia jakosciowej teorii nieliniowych
roéwnan réznicowych.

Niech F:R*>—> R® bedzie odwzorowaniem oznaczajacym prawa strong
uktadu (6):

(1=5)E [ +¥(y-2)-Wy-2) +1,+C, +G,
y

F(y,Z)={ (15)
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Pierwszym elementem jakos$ciowej analizy uktadu (14) jest wyznaczenie po-
lozenia rownowagi (rozwigzania stacjonarnego). Rownowaga ukladu (14) jest
punktem statym odwzorowania F . Punkt staly y*,z*) odwzorowania F' spetniajg
warunek:

F(y'.2")=(»".2"), (16)
Twierdzenie 1

Gospodarka opisana uktadem rownan (14) ma jedng réwnowage stacjo-

narna £, (Yl*,Zl*), gdzie ¥ =7, = I+ dla s >1L 1 trzy rownowagi dlu-
+ 4
gookresowe  E,(v".Z)). E(.Z). E(v.Z}) dia 0<s< 1 M takde, ze
% * * * * +
7, =Y, <Y <Y, =7, #
Dowdd:
Punkty state uktadu (14) spetniajg uktad réwnan
Y,=Y_,=Y
o a7)
Zt = Zt—l =Z
ktory jest rownowazny réwnaniom
¥ —Y=[Y —YJTwwlwz)—uz), (18)
zZ =Y (19)
gdzie
72
x Y
w = (20)

2 2
Y +72(Y*—Yj

jest waga rownowagi dilugookresowej. ¥ =Y jest pierwiastkiem réwna-
nia (18), dla wszystkich warto$ci parametrow. Zatem punkt E| (Y]*,Zl* ) taki, ze
Z, =Y =Y= (I, +C,+G,) jest punktem statym uktadu (14). Podstawiajac za-
leznos¢ (20) do rownania (18), otrzymujemy

2

.Yy ((l—s),u —s)
Yy -Y| = ! . 21
{ j s+ m(l-9) b
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Mianownik prawej strony rownania (21) jest zawsze dodatni (0 <s ,u2 < 1). Roéwna-

: D . _ 1-8) . —
nie(21)dla0<s < A madwa pierwiastkirzeczywiste ¥, =Y - (-9 =5
I+ y\]swz(l—s)
oraz ¥, =Y+— /% spetniajace nierownosé Y, <Y <Y, . Zatem uklad
y\s+u(1-s)

o
1+

dynamiczny (14) ma jedna roéwnowage K| (YI*,ZI*) dla s>

1 trzy rownowagi E, (Y]*,Z]*), Ez(Y;,Z;), E3(Y3*,Z;) dla 0<s<—— " ad takie, ze
Z;=Y;<Yl*<Y3*=Z:.I T4

Kolejnym etapem analizy jako$ciowej badanego modelu bgdzie ustalenie wa-
runkow, jakie musza spelnia¢ zmienne egzogeniczne, by stany stacjonarne byty lo-
kalnie asymptotycznie stabilne.

Stabilnos¢ rownowagi stacjonarnej uktadu (14) zalezy od warto$ci wlasnych
macierzy Jakobiego odwzorowania F, ktéra przyjmuje postac:

(1)Ll g (-2 ke ak(p-z)
J(y,2)= dy (22)
1 0

Rownowaga E, bedzie lokalnie asymptotycznie stabilna, gdy wszystkie
warto$ci wlasne macierzy Jacobiego,
(1=s)1+ ) +k —k}

J(El):|: 1 0

co do modutu, beda mniejsze od jednosci. Warunki te beda spetnione (Medio, Lines,
2001) wtedy i tylko wtedy, gdy:
1+TrJ(E)+ Det J(E)>0
1-TrJ(E,)+ Det J(E)>0 (23)
1-DetJ(E)>0
gdzie TrJ(E)=(1-s)(1+ ) +k, detJ(E) =k.
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Twierdzenie 2

Rownowaga E, uktadu dynamicznego (13) jest lokalnie asymptotycznie stabil-
na wtedy i tylko wtedy, gdy ﬁ <s<1 oraz 0<k<l1.

1

Dowadd:

Pierwszy warunek jest zawsze speliony, gdyz $lad i wyznacznik macierzy
Jakobiego sa zawsze dodatnie. Zatem obszar zmienno$ci parametréw modelu, dla
ktorych rownowaga E| jest lokalnie asymptotycznie zadany jest przez warunki (ii)

oraz (iii), ktore redukuja si¢ do nastgpujacych dwoch nierownosci: 1—1< s<1
oraz 0<k<l.m H
Poniewaz
_ o
2 }/y =Y
dE [yl (+ ) - Y N1,
dy _ _
1+ }/y =Y 1+ 7/y —
Y Y
zatem
dE_ [yl _dE_\[y]
dy - dy p_r;
1 wowczas macierze Jacobiego dla potozen rownowagi £, i E, s3 sobie rowne.
dE
(1-s) Ll
J(E,)=J(E;)= I
1 0

Ponownie potozenia réwnowagi £, i E, sa lokalnie asymptotycznie stabilne
wtedy i tylko wtedy, gdy:

1+TrJ(E,;)+ Det J(E,;)>0
1-TrJ(E,;)+ Det J(E,;)>0

1—Det J(E,;)>0
Wyznacznik i §lad macierzy J (Ez,s) sg rowne odpowiednio:
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Det J(E,;) =k,
(I-s)p, —s

(1—s)(u1+u2)}(l_s)(l_”2)+k'

TrJ(Ey;)=(s +y2(1—s)){1—2

Twierdzenie 3
Rownowagi E, i E, uktadu dynamicznego (11) sa lokalnie asymptotycznie
stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy 0 <s < IL , 0<k<I.
+ 4
Dowdd:
. . gwarantuje istnienie potozen rownowagi E, i E;. Spel-
H

Warunek 0 < s <

nienie trzeciego warunku jest rownowazne nierownosci 0 <k <1. Pierwszy waru-
nek jest spetniony, gdyz 1+7rJ(E,;)>0 oraz 0<k <1. Drugi warunek jest row-
nowazny nierownosci:

(=), —s
I-(s+u,(1-s))|1-2———— |+ (1-s5)(1—p,) >0,
(5 ){ (1=5)(u, + ) ’
ktora jest zawsze spetniona, o ile 0 < s < i
I+

4, Bifurkacje i dynamika globalna

Jedng z charakterystycznych witasnos$ci nieliniowych uktadow dynamicznych
z czasem dyskretnym jest duza réznorodno$¢ mozliwych scenariuszy opisujacych
dynamiczne wlasnosci rozwigzan. Rozwigzania moga zbiega¢ do rownowagi stacjo-
narnej, rozwigzania okresowego, quasi-okresowego lub zachowywac¢ si¢ chaotycz-
nie. Modele chaotyczne sg wrazliwe na male zmiany warunku poczatkowego, ktory
w modelowaniu ekonomicznym oznacza pozycje wyjsciowa gospodarki. Whasnosé
ta ogranicza zakres prognozy badanej zmiennej ekonomicznej i ukazuje istotnosé
badania dynamiki nieliniowych modeli ekonomicznych pod katem wystgpowania
zjawiska chaosu deterministycznego.

By w badanym modelu mogty zaistnie¢ atraktory okresowe, quasi-okresowe
i chaotyczne, konieczne jest przekroczenie granicy obszaru lokalnej asymptotyczne;j
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stabilnosci stanéw stacjonarnych, wyznaczonych w czgsci trzeciej niniejszej pracy.
Przekraczanie obszaru lokalnej asymptotycznej stabilnosci wiaze sie z wystepowa-
niem zjawiska bifurkacji.

W badanym modelu wystepuja dwa typy bifurkacji lokalnych: bifurkacja wi-
delcowa (ang. pitchfork bifurcation) i bifurkacja Neimarka-Sackera. W wyniku bi-
furkacji Neimarka-Sackera w uktadzie dynamicznym pojawiaja si¢ orbity okresowe
lub quasi-okresowe. W wyniku bifurkacji widelcowej w badanym modelu zmienia
si¢ liczba réwnowag stacjonarnych. Stabilna rownowaga stacjonarna przy przekra-
czaniu punktu bifurkacji ulega rozszczepieniu na dwa stabilne polozenia rownowa-
gi. Scenariusz bifurkacji widelcowej moze przebiega¢ w odwrotnym kierunku, dwa
stabilne polozenia rownowagi wraz ze zwigkszaniem wybranej zmiennej egzoge-
nicznej zblizajg si¢ do siebie i acza w punkcie bifurkacji. W tym scenariuszu po
przekroczeniu punktu bifurkacji w uktadzie dynamicznym pojawia jedna rownowa-
ga stacjonarna. Warunkiem koniecznym do wystgpienia bifurkacji widelcowej jest
naruszenie drugiej nierownos$ci w warunku (23). Naruszenie trzeciej nierownosci
w warunku (23) jest konieczne do zaistnienia bifurkacji Neimarka-Sackera. Wow-
czas macierz linearyzacji ma pare¢ zespolonych sprzgzonych wartosci wtasnych, kto-
rych modut jest rowny jednos$ci. W badanym modelu utrata stabilno$ci przez réwno-
wage stacjonarng, w wyniku bifurkacji Neimarka-Sackera, prowadzi do powstania
atraktorow quasi-okresowych lub okresowych.

Na rysunku 1 przedstawiono dynamike hipotetycznej gospodarki jako funkcje
sktonnosci do oszczedzania. Przyjeta do symulacji numerycznych wartos¢ akcele-
ratora gwarantuje stabilno$¢ stacjonarnych polozen rownowagi. Rosnaca wartosé¢
parametru s, prowadzi do bifurkacji widelcowej, ktorej przebieg redukuje liczbe sta-
bilnych stanow stacjonarnych. Dla niskich warto$ci parametru s, gdy wystepuja dwa
stabilne polozenia rownowagi, czynnikiem determinujacym zbiezno$¢ do réwno-
wagi o niskim badz wysokim poziomie produktu krajowego jest pozycja wyjSciowa
gospodarki.
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Rysunek 1. Diagram bifurkacyjny: £ =0.98, ¢, =x,=05, y=10, [, +G,+C, =2
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03100 03125 03150 03175 0,3200 03225 0,3250 03275 03300 0,3325 03350 03375 0,34
s

Zrodto: obliczenia wlasne.

Dhugookresowe wlasnosci badanego modelu ze wzgledu na wartosci akcelera-
tora zostaly przedstawione na rysunku 2 i 3. Przedstawione diagramy bifurkacyjne
zostaty wygenerowane dla dwdch roznych wartosci sktonnosci do oszczgdzania, na
rysunku 2 przed wystgpieniem bifurkacji widelcowej, a na rysunku 3 po zaj$ciu bi-
furkacji widelcowej. W obydwu przypadkach wzrastajaca wartos¢ akceleratora pro-
wadzi do destabilizacji potozenia lub potozen réwnowagi. Utrata stabilno$ci w tym
przypadku wiaze si¢ z wystepowaniem bifurkacji Neimarka-Sackera i w badanym
modelu pojawiajg si¢ atraktory quasi-okresowe. Dalszy wzrost wartosci akceleratora
ujawnia istnienie atraktoréw cyklicznych. W wyniku kaskady podwojenia okresu
przy dalszym wzroscie akceleratora w badanym uktadzie wystepuje zjawisko cha-
osu deterministycznego
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Rysunek 2. Diagram bifurkacyjny: s =0.34, g, =, =0.5, y=10, [, +G, +C, =

0p o1 02 0@ 04 05 OB OF 08 08 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 241

Zrodto: obliczenia wlasne.

Rysunek 3. Diagram bifurkacyjny: s=0.3, g, =, =05, y=10, [, +G,+C, =2

00 o1 02 03 04 05 OB 07 08 08 10 11 12 13 14 15 18§ 17 18 18 20 241

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Podsumowanie

Zaproponowany nieliniowy model cyklu gospodarczego obrazujacy wspot-
dziatanie mnoznika i akceleratora jest przyktadem modelu cyklu koniunkturalnego
opartego na polaczonym dziataniu efektu mnoznikowego 1 zasady akceleracji. Mo-
delowanie strumienia konsumpcji uwzglednia oczekiwania dotyczace poziomu pro-
dukcji w okresie biezacym. Réwnania opisujace dynamike modelowanej gospodarki
w modelu liniowym sg proste i zrozumiate. Stanowi on znakomitg baze do zbadania
wplywu zagregowanych oczekiwan co do wielkosci produktu krajowego formowa-
nych przez gospodarstwa domowe. Dynamika modelu nieliniowego jest bardziej
ztozona, wystepuje zjawisko dwustabilno$ci oraz zjawisko chaosu deterministycz-
nego. Rownowaga wystepujaca w modelu liniowym jest takze stanem stacjonarnym
modelu nieliniowego. Utrata lokalnej stabilnosci przez réwnowage w modelu nie-
liniowym nie oznacza niestabilno$ci modelu. Pojawiajg si¢ atraktory okresowe, qu-
asi-okresowe oraz chaotyczne, ktore sag matematycznym modelem endogenicznego
cyklu koniunkturalnego.
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EQUILIBRIUM AND BUSINESS CYCLE. MATHEMATICAL MODEL

Abstract

We investigate the dynamics of the proposed nonlinear business cycle model with ex-
pectations. The possible long-term behaviour of the national income has been described. We
investigate, how the dynamics of the model depend on parameters.
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