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METODA MATEMATYKI WEDLUG
B. BOLZANO

W ksiazce Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der
Mathematik', napisanej przez mtodego, dwudziestodziewieciolet-
niego B. Bolzano (1781-1848) i wydanej w Pradze w roku 1810,
znajduje sie rozdzial poswiecony metodzie matematycznej. Ce-
lem niniejszego artykutu bedzie przeanalizowanie Bolzanowskiej
koncepcji metody matematyki i — gdzie to mozliwe — pokaza-
nie, ze w wielu wypadkach antycypowalta ona istotne rozstrzygnie-
cia w zakresie metody matematyki, poczynione znacznie pdzniej.
Wazne bedzie réwniez wskazanie ,zaplecza” filozoficznego Bolza-
nowskiej metodologii matematyki.

Przed przystapieniem do prezentacji koncepcji metody mate-
matyki B. Bolzano trzeba jednak poczynié kilka uwag dotycza-
cych stanu refleksji metodologicznej nad matematyka na przeto-
mie osiemnastego i dziewietnastego wieku.

Od czaséw opublikowania Elementéw Fuklidesa uptynety wta-
Snie dwa tysiaclecia. Geometria byla nadal wyktadana jak za
czaséw FEuklidesa i odpowiednie fragmenty jego dzieta stano-
wity nadal podstawowy podrecznik geometrii. Metoda zapropono-

'Reprint ksigzki B. Bolzano opublikowany zostal w Acta historiae re-
rum naturalium nec non technicarum. Czechoslovak Studies in the History
of Science, Prague 1981, Special Issue 12.
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wana przez Euklidesa w geometrii byla metoda aksjomatyczno—
dedukcyjna. W pozostatych dziedzinach matematyki oczywiscie
dedukowano twierdzenia, wychodzac z twierdzen wczedniej zado-
mowionych w tych dyscyplinach. Ale refleksja nad podstawami
tych dyscyplin byla w tak wezesnym stadium rozwoju, ze mate-
matycy nie byli jeszcze w stanie podaé dla nich list aksjomatéw.
Dotyczyto to wszystkich dzialéw arytmetyki, rachunku rézniczko-
wego 1 catkowego, rachunku prawdopodobiefistwa. Tak wiec me-
toda aksjomatyczno—dedukcyjna nie objeto do tego czasu jeszcze
catej matematyki. W sposéb &cisty stosowano ja wylacznie w geo-
metrii. Z drugiej strony, istniata niewatpliwie tendencja, aby me-
tode aksjomatyczno—dedukcyjna zastosowaé nie tylko w innych
dzialach matematyki, ale réwniez poza nia. Przyktadem moze by¢
chociazby préba aksjomatyczno—dedukcyjnego wyktadu filozofii
przez B. Spinoze w jego Flyce. Nalezy tez pamictaé, ze metode
aksjomatyczno—dedukcyjna stosowano z powodzeniem od czaséw
Arystotelesa w tym fragmencie logiki predykatéw, jakim jest sylo-
gistyka zdan asertorycznych, oraz starano sie ja zastosowaé w sy-
logistyce zdan modalnych.

Na poczatku analizowanego rozdziatu B. Bolzano stawia
w istocie dwa zasadnicze twierdzenia. Przede wszystkim méwi
ogélnie o methodus mathematicus. Juz stad mozna wyciagnaé
wniosek, ze jest on zwolennikiem jednej metody, stosowanej do
wszystkich dzialéw matematyki. Poza tym stwierdza, ze te me-
tode matematyczna mozna stosowaé¢ do wszystkich dziedzin na-
uki. Zatem i u niego dostrzegalne jest przekonanie o uniwersal-
nym, powszechnym charakterze metody matematycznej?.

Dalej formuhuje B. Bolzano epistemologiczno—ontologiczne za-
lozenia metody matematycznej. Zaklada istnienie pewnego ,kré-
lestwa prawdy” (Reich der Wahrheit), tworzonego przez wszyst-
kie sady prawdziwe. Stwierdza, ze w owym zbiorze wszystkich
prawdziwych sadéw istnieje pewien obiektywny porzadek, nie-

2Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Ma-
thematik, Prag 1810, s. 38-39.
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zalezny od subiektywnych i przypadkowych przekonan podmio-
téw poznajacych?. Koncepcja obiektywnie istniejacego ,krélestwa
prawdy” jest zblizona do zaprezentowanej o wiele pézniej kon-
cepcji ,trzeciego Swiata” K. Poppera. Nie ma jest to kwestia
przypadku, bowiem filozof austriacki zaczerpnat owa idee miedzy
innymi od B. Bolzano. Tyle ze obiektywne ,krélestwo prawdy”
B. Bolzano jest — jak sie wydaje — odwieczne i atemporalne.
Podmiot poznajacy jedynie ,odkrywa” nalezace do niego od-
wieczne sady.

Na czym polega obiektywny porzadek w zbiorze sadéw praw-
dziwych? Sprowadza sie on do tego, ze niektére sady sa podstawa
(Grund) innych sadéw, te drugie zas sa konsekwencjami (Folge)
pierwszych. B. Bolzano nie definiuje tych pojeé (podstawy i kon-
sekwencji)?. Z jego dalszych rozwazan wynika jednak, ze sad q jest
konsekwencja sadu p, jedli istnieje ciag dowoddéw sadu ¢, w kto-
rym przynajmniej raz jako przestanka wystepuje sad p. Wéowczas
sad p jest podstawa sadu ¢q. Pojecie dowodu réwniez jest u B. Bol-
zano doprecyzowane, mianowicie przez odniesienie do odpowied-
nich regut dowodowych, ktérych dostarcza rozbudowana sylogi-
styka zdan asertorycznych Arystotelesa, sylogistyka zdan modal-
nych i przyjmowane ¢mplicite niektére tezy klasycznego rachunku
zdah (na przyktad w dowodach apagogicznych)®.

Zdaniem B. Bolzano, istotnym celem metody naukowej jest
takie uporzadkowanie sadéw prawdziwych podmiotu poznaja-
cego, aby odzwierciedlaly one 6w obiektywny porzadek panujacy
w krélestwie prawdy”®. Zatem celem dziatania naukowcéw nie
jest nic innego, jak ,odkrywanie” obiektywnie uporzadkowanego
ykrélestwa prawdy”. Praski filozof doprecyzowuje nastepnie, ze
pierwszym zadaniem metody naukowej jest znalezienie ostatecz-
nych podstaw (Gruende) sadéw naukowych, a nastepnym zada-

®Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 39-40.

4Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 40.

°Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 63-68, 122-125.
®Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 40.
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niem wyprowadzenie konsekwencji z tych podstaw i réwnocze-
$nie pewnego rodzaju ¢wiczenie w poprawnym mysSleniu, ktore
powinno prowadzi¢ do pewnosci wszystkich przekonan podmiotu
poznajacego’ .

Po zarysowaniu zaltozen epistemologiczno—ontologicznych i ce-
16w stosowania metody naukowej przeszedt B. Bolzano do rela-
cjonowania szczegdltow swej koncepcji metody matematyki. Roz-
poczal od oméwienia funkeji definicji (Erklaerungen, definitio),
dlatego ze do jego czaséw uwazano powszechnie, ze wyklad ma-
tematyki — i innych dyscyplin nauki — powinien sie rozpoczy-
na¢ od zdefiniowania stosownych poje¢. Nalezy wspomnieé, ze tak
wtagnie postapit réwniez Euklides, ktéry przed wprowadzeniem
aksjomatéw geometrii staral sie zdefiniowaé¢ pojecia wystepujace
w aksjomatach, czyli te pojecia, ktére we wspotczesnych aksjoma-
tykach nazywa sie pojeciami pierwotnymi. B. Bolzano stwierdzit,
iz definicje (Erklaerung, definitio) pojecia rozumie jako podanie
dwu lub wigcej nastepnych (naechsten) czesci sktadowych (Be-
standtheile), z ktorych jest zlozone dane pojecie. Nastepnie do-
precyzowal, ze definicja pojecia A posiada ogdlna forme: ,a, ktoére
jest a, jest A” albo ,(a z o) = A”; gdzie a i « oznaczaja réwniez
pojecia. Z przyjecia takiej ogdlnej formy definicji poje¢ wynika,
zdaniem B. Bolzano, ze ,prawdziwe” (wahre) definicje posiadaja
wylacznie pojecia ztozone (i dlatego tez rozkladalne), i ze te poje-
cia posiadaja zawsze definicje. Natomiast proste pojecia, to zna-
czy takie, ktére nie daja sie roztozyé na rézne od siebie i rézne
od rozktadanego pojecia, nie moga by¢ zdefiniowane. Pragki fi-
lozof podaje dwa argumenty majace, jego zdaniem, potwierdzaé
teze, ze istnieja pojecia proste (to znaczy niedefiniowalne). Po
pierwsze, ma o tym Swiadczyé subiektywna niemozliwosé rozto-
zenia niektérych pojeé. Po wtére, gdyby zatozyé, Zze nie istnieja
pojecia niedefiniowalne (proste), trzeba by przyjaé, ze kazde poje-

"Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 41-42.
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cie mozna by rozktadaé¢ w nieskonczonosé, budujac nieskoficzony
lancuch definicji®.

Nastepnie B. Bolzano podaje dwie reguty, ktére maja utatwié
rozstrzygniecie, czy dane pojecie jest pojeciem prostym (niede-
finiowalnym). Najpierw twierdzi, ze jeéli w mysleniu podmiotu
poznajacego dany przedmiot pojawia sie jako ztozony, to pojecie,
pod ktére podpada ten przedmiot, nie moze by¢ pojeciem prostym
(niedefiniowalnym). Zamyst praskiego filozofa mozna wyjasnié na
przyktadzie. O trdjkacie mysli sie jako o przedmiocie ztozonym.
Sktada sie on bowiem z trzech bokéw. Zatem — wedtug koncepcji
B. Bolzano — pojecie tréjkata jest réwniez ztozone i jako ta-
kie nie moze byé¢ pojeciem prostym (niedefiniowalnym)?. Druga
reguta stwierdza, ze nie kazde pojecie, dla ktérego istnieje po-
jecie ogdblniejsze, przestaje byé¢ pojeciem prostym (niedefiniowal-
nym). B. Bolzano wyjasnia jeszcze raz w tym miejscu, ze pojecie
przestaje by¢ pojeciem prostym wtedy i tylko wtedy, kiedy jest
ono rozktadalne. Za$ do roztozenia pojecia nalezy podanie co naj-
mniej dwu czeéci sktadowych (Bestandtheilen), z ktérych kazda
jest “mozliwa do pomyélenia” (gedenkbar). Moze zaistnie¢ taka sy-
tuacja, ze nawet jedli przyjmie sie za czesé sktadowa rozktadanego
pojecia istniejace pojecie ogdlniejsze, pod ktére to pierwsze pod-
pada (genus proximus), to nie mozna znalez¢ dla niej ,mozliwej do
pomy$lenia” drugiej czedei sktadowej (differentia specifica). Pra-
ski matematyk podaje w tym miejscu jako przyktad prébe zde-
finiowania pojecia punktu. Jedli w tej definicji przyjmie sie jako
genus prorimus pojecie przedmiotu przestrzennego, to nie sposéb
znalezé differentia specifica, ktéra dodana do pojecia przedmiotu
przestrzennego pozwolitaby zdefiniowaé pojecie punktu. Dlatego,
jego zdaniem, pojecie punktu jest pojeciem prostym, niedefinio-
walnym .

8Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 42-44.
°Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 44-45.
10Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 47-48.
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Przy okazji B. Bolzano porusza kwestie, czy pojecie definio-
walne posiada jedna, czy tez wiecej definicji. Z jego tekstu wynika,
ze przyjmuje on jednoznacznoéé rozktadu kazdego pojecia na po-
jecia proste. I w tym znaczeniu kazde pojecie posiada dokladnie
jedna definicje. Owszem, mozna réwniez definiowaé wiele pojeé
ztozonych, nie odwotujac sie do fundamentalnych” poje¢ pro-
stych. Ale B. Bolzano zdaje sie przyjmowaé, ze wlasciwg definicjg
jest ta ztozona z pojeé prostych i w tym znaczeniu kazde pojecie
ztozone (definiowalne) posiada dokladnie jedna definicje!!.

7, tego co praski filozof powiedzial na temat pojeé prostych
wyciaga on dalszy wniosek dotyczacy tego, czy wyktad matema-
tyki — i jak nalezy sie domyg$la¢ — innych nauk nalezy zaczynaé
od definicji. Otéz jego zdaniem u poczatku systemu matematyki
stoja pojecia proste, ktérych nie sposéb definiowaé, sa one bowiem
niedefiniowalne. Tak wiec nie wolno — i w istocie ze wzgledu na
niedefiniowalnosé poje¢ prostych nie mozna — rozpoczynaé¢ wy-
ktadu matematyki od definicji. Ten postulat metodologiczny jest
doktadnym przeciwienistwem tego, co zastat praski filozof w trady-
¢ji metodologicznej matematyki. Dlatego pozwolil on sobie wprost
na krytyke wyktadu geometrii przeprowadzonego w FElementach
Fuklidesa, gdzie najpierw zdefiniowano pojecia, ktérych pewne
wlasnogci nastepnie opisano w aksjomatach'2.

Zatem postulat metodologiczny B. Bolzano nalezy traktowaé
jako zerwanie z dotychczasowa praktyka metodologiczna, trwa-
jaca od dwu tysiecy lat. Dlatego mozna tutaj nawet méwié¢ o matej
yrewolucji” w metodologii matematyki. Nalezy tez wspomnieé, ze
wspolczesna matematyka postepuje w istocie doktadnie tak, jak
zalecal B. Bolzano. Wprowadza najpierw do wyktadu naukowego
tak zwane pojecia pierwotne, ktére nie sa definiowane, i opisuje
ich wlasnosci w aksjomatyce. Tak wiec mozna stwierdzié, ze to

HPor. B. Bolzano, dz. cyt, s. 49.
2Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 53.
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wtagnie B. Bolzano jest pomystodawca tego tak waznego postu-
latu w metodologii matematyki'®.

7. catego kontekstu pracy B. Bolzano wynika natomiast, ze
wszystkie inne pojecia wprowadzane do matematyki, a wiec poje-
cia ztozone (z definicji definiowalne), musza otrzymaé¢ w wykladzie
stosowna definicje.

Pozostal jednak istotny dla B. Bolzano problem, jak porozu-
mie¢ sie z czytelnikami podrecznika co do znaczenn — choé explicite
terminu ,znaczenie” (Bedeutung) nie uzywa — pojeé prostych,
ktére zasadnie tez mozna dalej nazywaé pojeciami pierwotnymi.

Aby jednak zaprezentowaé rozwiazanie tego problemu przez
B. Bolzano, trzeba pewnych zasadniczych wyjasnien. We wstepie
do analizowanego tekstu praski filozof przedstawit kilka zatozen
ontologiczno—epistemologicznych, ktérymi kierowal sie, budujac
swoja metodologie matematyki. Dotyczyly one istnienia obiek-
tywnego i uporzadkowanego ,krélestwa prawdy”, zbioru obiek-
tywnie istniejacych sadéw prawdziwych. Ta ledwo naszkicowana
koncepcje rozbudowat B. Bolzano w swoich pézniejszych dzietach,
przede wszystkim w Wissenschaftslehre, pracy wydanej w roku
1837. Paralelnie do tej koncepcji zaprezentowal on w monumen-
talnym dziele z roku 1837 swoja koncepcje poje¢. Podobnie jak
w swej koncepcji sadéw prawdziwych, rozwinal on tam teorie su-
biektywnych i obiektywnych pojeé¢. Pojecia obiektywne sa w isto-
cie przedmiotami idealnymi (abstrakcyjnymi). Pojeciami subiek-
tywnymi postuguja sie podmioty poznajace. Dziedzina pojeé su-
biektywnych powinna — i to jest réwniez jeden z istotnych ce-
16w metody naukowej — odwzorowywaé¢ wzajemnie jednoznacznie
dziedzine pojeé obiektywnych. Chociaz B. Bolzano nie zbudowat
explicite teorii znaczenia, to jednak wydaje sie, ze wlasnie pojecia
obiektywne sa znaczeniami pojeé¢ subiektywnych i terminéw, ktére
oznaczaja te pojecia subiektywne w jezyku. Tym samym, jak sie
wydaje, postulowal B. Bolzano implicile taka teorie znaczenia,

13B. Bolzano sam przyznaje, ze pierwszym, ktéry krytykowal definiowanie
przez Euklidesa pojeé pierwotnych byt Ramus [por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 53].
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w ktérej znaczeniami terminéw — i, w jego wypadku, réwniez
poje¢ subiektywnych — sa przedmioty idealne'.

Wyjasniajac w swym tekécie z roku 1810 problem, jak ma-
tematyk powinien porozumie¢ sie z czytelnikami co do znaczen
pojeé¢ pierwotnych zaktadat B. Bolzano — jak mozna przypusz-
czaé przez analogie do naszkicowanej juz wtedy przez niego teo-
rii obiektywnych sadéw prawdziwych — przynajmniej implicite
swoja teorie pojeé subiektywnych i obiektywnych. Dlatego mozna
przypuszczal, ze zdaniem praskiego matematyka, naukowiec sta-
rajac sie wprowadzi¢ do nauki pojecia proste (pierwotne), naj-
pierw w jaki§ — nie sprecyzowany na tym etapie badah przez
B. Bolzano — sposéb ,,odkrywal”, pierwotne pojecia obiektywne.
,Odkrycie” to bylo zwiehczone ,utworzeniem” w umysle mate-
matyka odpowiednich pierwotnych pojeé subiektywnych. Nastep-
nie matematyk byl zobowiazany do wybrania lub ,zbudowania”
w jezyku dla poje¢ prostych (pierwotnych) ,wlasciwych” (eigen-
thuemliche) nazw. Uzycie przez B. Bolzano terminu ,wlagciwe”
(eigenthuemliche) nazwy, zdaje si¢ wskazywaé, ze jego zdaniem
mozna byto w zbiorze nazw jezyka naturalnego, albo raczej w zbio-
rze nazw jezyka naturalnego powiekszonym o pewne sztucznie
stworzone nazwy, znalez¢ podzbidér izomorficzny z dziedzina pojeé
obiektywnych. To jest wtasnie zbiér nazw ,whagciwych”. W $wie-
tle tego, co stwierdzono wcze$niej, znaczeniem nazw — oraz od-
powiednich poje¢ subiektywnych — byty w istocie dla B. Bolzano
stosowne pojecia obiektywne rozumiane jako przedmioty idealne.

Po tym wprowadzeniu mozna pokazaé, jak B. Bolzano roz-
wiazal postawiony problem, dotyczacy porozumienia sie z od-
biorcami, co do znaczenia wprowadzanych do wykltadu mate-
matyki pojeé¢ (subiektywnych) pierwotnych. Mozna to, zdaniem
praskiego filozofa, uczyni¢ na dwa sposoby. Pierwszy polega na
tym, ze po prostu czytelnicy podrecznika moga posiadaé¢ juz na

MDyisiaj coraz czedciej podkresla sie, ze znani twércy teorii znaczenia, tacy
jak G. Frege czy tez E. Husserl, znajdowali inspiracje do zbudowania swoich
teorii wtasnie w Wissenschaftslehre B. Bolzano.
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oznaczenie wprowadzonego pojecia (subiektywnego) pierwotnego
pewne wlasne stowa lub ,zwroty” (Redensarten), ktére odnoszac
sie do danego pojecia (subiektywnego) pierwotnego wskazuja tez
na odpowiednie znaczenie — czyli pojecie obiektywne — jedno-
znacznie dla B. Bolzano zwiazane z danym pojeciem subiektyw-
nym. Wéwcezas wystarczy wskazaé jedynie czytelnikowi na uzy-
wane przez niego stowa lub zwroty oznaczajace to wtagnie pojecie
pierwotne!®.

Moze jednak zaistnie¢ taka sytuacja, ze czytelnicy podrecznika
nie beda posiadali wlasnych stéw czy tez ,zwrotéw” (Redensar-
ten), ktore oznaczalyby wprowadzone pojecie pierwotne, a zatem
nie beda zdolni w sposéb przedstawiony wezedniej zwiazaé odpo-
wiedniego znaczenia — pojecia obiektywnego — z nazwa uzyta
przez matematyka na oznaczenie pojecia pierwotnego. Wéowczas
znaczenie pojecia pierwotnego mozna ustali¢ w nastepujacy spo-
sOb: wypowiada sie kilka zdan, w ktérych wystepuje w réznych
zwiazkach nazwa — nieznana czytelnikowi —  wladciwa” (eigen-
thuemliche) pojecia (subiektywnego) pierwotnego, co do znacze-
nia ktérego — pojecia obiektywnego — nalezy sie porozumieé.
7 poréwnania tych zdan czytelnik sam ,abstrahuje” (abstrahiret)
znaczenie nieznanego stowa, czyli to, jakie pojecie obiektywne ono

oznacza16 .

15 Aber wie faengt er [der Mathematiker — J.D.] es an, sich ueber solche
einfache Begriffe, und ueber das Wort, das er zu ihrer Bezeichnung waehlt,
mit seinen Lesern zu verstaendigen? — Die Schwierigkeit ist eben nicht grof.
Denn entweder besitzen seine Leser bereits gewisse Worte oder Redensarten,
womit sie diesen Begriff bezeichnen; und dann braucht er sie nur auf jene
hinzuweisen, [...]”, B. Bolzano, dz. cyt, s. 54.

16 Oder sie [die Leser — J.D.] haben noch kein eigenes Zeichen fuer se-
inen mitzutheilenden Begriff; dann hilft er [der Mathematiker — J.D.] sich
dadurch, dafl er mehrere Saetze ausspricht, in welchen der zu verstaendigende
Begriff, mit seinem eigenthuemlichen Worte bezeichnet, unter Verschiedenen
Verbindungen erscheint. Aus der Vergleichung diese Saetze abstrahiret sich
dann der Leser selbst, welchen bestimmten Begriff das unbekannte Wort bez-
eichne”, B. Bolzano, dz. cyt, s. 54-55.
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W tym miejscu B. Bolzano podaje stosowny przyktad. Juz
weczedniej ustalit on, ze pojecie punktu jest pojeciem niedefi-
niowalnym, czyli prostym, pierwotnym. Jednak znaczenie nazwy
Lpunkt”, czyli pojecie obiektywne, ktére zwiazane jest z ta nazwa,
moze — jego zdaniem — kazdy ,wyabstrahowaé¢” z nastepujacego
zestawu zdan, w ktérym pojawia sie ta nazwa: ,punkt jest czyms
prostym w przestrzeni”, ,punkt jest granica linii i sam nie jest
czescia linii”, ,,punkt nie ma ani zadnej rozciaglosci wzdluz, ani
wszerz, ani w gtab”17.

Poniewaz pojecia proste (pierwotne) sa niedefiniowalne, dla-
tego zadne zdanie ze zbioru zdan, z ktérego mozna — wedtug
B. Bolzano — ,wyabstrahowa¢” znaczenie pojecia pierwotnego,
nie moze by¢ definicja (Erklaerung) takiego pojecia. Praski filozof
uzywa na okreslenie calego wspomnianego zbioru zdan terminu
wopis” (Umschreibung). Podanie takiego opisu (opiséw) powinno
— jego zdaniem — by¢ pierwsza czynnoscia w kazdym wyktadzie

teorii, ktéra postuguje sie pojeciami prostymi (pierwotnymi)!®.

17 So kann z. B. aus den Saetzen: der Punct ist das einfache im Raume,
er ist die Grenze der Linie, und selbst kein Theil der Linie, er hat weder
eine Ausdehnung in die Laenge, noch in die Breite, noch in die Tiefe, u.s.w.
ein jeder abnehmen, welchen Begriff man mit dem Worte Punct bezeichne”,
B. Bolzano dz. cyt, s. 55.

Warto jeszcze zwrdcié w tym miejscu uwage na nastepne zdanie napisane
przez B. Bolzano: ,,Diel Mittel ist bekanntlich dasjenige, durch welches wir
jeder die ersten Wortbedeutungen in unserer Muttersprache kennen lernten”,
B. Bolzano dz. cyt, s. 55. Uzywa on w tym miejscu jeden jedyny raz ter-
minu ,znaczenie” (Bedeutung) w zbitce Wortbedeutung. 7 calego kontekstu
jednoznacznie wynika, Ze znaczeniem stowa jest dla niego pojecie — mozna
dodaé: rozumiane obiektywnie. Dlatego stuszne byto przyjecie w budowaniu
instrumentarium dla przeanalizowania tekstu B. Bolzano jego pdzniejszej, za-
rysowanej jedynie implicite w Wissenschaftslehre, teorii znaczenia, wedlug
ktoérej znaczeniem nazw i odpowiadajacych im pojeé subiektywnych sa poje-
cia obiektywne, rozumiane jako przedmioty idealne.

18 Solche Verstaendigungen koennte man etwa zum Unterschiede von einer
eigentlichen Erklaerung — Bezeichnungen oder Umschreibungen nennen.
Auch sie gehoeren dann unter die Classe der willkuerlichen Saetze, in wie
fern man durch sie nichts anders beabsichtigt, als einem gewissen Begriffe ein
eigenes Zeichen zu verschaffen. Sie waeren zugleich das erste, womit ein je-
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Nalezy w tym miejscu poczynié kilka bardzo istotnych uwag.
Na przetomie dziewietnastego i dwudziestego wieku, prawie sto
lat po napisaniu analizowanego tekstu przez B. Bolzano, zaczeto
— miedzy innymi na skutek odkrycia antynomii w podstawach
matematyki — intensywnie aksjomatyzowaé wszystkie teorie ma-
tematyczne. Oczywiscie nie definiowano juz wtedy wprowadza-
nych do teorii pojeé pierwotnych. Wyktad teorii rozpoczynano od
wprowadzenia kilku zdan, w ktérych wystepowaly tylko terminy
pierwotne. Ten zbiér zdaf uwazano — chociazby w szkole kon-
wencjonalistycznej — za ,,definicje uwiktana” poje¢ pierwotnych
danej teorii. Inni — na przyktad niektérzy przedstawiciele szkoty
formalistycznej — twierdzili, ze ten zbiér zdah wyznacza zna-
czenia termindéw oznaczajacych pojecia pierwotne. Mozna bardzo
tatwo zauwazyé, ze w zasadzie Bolzanowska koncepcja wyzna-
czenia znhaczen pojeé pierwotnych teorii, przez podanie ,opisu”
(Umschreibung), czyli zbioru kilku zdan na poczatku teorii, w kt6-
rych wystepuja terminy oznaczajace pojecia proste (pierwotne),
antycypuje idee definicji uwiktanej terminéw pierwotnych, wpro-
wadzona do matematyki prawie sto lat pézniej. [ w tym zakresie
tekst B. Bolzano wyznacza zatem istotny przetom i postep w me-
todologii matematyki. Istnieje jednak pewien szczegdt, ktéry moze
rézni¢ nieco koncepcje Bolzanowska od koncepcji metodologicz-
nych z poczatku dwudziestego wieku. Mianowicie B. Bolzano nie
rozstrzyga explicite, czy wprowadzony na poczatku teorii ,opis”
(Umschr eibung) pojeé prostych (pierwotnych) jest tozsamy ze
zbiorem aksjomatéw danej teorii. Natomiast na poczatku dwu-
dziestego wieku twierdzono, ze ,definicje uwiktang” pojeé¢ pier-
wotnych stanowi wtasnie zbiér aksjomatéw danej teorii. Mimo
tego braku mozna jednak z caly pewnoscia zauwazyé¢ w tekscie
B. Bolzano zalazki koncepcji ,definicji uwiktanej” poje¢ pierwot-
nych, czy tez wyznaczenia ich znaczen przez zbiér zdan (aksjoma-

der wissenschaftliche Vortrag anfangen muf}, wofern er einfache Begriffe hat”,
B. Bolzano, dz. cyt, s. 56.
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tyke teorii) — koncepcji wprowadzonych do matematyki dopiero
sto lat pdzniej.

Swoje rozwazania dotyczace funkcji pojeé prostych (pierwot-
nych) w teoriach matematycznych konczy B. Bolzano stwierdze-
niem, ze dla kazdej dyscypliny matematycznej nalezy na samym
poczatku jej wyktadu podaé pelng liste pojeé¢ prostych (pierwot-
nych) danej teorii. Spelnienie tego postulatu uwaza on za ko-
nieczny warunek zaprowadzenia ,porzadku” (Ordnung) w mate-
matyce'. To réwniez bardzo istotny postulat, ktéry petne zro-
zumienie znalazt dopiero na poczatku dwudziestego wieku, gdy
w wyniku kryzysu podstaw matematyki zaczeto intensywnie da-
zy¢ do aksjomatyzacji wszystkich dyscyplin matematyki. Aksjo-
matyzacja wymagata klarownego ustalenia pelnej listy terminéw
pierwotnych danej dyscypliny matematycznej, a scislej méwiac —
danej teorii. Tak czyni sie i wspdlczednie w matematyce — przed
przystapieniem do zbudowania konkretnej teorii podaje sie petna
liste jej pojeé pierwotnych. Poczatku tego wymogu nalezy sie do-
patrywaé witadnie w koncepcji metodologii matematyki B. Bol-
zano. Trzeba dodaé, ze za jego czaséw taki postulat nie byt wcale
oczywisty. Poza geometrig nie formutowano aksjomatyk innych
dziedzin matematyki. Z tym wiazal sie réwniez fakt, ze nie po-
dawano i czesto nie uswiadamiano sobie — poza geometria —
jakie pojecia sa pojeciami pierwotnymi danej dyscypliny mate-

19 Man hat es der Mathematik schon oft nicht ganz mit Unrecht vorgewor-
fen, dafi sie von Eintheilungen beynahe gar keinen Gebrauch mache, woher
denn eben jene auffallende Unordnung, welche man in den mathematischen
Disciplinen antrifft, ruehre. In der That ist aber nichts schwerer, als diese
Unordnung zu heben, und eine — nicht blof scheinbare, sondern wahre, natur-
gemaefle Ordnung einzufuehren. Hierzu gehoeret naehmlich, dafi man zuvor
mit allen einfachen Begriffen und Grundsaetzen dieser Disciplinen im Reinen
sey, und bereits genau wisse, welcher der Vorsaetze ein jeder Grundsatz zu
seinem logisch-richtigen Beweise beduerfe oder nicht beduerfe”, B. Bolzano,
dz. cyt, s. 58.

Warto zauwazy¢, ze z powyzszego tekstu wynika, iz zdaniem B. Bolzano
wszystkie dyscypliny matematyczne posiadaja wlasne, specyficzne pojecia
proste (pierwotne).
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matycznej. Na tym tle mozna dopiero docenié¢ dalekowzroczno§é
Bolzanowskiego postulatu metodologicznego.

Wypada w tym miejscu podsumowaé te czesé koncepcji me-
todologii matematyki B. Bolzano, ktéra odnosi sie do pojeé¢ pier-
wotnych (prostych). W przeprowadzonych analizach zauwazono
w istocie cztery tezy B. Bolzano, ktdre te czeéé jego koncepcji
metodologii zblizaja bardzo istotnie do wspdlczesnej metodologii
matematyki. Po pierwsze, twierdzi on, ze kazda teoria matema-
tyczna musi postugiwaé si¢ pojeciami prostymi (pierwotnymi). Po
wtore, na poczatku wyktadu nalezy podaé pelna liste pojeé pro-
stych (pierwotnych). Dalej zauwaza on, ze pojeé¢ prostych (pier-
wotnych) nie powinno si¢ definiowaé¢ w sposéb klasyczny (FErkla-
erung). Wreszcie twierdzi, ze znaczenie nazw pojeé pierwotnych
wyznacza zbiér zdan, wprowadzony na poczatku teorii, w ktérych
te nazwy wystepuja. Stanowi on jakby ,.definicje uwiktana” pojeé
pierwotnych.

Jednak mimo zauwazonych uderzajacych zbieznodci Bolza-
nowskiej koncepcji pojeé prostych (pierwotnych) teorii mate-
matycznych ze wspdlczesnymi ujeciami metodologii matematyki
istnieja tez pewne zasadnicze réznice, ktére odrdzniaja mysl
praskiego filozofa od koncepcji wspétczesnych. Przede wszyst-
kim B. Bolzano nie stwierdzil wyraznie, ze ,definicje uwikltane”
(Umschreibungen) pojeé prostych (pierwotnych) to nic innego, jak
aksjomatyka danej teorii, w ktérej te pojecia wystepuja. Druga
zasadnicza réznica wynika z przyjetych przez B. Bolzano zato-
zen ontologiczno—epistemologicznych. Zdaniem praskiego mate-
matyka, istnieje dziedzina poje¢ obiektywnych, rozumianych jako
przedmioty idealne. Ta dziedzina jest odwieczna, atemporalna.
Zatem w tym obiektywnym porzadku poje¢ raz na zawsze okre-
Slone jest, ktére pojecia sa pojeciami prostymi, pierwotnymi danej
teorii. Sa to pojecia nie tylko nie definiowane w danej teorii, ale
z definicji, obiektywnie niedefiniowalne. Zadaniem uczonego jest
Lodkrycie” — nie wiadomo doktadnie, w jaki sposéb — ktére po-
jecia sa obiektywnie pojeciami pierwotnymi danej teorii, i wpro-
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wadzenie ich do niej na samym poczatku. Natomiast wspdlcze-
Snie uwaza sie zasadniczo, ze w istocie kazde pojecie moze petnié
funkcje pojecia pierwotnego teorii. Trzeba tylko, by w taki spo-
sOb natozono na te pojecia odpowiednie warunki w aksjomatyce,
by byta ona niesprzeczna, a aksjomaty byly niezalezne. General-
nie jednak trzeba stwierdzié¢, ze zauwazone réznice nie odbieraja
Bolzanowskiej koncepcji pojeé prostych (pierwotnych) jej nowa-
torskiego charakteru.

Dalsze rozwazania B. Bolzano, odnoszace sie do metody mate-
matyki, dotycza aksjomatéw ( Grundsaetzen). Praski matematyka
staral sie sformutowaé definicje aksjomatu. Wyszedt od okreslen
aksjomatu, ktére byly podawane we wspétczesnych mu podrecz-
nikach matematyki i logiki. Skoncentrowat sie na dwu takich okre-
leniach. Wedtug pierwszego aksjomaty to takie zdania, ktére ze
wzgledu na swa jasnos$é (Anschauulichkeit) czy tez oczywistosé
(Fvidenz) nie wymagaja zadnego dowodu. W drugim okredleniu
stwierdza sie, ze aksjomaty to takie zdania, ktérych prawdziwosé
rozpoznaje si¢ natychmiast, gdy tylko zrozumie sie¢ ich sens?.

Praski matematyk podjal polemike przede wszystkim z tym
rozumieniem pojecia aksjomatu, ktére opiera sie na kategoriach
jasnoéci i oczywistodci. Jego zdaniem, owe cechy niezbyt sie na-
daja jako kryteria podziatu wszystkich prawd na dwie klasy: ak-
sjomatéw i twierdzen. Wymienia miedzy innymi takie powody:
po pierwsze, jasnosé¢ jest cecha, ktéra dopuszcza réznego rodzaju
stopnie. Dlatego nigdy nie bedzie mozna ustali¢, jaki stopien ja-
snodci bedzie musiato mie¢ dane zdanie, aby mogto byé uznane
za aksjomat. Po wtére, ze wzgledu na rézne wyksztatcenie i rézne
doéwiadczenie stopien jasnosci danego zdania jest dla réznych lu-
dzi rézny. Tak wiec jasnosé i — jak mozna sie domyslaé — oczy-
wisto§¢ — sa kategoriami subiektywnymi, przy pomocy ktérych

20 Sie [die Grundsaetzen — J.D.] waeren Saetze die wegen ihrer Anschau-
lichkeit (Evidenz) keines Beweises beduerfen; oder deren Wahrheit man er-
kennt, so bald man nur ihren Sinn versteht”, B. Bolzano, dz. cyt, s. 59.
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nie mozna obiektywnie orzeka¢, jakie zdanie jest aksjomatem?!.
Widaé zatem, ze B. Bolzano poszukiwal obiektywnych kryteriow,
ktére pozwolityby odréznié aksjomaty od twierdzen. Poza tym
sformutowal on jeszcze jeden argument, ktéry mial potwierdzaé
stusznodéé jego tezy, ze jasnosé i oczywistosé zdan nie stanowia
dobrego kryterium pozwalajacego zdefiniowaé pojecie aksjomatu.
Praski matematyk stwierdzil, ze wielu wybitnych matematykow
jasnoéé i oczywistos¢ niektérych zdan nie powstrzymywata przed
podawaniem ich dowodu, z czego mozna wnioskowaé, ze nie zali-
czali ich do zbioru aksjomatéw?2.

21Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 60.

22 Eben deshalb ist endlich der Grad der Anschaulichkeit auch bey verschie-
denen Menschen sehr verschieden; und was der eine oft ueberaus einleuchtend
findet, koemmt einem andern dunkel vor. Doch alles dieses scheinen, wie schon
anmerkten, die groefiten Mathematiker von jeher dunkel gefuehlt zu haben,
indem sie auch selbst die einleuchtenden Wahrheiten, wenn sie nur anders
einen Beweis fuer sie ausfindig zu machen wufiten, unter die Classe der Lehr-
saetze aufnahmen” | B. Bolzano, dz. cyt, s. 60.

Warto w tym miejscu dopowiedzied, ze B. Bolzano wystepowat ostro prze-
ciwko przyjmowaniu zdan jasnych i oczywistych bez dowodu nie tylko na
ptaszczyznie refleksji metodologicznej. Sam, w swej praktyce matematycznej,
staral sie zaopatrywaé¢ w dowody zdania jasne i oczywiste, ktére, jako takie,
byly przyjmowane bez dowodu. Wydaje sie jasne i oczywiste, ze jesli pewna
funkcja f(z) okredlona jest dla wszystkich liczb rzeczywistych pewnego prze-
dziatu obustronnie domknietego i funkcja ta jest w calym przedziale ciagta
oraz dla najmniejszej liczby przyjmuje ona wartoéé¢ ujemna, a dla najwiek-
szej wartoé¢ dodatnia, to funkcja ta przynajmniej dla jednego argumentu
rzeczywistego z tego przedziatu przyjmuje wartosé 0. Jasnosé i oczywistosé
tego twierdzenia miata wynika¢ ,wgladu” w jego reprezentacje geometryczna.
Whrew zastanej tradycji B. Bolzano przeprowadzit dowéd tego twierdzenia.
Zatem nie byto ono dla niego aksjomatem. Tak wiec i w praktyce matematycz-
nej jasnosé i oczywisto$é nie stanowita dla niego kryterium bycia aksjomatami
dla zdan. Warto jeszcze zaznaczy¢, ze w dowodzie tego twierdzenia B. Bolzano
podat jako pierwszy — jeszcze przed A. Cauchym — poprawne okreslenie gra-
nicy funkcji oraz jej ciagtodci. Zbudowal w ten sposéb tak dtugo poszukiwane
podstawy dla rachunku rézniczkowego i catkowego, ktéry do poczatku dzie-
wietnastego wieku opierat sie na niejasnym pojeciu wielkosci aktualnie nie-
skoniczenie malej [por. B. Bolzano, Rein analyticher Beweis des Lehrsatzes,
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Poszukujac wlasnego i zarazem obiektywnego kryterium,
ktére pozwolitoby zaklasyfikowaé pewne zdania jako aksjomaty,
zwrbcit B. Bolzano uwage na najstarszy i jedyny w istocie funk-
cjonujacy za jego czasdéw system aksjomatyczny w matematyce,
a mianowicie na geometrie Euklidesa. Postawit pytanie, dlaczego
stynny ,piaty postulat” Fuklidesa zostatl zaliczony przez staro-
zytnego matematyka do zbioru aksjomatéw. Zdaniem B. Bolzano
dlatego, ze Euklides i jego poprzednicy nie wiedzieli, jak udo-
wodnié¢ to zdanie przy pomocy pozostalych aksjomatéw jego geo-
metrii?®. Mozna stad wyprowadzi¢ wniosek, ze dla Euklidesa ak-
sjomatem bylo takie zdanie, ktérego po prostu nie byl w stanie
udowodnié. To jednak jest — jak zauwaza B. Bolzano — definicja
aksjomatu, ktéra opiera sie na pewnym subiektywnym kryterium.
Umiejetno$¢ bowiem — lub nieumiejetno$é — udowodnienia da-
nego zdania jest uzalezniona od umiejetnosci naukowych danego
cztowieka. Natomiast B. Bolzano poszukiwal jakiego§ okreslenia
aksjomatu, ktére opieratoby sie na kryterium obiektywnym. Pra-

dafi zwischen je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewaehren,
wenigstens eine Reelle Wurzel der Gleichung liege, Prag 1817].

Wydaje sie, ze w swych rozwazaniach dotyczacych koncepcji aksjomatéow
wystepuje B. Bolzano przeciwko tradycji zapoczatkowanej przez Arystotelesa.
Wrhasnie dla Arystotelesa oczywistosé zdan stanowita kryterium przyjmowania
ich jako aksjomatéw, czyli bez dowodu.

2% Fuklides und seine Vorgaenger erwiesen, was sie erwiesen konnten; und
der beruechtige Satz von den Parallelen wurde nebst einigen andern Saetzen
gewifl nur darum unter die so genannten x o ¢ ¥ o £ € vv o ¢ o £ gestellt,
weil sie dieselben nicht zu beweisen wufiten”, B. Bolzano, Beytraege zu einer
begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 61-62.

B. Bolzano nalezat do tej grupy matematykéw, ktérzy uwazali, ze ,,piaty po-
stulat” Euklidesa da sie udowodni¢ w oparciu o pozostate aksjomaty geometrii
klasycznej. Swoja — oczywiscie ze wzgledu na niezaleznos$¢ ,piatego postu-
latu” od pozostatych aksjomatéw — nieudang probe przedstawit w pierwszym
swym opublikowanym dzietku [por. B. Bolzano, Betrachtungen ueber einige
Gegenstaende der Elementargeometrie, Prag 1804].
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ski filozof stwierdza ostatecznie, ze aksjomatem jest prawda®*,
ktéra jest obiektywnie niedowiedlna, a wiec taka, ktérej dowodu
nie sposéb przedstawié?®. Dodaje tez, Ze wyczerpujaca (pelna)
lista zdan (prawd) obiektywnie niedowiedlnych — czyli aksjoma-
tO6w — powinna sie bezwzglednie znajdowaé na poczatku wyktadu
kazdej teorii matematycznej®®.

Nalezy w tym miejscu — jak sie wydaje — zastanowié sie nad
wzapleczem” ontologiczno—epistemologicznym takiego okreslenia
aksjomatu przez B. Bolzano oraz nad tym, jak ta definicja i jej
wzaplecze” filozoficzne przystaje do wspdlezesnej koncepcji aksjo-
matu.

Na poczatku swojego wyktadu o metodzie matematyki B. Bol-
zano wprowadzil pojecie ,krélestwa prawdy”. To uporzadkowany
i obiektywnie istniejacy zbiér wszystkich sadéw prawdziwych da-
nej dyscypliny naukowej. Wypada przypomnieé, ze porzadek w tej
dziedzinie polegal miedzy innymi na tym, Ze niektére sady praw-
dziwe stanowity podstawe innych sadéw, ktére byly ich konse-
kwencjami. Ten zwiazek okre§lany byl blizej przy pomocy ka-
tegorii dowodu. Sad prawdziwy, bedacy podstawa innego sadu
prawdziwego (konsekwencji), to taki sad, ktéry byl uzywany jako
przestanka w tancuchu dowodowym prowadzacym do konsekwen-
cji. 7 tego, co B. Bolzano powiedzial o aksjomatach — jako sadach
(prawdach) niedowiedlnych — wynika, ze w obiektywnym ,kro-
lestwie prawdy” mogly one petnié tylko funkcje podstaw saddéw
prawdziwych, nie byty natomiast nigdy konsekwencjami innych
sadéw prawdziwych. Byly one obiektywnie nie do dowiedzenia,

247 calego kontekstu wynika, ze B. Bolzano w analizowanym tekscie uzywa
zamiennie terminéw ,zdanie” (Satz) i ,prawda” (Wahrheit). Oprécz tego
zamiennie uzywa tez czesto terminéw ,zdanie” (Satz) i ,sad” (Urtheil).

25 Soll also das Wort Grundsatz in einem objectiven Sinne genommen wer-
den, so muessen wir darunter eine Wahrheit verstehen, die wir nicht nur zu
erweisen wissen, sondern die an sich unerweislich ist”, B. Bolzano, Beytraege
zu etner begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 63.

26Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Ma-
thematik, s. 58.
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a wiec byty niedowiedlne. Poniewaz naukowiec w jakis sposdb ,od-
krywal” porzadek obiektywny panujacy w “krélestwie prawdy”,
wtagnie te sady, nie bedace obiektywnie konsekwencjami innych
prawd (obiektywnie niedowiedlne), musiaty pelnié¢ w jego wykla-
dzie funkcje aksjomatow.

Tak okreslone “zaplecze” ontologiczno—epistemologiczne Bol-
zanowskiej koncepcji aksjomatéw pozwala na dokonanie poréwna-
nia ze wspdlczesna koncepcja aksjomatéw matematyki. Po pierw-
sze, nalezy zauwazy¢, ze B. Bolzano uznaje aksjomaty za sady
(zdania) prawdziwe. Zalicza je bowiem do obiektywnie istnieja-
cego “krélestwa prawdy”. Dzisiaj w istocie jako aksjomat moze
by¢ wprowadzone dowolne zdanie — byle sensowne przy zato-
zeniu pewnego stownika oraz regut jezykowych, i takie by zbidr
aksjomatéw byl niesprzeczny oraz by kazdy aksjomat byl nieza-
lezny od zbioru pozostatych aksjomatéw. Matematyk wprowadza-
jacy dane zdanie nie musi siec w istocie zastanawiaé, czy zdanie
to jest spelnione w jakim§ modelu (i w jakim), czyli czy zdanie
to jest semantycznie prawdziwe. Oczywiscie, dobrze jesli aksjo-
matyka posiada jaki§ model, ale to nie jest warunek konieczny
jej poprawnosci. Po wtére, wedtug koncepcji Bolzanowskiej zbior
aksjomatéw danej dyscypliny matematycznej jest raz na zawsze
okreslony przez to, ktére sady prawdziwe w obiektywnym ,kréle-
stwie prawdy” sa obiektywnie niedowiedlne. Natomiast wspdlcze-
$nie przyjmuje sie, ze w istocie dowolne zdanie moze petnié¢ role
aksjomatu, byle tylko byly spelnione opisane wczesniej warunki,
ktére dotycza aksjomatéw. Zatem wspodtczesnie matematyk dys-
ponuje bardzo duzym ,marginesem dowolnosci” w wyborze zdan,
ktére w jego teorii maja petni¢ funkcje aksjomatéw. Natomiast
zadnej dowolnodci nie mial matematyk wedtug koncepcji Bolza-
nowskiej. W istocie mial on za zadanie ,odkrycie” obiektywnych
aksjomatéw i umieszczenie pelnej ich listy na poczatku swojego
wyktadu. Po trzecie wreszcie, w koncepcji B. Bolzano aksjomaty
byty definiowane jako sady prawdziwe obiektywnie niedowiedlne.
Wspdlczednie stawia sie aksjomaty na poczatku danej teorii i po
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prostu ich sie nie dowodzi. Sa one o tyle niedowiedlne, ze aksjo-
maty powinny by¢ niezalezne, a wiec danego aksjomatu nie mozna
udowodnié¢ przy pomocy zbioru pozostatych aksjomatéw i przyje-
tych regut dowodowych. Natomiast bardzo tatwo mozna sobie wy-
obrazié¢ sytuacje, ze tworzy sie rézne aksjomatyki danej dziedziny
matematycznej. W jednej aksjomatyce dane zdanie moze petnié
role aksjomatu i by¢ niedowielne przy pomocy pozostatych aksjo-
matéw i przyjetych regut dowodzenia, natomiast w innej teorii,
opisujacej te sama dziedzine matematyczna i wychodzacej z in-
nego zbioru aksjomatéw to samo zdanie moze byé konsekwencja
danej teorii, a wiec by¢ w nim dowiedlne. Wedtug koncepcji Bol-
zanowskiej byto natomiast raz na zawsze rozstrzygniete, czy dana
prawda jest niedowiedlna (i jest aksjomatem), czy jest dowiedlna
(i jest twierdzeniem).

Widaé zatem, ze wspoélczednie akceptowana filozofia aksjo-
matéw” byla zasadniczo odmienna od Bolzanowskiej. Niemniej
nalezy zwréci¢ uwage na te elementy metodologii B. Bolzano do-
tyczace aksjomatow, ktére i dzisiaj sa akceptowane, a ktére byly
przez praskiego filozofa postulowane whrew zastanej przez niego
tradycji metodologicznej. B. Bolzano swe uwagi odnosit do calej
matematyki. Mozna stad wyciagna¢ wniosek, ze — jego zdaniem
— na poczatku wyktadu kazdej dyscypliny matematycznej po-
winny znaleZ¢ sie jej aksjomaty. Trzeba przypomnieé, ze do czaséw
B. Bolzano zaksjomatyzowana byla w zasadzie tylko geometria.
Poza tym praski filozof bardzo wyraznie sformutowat wspdtczesnie
réwniez przestrzegany postulat, by na poczatku wyktadu kazdej
teorii podaé pelna liste jej aksjomatdow.

Poza tym mozna dostrzec zawarte implicite w superpozy-
¢ji definicji aksjomatu oraz ,zaplecza” filozoficznego metodolo-
gii B. Bolzano pewne bardzo istotne twierdzenie metamatema-
tyczne. Praski filozof rozpatruje obiektywnie istniejace ,krélestwo
prawdy”. Naleza do niego miedzy innymi wszystkie prawdy ma-
tematyczne. Te prawdy dziela sie na dwie klasy. Pierwsza to zbior
prawd niedowiedlnych, a wiec aksjomatdéw. Drugi podzbiér prawd
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to — jak nalezy sie domygla¢ — zbiér twierdzen matematycz-
nych. Mozna — na zasadzie przeciwienstwa do aksjomatéw —
podaé¢ Bolzanowska definicje twierdzei — to prawdy dowiedlne.
Zatem wszystkie prawdy matematyki nie bedace aksjomatami sa
dowiedlne. Czyli matematyka jest zupelna w tym znaczeniu, ze
wszystkie jej prawdy nie bedace aksjomatami sa dowiedlne —
i to z definicji. Przekonanie o zupelnosci matematycznych teorii
jest przejawem optymizmu epistemologicznego B. Bolzano. Na-
lezy przy tej okazji przypomnieé¢, ze swoje postulaty metodolo-
giczne i ,zaplecze” filozoficzne metodologii rozciagal on w zasa-
dzie na wszystkie dyscypliny naukowe. Zatem ostatecznie mozna
sie w wywodach B. Bolzano dopatrywaé pogladu, ze wszystkie
teorie naukowe sa zupelne w podanym wyzej znaczeniu. Opty-
mizm poznawczy praskiego filozofa zostal ostatecznie podwazony
dopiero przez dowdd pierwszego twierdzenia K. Gédla z poczatku
lat trzydziestych dwudziestego wieku.

Okredliwszy aksjomaty jako prawdy obiektywnie niedowie-
dlne, musiat B. Bolzano dookregli¢ jeszcze pojecie dowodu. Stwier-
dza on, ze jako naukowy dowdd pewnej prawdy rozumie przed-
stawienie (Darstellung) obiektywnej zaleznosci tejze od innych
prawd, to jest wyprowadzenie (Herleitung) tej prawdy z takich
prawd, ktére musza by¢ traktowane nie przypadkowo, lecz w so-
bie (an sich) i koniecznie jako podstawa ( Grund) tej prawdy, a ta
z kolei jako ich konsekwencja (Folge)?".

2T _Wir muessen also das Wort in einer engeren Bedeutung nehmen, und
unter dem wissenschaftlichen Beweise einer Wahrheit die Darstellung der ob-
jectiven Abhaengigkeit derselben von andern Wahrheiten verstehen, d. h. die
Herleitung derselben aus solchen Wahrheiten, die nicht zufaelliger Weise, son-
dern an sich und nothwendig als Grund von ihr, und sie dagegen als ihre Folge
betrachten werden mufi”, Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren
Darstellung der Mathematik, s. 64.

Warto zauwazy¢, ze B. Bolzano nie zaznacza, ze pojecia podstawy (Grund)
i konsekwencji (Folge) sa pojeciami prostymi, czyli niedefiniowalnymi. W ana-
lizowanym tekscie zwykl natomiast wyraZnie podkreslaé¢, ktére pojecia sg po-
jeciami prostymi — dotyczy to chociazby pojecia sadu (Urtheil). Dlatego
mozna wnioskowaé, ze pojecia podstawy i konsekwencji sg dla B. Bolzano
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Praski my§liciel, po podaniu swego okreélenia dowodu, wy-
ciaga natychmiast wniosek, ze aksjomaty (Grundsaetze) sa zda-
niami, ktére w obiektywnym porzadku moga by¢ traktowane (be-
trachten) wytacznie jako podstawa ( Grund), a nigdy jako konse-
kwencja (Folge) dowodu?®.

Wspblczesnie podkresla sie zdecydowanie, ze pojecie dowodu
jest zrelatywizowane przez odniesienie do zbioru regul dowodze-
nia (regul dedukeyjnych). Na poczatku budowania danej teorii
przyjmuje sie na metapoziomie wtasnie éw zbiér regut dedukeyj-
nych. Oczywidcie za czaséw, kiedy pisany byl przez B. Bolzano
analizowany tekst, nie bylo jeszcze mowy o $wiadomym odréz-
nieniu poziomu teorii od poziomu metateoretycznego. Ale pra-
ski filozof doskonale sobie zdawal sprawe, ze koncepcja dowodu,
ktéra staral sie zaprezentowaé, jest zalezna od przyjmowanego
zbioru regut dowodzenia. Dlatego — tak jak to sie czyni réw-
niez wspoélczesnie — staral sie explicite wyliczyé przyjmowane
przez siebie reguly dowodzenia. W istocie do regut dowodzenia
zaliczyl on wszystkie twierdzenia — lekko zmodyfikowanej — sy-
logistyki zdan asertorycznych Arystotelesa. Zatem — ze wspol-
czesnego punktu widzenia — do regut dowodowych nalezaly tezy
pewnego tylko fragmentu klasycznego rachunku predykatéw. Poza
tym B. Bolzano — w ramach przyjmowanych regul dowodzenia
— wyliczal niektére twierdzenia, ktére mozna by zaliczy¢ do sy-
logistyki zdah modalnych Arystotelesa?”. Oprécz tego — juz nie

pojeciami definiowalnymi. Wydaje sie jednak, Ze nie mozna ich zdefiniowaé
inaczej, jak przez odniesienie do pojecia dowodu. Tak uczyniono w niniejszym
artykule. Dlatego tez w koncepcji B. Bolzano mozna chyba dostrzec ,btedne
koto” w definiowaniu. W definicji dowodu uzywa sie pojeé¢ podstawy i kon-
sekwencji, natomiast w swoich definicjach podstawy i konsekwencji musiatby
B. Bolzano uzyé — gdyby je explicite sformutowal — pojecia dowodu.

2 Grundsaetze sind daher Saetze, welche in objectiver Hinsicht nur im-
mer als Grund, und nie als Folge betrachtet werden koennen”, B. Bolzano,
Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 64.

2°B. Bolzano podaje figury sylogistycane z nastepujacymi przestankami:
»(A cum B) ist moglich” oraz ,,A kann enthalten B”| B. Bolzano, Beytraege
zu etner begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 66.
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wyraznie, lecz implicite — przyjmowal jako reguly dowodzenia
niektére tezy klasycznego rachunku zdan. Wynika to chociazby
stad, ze akceptowal on dowody nie wprost, ktére oparte sa na
tezach klasycznego rachunku zdan®'. B. Bolzano nie poprzestat
w swojej prezentacji metody matematyki na stwierdzeniu, ze na
poczatku kazdej teorii matematycznej nalezy podac jej aksjomaty.
Postawit on jeszcze dwa dodatkowe problemy: czy w ogéle istnieja
aksjomaty oraz czy istnieja jakie$ kryteria, ktére pozwolityby wy-
rézni¢ aksjomaty w zbiorze wszystkich prawd? Od razu stwierdzit,
ze na obydwa pytania mozna udzieli¢ pozytywnej odpowiedzi®!.
Argument — nie wprost — przemawiajacy za pozytyw-
nym rozstrzygnieciem pierwszego problemu przedstawit B. Bol-
zano natychmiast. Aksjomaty to — zgodnie z wezesniej przyjeta
przez niego definicja — sady (prawdy) obiektywnie niedowiedlne.
Kazdy dowiedlny sad jest konsekwencja ( Folge), ktérej podstawa
(Grund) sa dwa sady uzyte jako przestanki w jego dowodzie (pra-
ski matematyk wyraZnie odwolatl sie tutaj do miejsca, gdzie jako
reguly dowodowe matematyki podal sylogizmy logiki Arystote-
lesa). Jedliby zalozyé, ze wszystkie sady sa dowiedlne — to zna-
czy, ze nie istnieja aksjomaty w sensie Bolzanowskim — wdéwczas
konieczne bytoby przyjecie ciagu konsekwencji, w ktérym nie by-
toby zadnego pierwszego sadu, to znaczy ciagu, w ktérym nie
byloby zadnej takiej podstawy (Grund), ktéra sama nie bytaby
konsekwencja (Folge). To za$ byloby, zdaniem B. Bolzano, nie-

%0Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Dar stellung der Ma-
thematik, s. 122-126.

Dowody nie wprost oparte sa na regule formutowanej w metajezyku, ktérej
podstawa, jest nastepujaca teza klasycznego rachunku zdan: (~ p — (gA ~
q)) = p-

31 Nunmehr entsteht die doppelte Frage, ob es auch ueberhaupt Wahrhe-
iten gebe, die an sich unerweislich sind; und ob es ferner bestimmte Kenn-
zeichen fuer diese Unerweislichkeit derselbel gebe? Beydes muf} ich bejahend
beantworten lassen, wenn es Gruendsaetze in der oben angegebenen Bedeu-
tung des Wortes geben soll”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren
Darstellung der Mathematik, s. 68.
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dorzecznoscia (ungereimt). Zatem zalozenie o nieistnieniu sadéw
niedowiedlnych jest fatszywe, czyli istnieja aksjomaty®2.

Warto zauwazy¢, ze praski mysliciel w swym dowodzie o ist-
nieniu aksjomatéw ponownie zatozyl istnienie obiektywnego, upo-
rzadkowanego ,krélestwa prawdy”32. Poza tym przyjecie jako re-
gut dowodowych tez sylogistyki zdan asertorycznych oraz modal-
nych Arystotelesa zmusito go do stwierdzenia, ze istnieja przy-
najmniej dwa aksjomaty®®. Bylo to konieczne, poniewaz sylogi-
zmy wymagaja dwu przestanek dla otrzymania konkluzji. Trzeba
byto zatem przynajmniej dwu aksjomatéw, aby otrzymaé pierw-
sze twierdzenie danej teorii.

Pozostalo praskiemu filozofowi pokazanie, czy istnieja — a je-
sli tak, to jakie — kryteria, ktére wyrdzniaja aksjomaty w zbiorze
wszystkich sadéw (prawd). Stwierdzil on jednak, ze udzielenie po-
zytywnej odpowiedzi na to pytanie wymaga wcze$niejszego przed-
stawienia istotnych uwag dotyczacych sadéw w ogdle. B. Bolzano
rozpoczyna swe uwagi od refleksji nad pojeciem sadu (Urtheil).
Krytykuje on definicje méwiaca, ze sad jest potaczeniem dwu po-
je¢. Wykazuje, ze jest to okreslenie zbyt szerokie. Wreszcie stwier-

%2 Fin jedes erweisliche Urtheil ist nach der gegebenen Erklaerung anzu-
sehen als eine Folge, und seine Praemissen zusammen genommen als dessen
Grund. Behaupten also, dafi alle Urtheile erweislich sind, heifit eine Reihe von
Folgen annehmen, in der kein erster, d. h. kein solcher Grund erscheint, der
selbst nicht eine Folge ist. Dieses ist aber ungereimt”, B. Bolzano, Beytraege
zu etner begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 69.

%% Da es nun immer noch von einigen bezweifelt wird, ob es im Reiche der
Wahrheit auch ueberall Urtheile gebe, welche sich schlechterdings nicht er-
weisen lieflen; so scheint es mir der Muehe nicht unwerth, hier einen kurzen
Beweis dieser Behauptung zu versuchen”, B. Bolzano, Beytraege zu einer be-
gruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 68—69.

3 Im Gegentheile also muf nothwendig einige — zum wenigstens zwey
Urtheile annehmen, die selbst nicht wieder gefolgerte, sondern Grundurtheile
im strengsten Sinne des Wortes d. h. Grundsaetze sind”, B. Bolzano, Beytraege
zu etner begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 69.
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dza on, ze pojecie sadu jest pojeciem niedefiniowalnym, pierwot-
nym??.

Nastepnie praski filozof zajmuje sie zagadnieniem form, ktére
moga przybieraé¢ sady. Odcina sie od zastanego twierdzenia, ze
wszystkie sady sa sprowadzalne do postaci kanonicznej ,A jest
B”, gdzie A i B oznaczaja zwiazane w tym sadzie pojecia, nato-
miast stowo jest stanowi tacznik ( Copula). Wedlug B. Bolzano ist-
nieje pieé¢ réznych form kanonicznych sadéw i kazdy sad jest spro-
wadzalny do doktadnie jednej z tych form. Wymienit on naste-
pujace postacie kanoniczne sadéw: koniecznosciowe ( Nothwendig-
keitsurtheil), wyrazajace mozliwosé (Moeglichkeitsurtheile), wy-
razajace obowiazek (Urtheile, die eine Pflicht ausdruecken), spo-
strzezeniowe (empirische Wahrnehmungsurtheile), oraz wyraza-
jace prawdopodobiefistwo (Wahrscheinlichkeitsurtheile)S.

7. punktu widzenia Bolzanowskiej metodologii matematyki
istotne sa dwie formy kanoniczne sadéw: koniecznodciowe oraz
wyrazajace mozliwoéé. Jak wynika z calego kontekstu dzieta opu-
blikowanego w roku 1810, praski filozof byl przekonany o moz-
liwosci sprowadzenia kazdego sadu matematyki do jednej z tych
dwu postaci kanonicznych?”. Dlatego w tym miejscu zostang za-
prezentowane tylko te dwie formy sadéw. Sady koniecznogciowe

%Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Ma-
thematik, s. 71-72.

%Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Ma-
thematik, s. 73-76.

¥TPraski mysliciel zaliczal do matematyki rachunek prawdopodobienstwa.
W swoim péZniejszym monumentalnym dziele Wissenschaftslehre przedstawit
koncepcje rachunku prawdopodobienistwa. Powstaje zatem pytanie, dlaczego
nie zaliczyt sadéw wyrazajacych prawdopodobiefistwo do sadéw matematyki.
Wynikato to zapewne stad, ze w roku 1810 B. Bolzano nie miat jeszcze wlasnej
klarownej koncepcji rachunku prawdopodobienstwa oraz nie potrafit w isto-
cie precyzyjniej okresli¢ jak wyglada forma kanoniczna sadéw wyrazajacych
prawdopodobienstwo. Pisat on: ,,Endlich bilden auch die Wahrscheinlichke-
itsurtheile (wie mir daeucht) noch eine eigene Classe von Urtheilen, deren
Verbindungsbegriff jener der Wahrscheinlichkeit ist. Doch bin ich ueber ihre
eigentliche Natur noch nicht im Klaren”, B. Bolzano, Beytraege zu einer be-
gruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 76.
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to te, ktére daja sie sprowadzi¢ do postaci ,,5 jest pewnym rodza-
jem P”. B. Bolzano wymienia jeszcze dwie inne, réwnowazne jego
zdaniem, postacie tej formy kanonicznej, mianowicie: .S zawiera
pojecie P” oraz ,przedmiotowi S przystuguje pojecie P”. Yacz-
nikiem ( Verbindungsbegriff) w formie kanonicznej sadéw koniecz-
noéciowych jest pojecie przystugiwania (Begriff des Zukommens)
pewnej cechy albo — co w istocie jest tym samym — zawieranie
sie pewnej rzeczy jako indywiduum albo rodzaju (Art) w pewnym
gatunku ( Gattung)®®. Natomiast wszystkie sady wyrazajace moz-
liwoéé daja sie sprowadzié do postaci kanonicznej: .4 moze byé
jakim$ rodzajem B ”. Zdaniem B. Bolzano, tacznikiem w postaci
kanonicznej jest pojecie mozliwosci (Begriff der Moeglichkeit). Po-
daje on przyktad matematycznego sadu, ktéry — jego zdaniem —
jest sadem mozliwo$ciowym: istnieja réwnoboczne tréjkaty. Zda-
nie to, sprowadzone do formy kanonicznej, brzmi — wedlug pra-
skiego filozofa — nastepujaco: pojecie tréjkata (= A) moze byé
rodzajem (Art) pojecia réwnobocznej figury (= B)3°.

Nastepnie B. Bolzano wyjasnit, dlaczego przyjal wiecej niz
jedna tradycyjna forme kanoniczna sadéw. Jego tok rozumowania
ukazuje przy okazji, iz zakladat on — na co wskazano juz wyzej
— ze sady matematyki moga by¢ sadami koniecznosciowymi albo
sadami wyrazajacymi mozliwoé§é (modalnymi). Wedlug praskiego

% Urtheile, welche sich auf die Form: S ist eine Art von P, oder, was
gleich viel ist, S enthaelt den Begriff P. oder: dem Dinge S koemmt zu der
Begriff P, zurueckfuehren lassen. Der Verbindungsbegriff in diesen Urtheilen
ist: der Begriff des Zukommens einer gewissen Eigenschaft, oder was eben
so viel ist, des Enthaltenseyns eines gewissen Dinges, als Individui oder Art,
unter einer gewissen Gattung”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren
Darstellung der Mathematik, s. 74.

3 Urtheile, die eine Moeglichkeit aussagen, und unter der Form: A kann
seyn eine Art von B, enthalten sind. Der Verbindungsbegriff ist der Begriff
der Moeglichkeit, daher ich sie eben Moeglichkeitsurtheile nenne. Ein Bey-
spiel sey der Satz: es gibt gleichseitige Dreyecke; denn er ist eigentlich so
auszudruecken: Der Begriff eines Dreyecks (= A) — kann seyn eine Art —
von dem Begriffe einer gleichseitigen Figur (= B)”, B. Bolzano, Beytraege zu
ewner begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 75.
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filozofa, sady modalne starano sie tradycyjnie sprowadzi¢ do po-
staci kanonicznej A4 jest B” w ten sposéb, ze zwroty wyrazajace
modalno§é umieszczano w podmiocie albo predykacie formy ka-
nonicznej. Wtedy tacznikiem pozostawalo samo stéwko jest. Na-
tomiast B. Bolzano umiescit w formie kanonicznej zwroty wyra-
zajace modalnoéé¢ w taczniku — w ten sposéb powstata inna niz
tylko tradycyjna forma kanoniczna sadéw. Umieszczenie w tacz-
niku zwrotéw modalnych stworzyto mozliwos§é budowania saddéw
modalnych, w ktérych zaréwno podmiot, jak i predykat, sa po-
jeciami prostymi. Gdyby bowiem zwrot modalny dodano do pre-
dykatu lub podmiotu — jak to tradycyjnie czyniono — wowczas
predykat lub podmiot musiatyby by¢, wedtug B. Bolzano, poje-
ciami ztozonymi. Dlaczego tak wazne byto istnienie sadéw modal-
nych z prostymi pojeciami jako podmiotem i predykatem? Otéz
B. Bolzano staral sie — jak zostanie to dalej pokazane — sformu-
towaé twierdzenie, ze aksjomatami sa te i tylko te sady, ktérych
zaréwno podmiot, jak i predykat, sa pojeciami prostymi (niedefi-
niowalnymi). Zakladal on tez istnienie w matematyce sadéw mo-
dalnych jako twierdzen. Przyjmowat jako reguty dowodowe twier-
dzenia sylogistyki zdan modalnych Arystotelesa. Dlatego musial
istnie¢ przynajmniej jeden aksjomat bedacy sadem modalnym.
W innym wypadku nie mozna by bowiem przy pomocy sylogi-
styki zdan modalnych otrzymaé twierdzen bedacych sagdami mo-
dalnymi. Skoro musial istnie¢ w matematyce przynajmniej jeden
aksjomat bedacy sadem modalnym, a aksjomaty mialty jako pod-
miot i predykat wylacznie pojecia proste (niedefiniowalne), to —
zgodnie z wezesniej sformutowanymi uwagami — musiat B. Bol-
zano zwroty wyrazajace modalnos$é przeniesé¢ do tacznika formy
kanonicznej sadéw i w konsekwencji zostalt zmuszony do przyje-
cia — inaczej niz w zastanej logice — wiecej niz jednej postaci
kanonicznej sadéw??.

40 Der wesentliche Umstand, in welchem ich bey dieser Aufzaehlung von
andern abweiche, bestehet darin, dafi ich gewisse Begriffe zur Copula des
Urtheils ziehe, welche man sonst in das Praedicat oder Subject verlegt hat.
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W tym miejscu, po przedstawieniu swojej koncepcji sadéw, po-
wrocit B. Bolzano do pytania, jakie kryteria wyrdzniaja ze zbioru
wszystkich sadéw aksjomaty, czyli sady obiektywnie niedowiedlne.
Starajac sie udzieli¢ odpowiedzi, wskazal on najpierw na warunki
wystarczajace dowiedlnodci sadéw. Zaznaczyl, ze poniewaz chodzi
o sady matematyki, to mowa jest dalej o sadach poznawalnych
a priori. B. Bolzano sformutowal twierdzenie, ze wszystkie takie
sady, ktérych podmiot jest pojeciem ztozonym (nie jest pojeciem
prostym, czyli niedefiniowalnym, pierwotnym), sa zawsze sadami
dowiedlnymi. Uzasadnil to w ten sposéb, ze jedli podmiot sadu

Ich muf} also noch im Kurzen anzeigen, was mich zu dieser Veraenderung ve-
ranlafit habe. Es waren vornehmlich die Moeglichkeits— und Pflichtsurtheile.
Ich glaube gefunden zu haben, dafi alle Urtheile, deren Subject oder Praedicat
zusammen gesetzte Begriffe sind, erweisliche Urtheile seyn muefiten. Drueckt
man nun die Moeglichkeitsurtheile (nach der gewoehnlichen Methode) so aus,
dafi der Begriff der Moeglichkeit das Praedicat zu bilden scheint; so waere
ihr Subject wesentlich ein zusammen gesetzter Begriff, indem es bekantlich
ueberflueBig ist, die Moeglichkeit eines einfachen Begriffes zu behaupten. (A
cum B) ist — moeglich waere dann die allgemeine Form aller Urtheile dieser
Art, wo (A cum B) das Subject, moeglich das Praedicat vorstellen wuerde.
Nach der nur eben angefuehrten Bemerkung also muefiten alle diese Urtheile
erweislich seyn, gleichwohl sieht man leicht ein, dafi es einige schlechterdings
unerweisliche Urtheile der Art geben muesse, weil jedes Moeglichkeitsurtheil,
wenn es erweisen werden soll, eine Praemisse, in welcher der Begriff der Mo-
eglichkeit bereits vorhanden ist, d. h. ein anderes Moeglichkeitsurtheil voraus-
setzt. Ziehen wir aber den Begriff der Moeglichkeit in die Copula, so kann es
Moeglichkeitsurtheile geben, deren Subject und Praedicat beide ganz einfache
Begriffe sind, und die wir daher, ohne anzustossen, fuer unerweisliche Urtheile
gelten lassen koennen”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Dar-
stellung der Mathematik, s. 77-78.

Ostatecznie zatem B. Bolzano byl zmuszony przyja¢ w teoriach matema-
tycznych przynajmniej trzy aksjomaty. Przyjecie jako regut dowodowych lekko
zmodyfikowanej sylogistyki zdan asertorycznych Arystotelesa i przekonanie,
ze czesSé twierdzen matematyki to sady koniecznosciowe, prowadzito go do
stwierdzenia, iz teorie matematyczne wymagaja przynajmniej dwu aksjoma-
téw, bedacych sadami koniecznodciowymi. Stwierdzenie, Ze cze$é saddéw mate-
matyki to sady modalne, prowadzi do wniosku, iz w teoriach matematycznych
musi by¢é przyjety dodatkowo przynajmniej jeden aksjomat bedacy sadem mo-
dalnym.
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jest pojeciem zlozonym, to wszystkie jego cechy, czyli wszystkie
predykaty, ktére mozna z nim zwiazaé¢ w jakimkolwiek sadzie, mu-
sza by¢ zalezne od kazdego prostego (niedefiniowalnego) pojecia,
z ktérych ztozone jest to pojecie i od cech tych pojeé¢ prostych,
czyli w konsekwencji od sadéw, ktore dadza sie tworzyé¢ z owymi
pojeciami prostymi jako podmiotami. Dlatego kazdy sad, ktérego
podmiot jest pojeciem ztozonym, jest zalezny od tych sadéw z po-
jeciami prostymi jako podmiotami i w konsekwencji jest on —
zdaniem praskiego filozofa — jako poznawalny a priori — do-
wiedlny?!. Dalej B. Bolzano sformutowal twierdzenie, ze wszyst-
kie sady (poznawalne a priori), ktérych predykat jest pojeciem
ztozonym sa réwniez sadami dowiedlnymi. Zaprezentowany przez
niego dowdd tego twierdzenia przebiega analogicznie jak dowdd
twierdzenia wezesniejszego®2.

W sumie wiec otrzymat B. Bolzano teze, wedtug ktérej wszyst-
kie sady, ktérych podmiot lub predykat sa pojeciami ztozonymi,
sa dowiedlne. Stad, z definicji aksjomatu oraz z okreslenia pojecia
ztozonego, wynika nastepujacy warunek konieczny bycia aksjoma-
tem: jesli dany sad jest aksjomatem, to zaréwno jego podmiot,
jak i predykat, sa pojeciami prostymi (pierwotnymi, niedefinio-
walnymi)4?.

41 Tst also irgend ein Subject ein zusammen gesetzter Begriff, so muessen
die Eigenschaften desselben d. h. die Praedicate, welche man ihm beylegen
kann, von jenen einzelnen Begriffen, aus welchen es zusammen gesetzt ist, und
von den Eigenschaften derselben, d. h. von jenen Urtheilen, welche sich ueber
diese einfachen Begriffe bilden lassen, abhaengig seyn. Mithin ist jeder Satz,
dessen Subject ein zusammen gesetzter Begriff ist, ein von mehreren ande-
ren Saetzen abhaengiger, mithin (in wie fern er a priori erkennbar ist) auch
wirklich herleitbar d. h. erweislicher Satz, und kann sonach auf keine Weise
fuer einen Grundsatz gelten”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren
Darstellung der Mathematik, s. 87.

“2Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Ma-
thematik, s. 88.

43 Hieraus ergibt sich nun schon, daB die eigentlich unerweislichen Saetze,
oder Grundsaetze unter der Classe blofi jener Urtheile zu suchen seyen, in we-
Ichen beydes, Subject und Praedicat ganz einfache Begriffe sind”, B. Bolzano,
Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 88.
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W istocie jednak dazyt — jak sie wydaje — B. Bolzano do
stwierdzenia réwnowaznogci: dany sad jest aksjomatem wtedy
i tylko wtedy, gdy zaréwno jego podmiot, jak i predykat, sa poje-
ciami prostymi (pierwotnymi, niedefiniowalnymi). Jednak wydo-
bycie tego twierdzenia z tekstu praskiego filozofa nie jest proste.
Precyzyjny zazwyczaj B. Bolzano nie wyrazit sie bowiem w tej
kwestii zbyt jasno. Tok jego wywodu jest nastepujacy: dotad wy-
kazano, ze kazdy sad, ktéry jest aksjomatem, ma jako podmiot
oraz predykat pojecia proste (pierwotne, niedefiniowalne). Nie do-
wiedziono jednak w ten sposéb jeszcze twierdzenia odwrotnego,
to znaczy, ze kazdy sad, ktérego podmiot i predykat sa pojeciami
prostymi, jest aksjomatem. Zatem aby wykazaé, ze dany sad A
jest B” jest aksjomatem, nie wystarczy pokazaé, ze pojecia Ai B
sa pojeciami prostymi, nalezy jeszcze dodatkowo pokazaé, ze nie
istnieja dwa sady o postaci ,A jest X7 oraz ,X jest B”, z ktérych
mozna by wywies¢ dany sad. I w tym miejscu B. Bolzano podkre-
sla, ze w wielu wypadkach bedzie to wymagato osobnego rozwa-
zenia (Betrachtung). Zaznacza, ze nie jest to dowdd aksjomatu —
aksjomaty to bowiem dla niego sady z definicji niedowiedlne —
ale jego wyprowadzenie (Herleitung). Takie wyprowadzenia ak-
sjomatéw sa istotnym elementem wyktadu naukowego®?.

4 Wenn wir nun auch durch das Bisherige erwiesen haben, daB jedes
Urtheil, welches ein Grundsatz seyn soll, aus lauter einfacher Begriffen be-
stehen muesse; so ist doch noch nicht umgekehrt erwiesen, dafi jedes Urtheil,
das aus einfachen Begriffen besteht, ein Grundsatz sey. Es ist also, um zu
beweisen, daff ein vorhandener Satz “A ist B”, ein Grundsatz sey, noch nicht
genug zu zeigen, dafi die Begriffe A und B beyde ganz einfach sind; sondern
man mufl noch ferner zeigen, es gebe auch keine zwey Saetze von der Form “A
ist X7, und “X ist B”, aus welchen jener gefolgert werden koennte. Dieses wird
in den meisten Faellen eine eigene Betrachtung erfordern, die sich zum Unter-
schiede von einem eigentlichen Beweise (oder einer Demonstration) mit dem
bestimmten Nahmen einer Herleitung (oder Deduction) belege. Grundsaetze
werden also zwar nicht bewiesen, wohl aber deduciert, und diese Deductionen
sind ein wesentlicher Bestandtheil des wissenschaftlichen Vortrages, indem
man ohne sie niemahls gewifi seyn koennte, ob jene Saetze, deren man sich
als Grundsaetze bedienet, dieses auch wirklich sind”, B. Bolzano, Beytraege
zu etner begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 93.
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Rozumowanie zaprezentowane przez praskiego filozofa prowa-
dzi do nastepujacych wnioskéw: ogdlnie nie da sie udowodnié,
iz kazdy sad, ktérego podmiot i predykat sa pojeciami prostymi
(pierwotnymi, niedefiniowalnymi), jest niedowiedlny, czyli ze jest
on aksjomatem. ,,W wielu wypadkach” trzeba takie rozumowanie
uzasadniajace przeprowadzié¢ dla poszczegdlnego sadu. B. Bolzano
jednak nie odpowiedzial na pytanie, czy — jego zdaniem — za
kazdym razem da sie w ten sposdb pokazaé, ze dany sad posia-
dajacy pojecia proste jako podmiot i predykat jest aksjomatem.
Pewne jednak dalsze stwierdzenie pozwala zrekonstruowaé jego
przekonania. Pisze on, ze ,obszar aksjomatéw rozciaga sie tak
daleko, jak daleko rozciagaja sie pojecia proste”*®. Wynika stad,
ze byl on przekonany — mimo niemozliwosci przeprowadzenia
ogblnego dowodu — ze kazdy sad, ktérego podmiot i predykat
sa pojeciami prostymi (pierwotnymi, niedefiniowalnymi), jest ak-
sjomatem. Jesli to — w istocie nie udowodnione — twierdzenie
zestawi sie z teza wczesniejsza, to otrzyma sie — w konsekwencji
rowniez nie udowodnione przez B. Bolzano, ale w zawiklany spo-
sob wypowiedziane przez niego — twierdzenie, ze aksjomaty to
te i tylko te sady, ktérych podmiot i predykat sa pojeciami pro-
stymi (pierwotnymi, niedefiniowalnymi). I w ten wlasnie sposdb
okreglit on — choé¢ w nieco skomplikowany sposéb — kryterium
konieczne i wystarczajace, ktére musiat spetnia¢ dany sad, aby
by¢ aksjomatem, czyli sadem niedowiedlnym.

Jeszcze trzy istotne uwagi mozna sformulowaé odnognie
do weczesniej zaprezentowanego rozumowania praskiego filozofa.
Pierwsza dotyczy ,wyprowadzenia” (Herleitung). Z kontekstu wy-
nika, ze chodzi o jaki§ typ rozumowania — nie wiadomo doktad-
nie, jaki — przy pomocy ktérego to ma sie stwierdzi¢, czy nie
istnieja dwa sady, ktére moglyby byé przestankami w dowodzie

45 daB Cebiet derselben (der wirklichen Grundsaetze — J.D.) erstreckt sich
so weit, als die blof} einfachen Begriffe reichen; wo diese aufhoeren, und die
Frklaerungen ihren Anfang nehmen, da hoeren auch die Grundsaetze auf, und
es fangen die Lehrsaetze an”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren
Darstellung der Mathematik, s. 96.
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aksjomatu, przeprowadzonym przy pomocy regul wyznaczonych
przez sylogistyke Arystotelesa. B. Bolzano sugeruje, ze takie ,wy-
prowadzenie” (Herleitung) powinno by¢ istotnym elementem wy-
ktadu naukowego. O co w istocie chodzito praskiemu filozofowi,
kiedy stwierdzal potrzebe ,wyprowadzenia” (Herleitung) aksjo-
matéw? W istocie o jakies — nie wiadomo doktadnie jakie —
stwierdzenie niezaleznosdci aksjomatu od twierdzen teorii. Te zag
twierdzenia teorii sa wywiedlne — jako sady dowiedlne — przy
pomocy ciagu dowodowego z innych aksjomatéw teorii. Zatem
postulowal B. Bolzano, aby do wyktadu teorii matematycznej
wprowadzié¢ jakies rozumowanie stwierdzajace niezalezno§é kaz-
dego aksjomatu teorii od zbioru wszystkich pozostatych aksjoma-
tow. A wiec w istocie chodzito mu o to, aby wyktad kazdej teorii
matematycznej poprzedzito stwierdzenie niezaleznodci aksjoma-
tyki.

Warto w tym miejscu przypomnieé, ze juz od starozytnosci
zdawano sobie doskonale sprawe z tego, ze aksjomaty powinny by¢
od siebie niezalezne. Owa §wiadomo$¢ ujawnila sie¢ w trakcie za-
zartych dyskusji na temat statusu ,,piatego postulatu” Euklidesa.
W tej dyskusji wziatl tez udziat B. Bolzano, twierdzac, ze postulat
ten jest wywiedlny z pozostalych aksjomatéw geometrii euklide-
sowej i dlatego nalezy go usunaé ze zbioru aksjomatéw?®. Jednak
czym innym jest konkretna proba stwierdzenia niezaleznosci (czy
tez zaleznodcei) aksjomatéw geometrii, a czym innym generalny
wymébg, aby odnognie do kazdej teorii matematycznej wprowadzié
obowiazek jakiego§ — jeszcze raz trzeba podkreslié, ze B. Bol-
zano nie uscislil, jakiego — ustalenia niezaleznogci aksjomatyki.
Wydaje sie, ze sformutowanie takiego postulatu swiadczy o ge-
nialnogci autora i umiejetnodci wyznaczenia kierunkéw dalszych
badan nad wlasnosciami teorii matematycznych. Oczywiscie, brak
stosownych narzedzi logicznych uniemozliwiat zrealizowanie sfor-
mutowanego przez praskiego filozofa wymogu na poczatku dzie-

4Por. B. Bolzano, Betrachtungen ueber einige Gegenstaende der Elemen-
targeometrie, Prag 1804.
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wietnastego wieku. Jednak idee B. Bolzano podjeto — zapewne
nie§wiadomie, ze wzgledu na to, ze przemyslenia praskiego filo-
zofa byly do niedawna zasadniczo nie znane — w ramach badan
nad teoriami nauk formalnych w dwudziestym wieku.

Druga uwaga odnosnie do przedstawionego wezedniej rozumo-
wania B. Bolzano dotyczy pewnej jego niekonsekwencji. Miano-
wicie rozpatrywal on wylacznie aksjomaty o postaci ,A4 jest B”,
czyli aksjomaty bedace wedlug jego wlasnej terminologii sadami
koniecznogciowymi. 7 drugiej strony twierdzit on, ze teorie mate-
matyczne powinny posiadaé¢ przynajmniej jeden aksjomat bedacy
sadem modalnym. Dlatego zawezenie przeprowadzonego rozumo-
wania do sadéw koniecznogciowych wydaje sie istotna niekonse-
kwencja praskiego myéliciela.

Po trzecie wreszcie, nalezy jeszcze raz nawiazaé do twierdzenia
B. Bolzano, ze wszystkie sady bedace aksjomatami, czyli sadami
niedowiedlnymi, posiadaja jako orzeczenie i predykat wylacznie
pojecia proste (pierwotne, niedefiniowalne). Opréez pojeé pier-
wotnych aksjomaty sa poza tym zbudowane ze statych logicznych:
funktora ,jest” lub funktora modalnego. Ten poglad B. Bolzano
podtrzymywany jest réwniez wspoélezeénie?”. I dzi§ aksjomaty po-
winny by¢ budowane wylacznie z pojeé pierwotnych oraz stalych
logicznych. A zatem i w kwestii budowy aksjomatéw antycypowal
praski filozof przekonania akceptowane réwniez i dzisiaj.

Swoje uwagi dotyczace aksjomatdéw konczy B. Bolzano przed-
stawieniem krotkiego argumentu stwierdzajacego istnienie aksjo-
matéw specyficznych, wtasciwych dla matematyki. Przypomniat
on, ze wezedniej pokazal przyktady istnienia specyficznie matema-
tycznych pojeé prostych (pierwotnych, niedefiniowalnych). Skoro
istnieja takie pojecia, to mozna, postugujac sie nimi, budowaé
sady. Istnieja zatem sady specyficznie matematyczne, ktére maja
jako podmiot i predykat wtadciwe dla matematyki pojecia proste
(pierwotne, niedefiniowalne). A zatem, zgodnie z przyjmowanym

4"Dodatkowo mogsa, jeszcze wystepowaé w aksjomatyce pojecia uzywane
w teoriach, ktére zaktada sie, budujac dang teorie.
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przez B. Bolzano twierdzeniem, istnieja aksjomaty typowo mate-
matyczne48.

W zbiorze aksjomatéw matematycznych wyréznit praski filo-
zof podzbiér postulatéw. To takie aksjomaty matematyki, ktére
sa sadami modalnymi, czyli — wedle jego terminologii — sadami
mozliwosciowymi (Moeglichkeitsurtheile). Juz wezesniej staral sie
on uzasadnié, ze przynajmniej jeden taki aksjomat, czyli postu-
lat, musi istnie¢. Wynikato to stad, ze przyjmowal on istnienie
twierdzen matematycznych bedacych sadami modalnymi. Aby ta-
kie twierdzenia otrzymaé w teorii matematycznej, przy pomocy
przyjmowanej przez niego w istocie sylogistyki zdan modalnych
Arystotelesa, trzeba byto przyjaé istnienie przynajmniej jednego
postulatu matematyki, czyli aksjomatu bedacego sadem modal-
nym??.

W tym miejscu wypada sformutowaé jeszcze kilka uwag do-
tyczacych logiki stosowanej wedtug B. Bolzano w matematyce.
Zdawatl on sobie sprawe z tego — jak to juz stwierdzono wczesniej
— ze pojecie dowodu wymaga odniesienia do regut dowodzenia
(regut dedukcyjnych). Zgodnie ze stanem logiki sobie wspéleze-
snej, twierdzit on, ze do regut dowodowych nalezy zaliczyé wszyst-
kie twierdzenia nieco zmodyfikowanej sylogistyki zdan asertorycz-

48 Hat das Bisherige seine Richtigkeit, so laest sich jetzo die Frage bean-
tworten ,,0b auch die Mathematik ihre Grundsaetze habe?” Wenn naehmlich
alle mathematische Begriffe erklaerbare Begriffe waeren, so koennte es auch
keine Grundsaetze in den mathematischen Disciplinen geben. Da es aber ein-
fache Begriffe gibt welche der Mathematik eigenthuemlich zukommen so muf}
man allerdings auch wirkliche Grundsaetze in ihr anerkennen; und das Gebiet
derselben erstreckt sich so weit, als die blofl einfachen Begriffe reichen; wo
diese aufhoeren, und die Erklaerungen ihren Anfang nehmen, da hoeren auch
die Grundsaetze auf, und es fangen die Lehrsaetze an”, B. Bolzano, Beytraege
zu etner begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 95-96.

49 Als eine besondere Art von Grundsaetzen pflegen die Mathematiker noch
die Postulate anzufuehren, unter welchen sie solche Grundsaetze verstehen,
welche die Moeglichkeit eines gewissen Gegenstandes behaupten. Nach Par.
16. gibt es und muf es Postulate (unerweisliche Moeglichkeitsurtheile) geben”,
B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik,
s. 96-97.
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nych Arystotelesa. Dzisiaj powiedziano by, ze B. Bolzano postu-
lowal zaliczenie do logiki, ktéra poshuguje siec matematyka, pew-
nego fragmentu klasycznego rachunku predykatéw, ktéry w cato-
Sci zostal stworzony dopiero przez G. Fregego. Przyjecie istnienia
sadéw mozliwosciowych (modalnych) w matematyce zmusito pra-
skiego filozofa w konsekwencji do zaliczenia do regut dowodowych
matematyki sylogistyki zdan modalnych Arystotelesa. Ujawniono
tez, ze implicite do regul dowodowych zaliczal on niektére tezy
klasycznego rachunku zdan. To stanowisko B. Bolzano, odnognie
do akceptowanej w matematyce logiki, jest zasadniczo odmienne
od stanowiska reprezentowanego wspodtcze$nie. Owa odmiennosé
jest spowodowana dwiema przyczynami: rozwojem logiki oraz od-
miennym statusem zdan akceptowanych na gruncie matematyki.
Dopiero po émierci praskiego filozofa zbudowano klasyczny ra-
chunek predykatéw i odkryto ponownie znany stoikom klasyczny
rachunek zdan. Od czaséw fregowskich twierdzi sie, ze matema-
tyce wystarcza regulty dowodowe oparte na klasycznym rachunku
predykatéw pierwszego rzedu, ktéry nabudowany jest na klasycz-
nym rachunku zdan. W tym sensie logika stosowana w matema-
tyce wspolezesnej jest ,bogatsza” od przyjmowanej przez B. Bol-
zano®’. 7 drugiej strony, akceptuje sie we wspélczesnej matema-
tyce jedynie sady asertoryczne i nie stosuje sie sadéw modalnych.
Dlatego nie jest konieczny dla wykazywania twierdzen matema-
tyki jakikolwiek fragment logiki modalnej, wystarcza klasyczny
rachunek predykatéw. I w tym znaczeniu logika konieczna do zbu-

*OWydaje sie, ze nalezy poddaé szczegétowym badaniom logicznym ma-
tematyczne teksty B. Bolzano. To on wtlasnie jako pierwszy, w roku 1817,
jeszcze przed A. Cauchym, podat definicje granicy funkeji i ciggtosci funkeji,
ktoére uwaza sie za poprawne. We wspdlczesnym zapisie tych definicji sto-
suje sie kwantyfikatory. By¢ moze w swym sformutowaniu wspomnianych po-
je¢ B. Bolzano zastosowal juz implicite ,jezyk kwantyfikatoré6w”, za ktérego
twérce uchodzi G. Frege.
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dowania teorii matematycznych jest ,ubozsza” od proponowanej
przez praskiego matematyka®!.

Nalezy podsumowaé gléwne watki Bolzanowskiej metodolo-
gii matematyki. W czesci dotyczacej poje¢ pierwotnych dostrze-
zono kilka twierdzen, ktére istotnie upodabniaja jego koncepcje
do wspoélczesnej metodologii matematyki. Po pierwsze, twierdzi
on, ze kazda teoria matematyczna musi postugiwaé sie pojeciami
prostymi (pierwotnymi). Po wtére, na poczatku wyktadu nalezy
podaé pelna liste pojeé¢ prostych (pierwotnych). Dalej zauwaza
on, ze pojeé¢ prostych (pierwotnych) nie powinno si¢ i nie da sie
definiowa¢ w sposéb klasyczny (Erklaerung). Wreszcie twierdzi,
7e znaczenie nazw pojeé pierwotnych wyznacza zbiér zdan, wpro-
wadzony na poczatku teorii, w ktérych te nazwy wystepuja. Jest
on jakby ,definicja uwiktana” poje¢ pierwotnych. Trzeba jednak
zaznaczy(, ze nie wiadomo, czy wedtug B. Bolzano owa ,definicje
uwiktana” pojeé pierwotnych stanowi aksjomatyka, czy jakis inny
zbiér zdan. Poza tym matematyk nie miat mozliwosci wyboru we
wprowadzaniu pojeé pierwotnych do swej teorii, zbiér pojeé¢ pier-
wotnych byl raz na zawsze ustalony w obiektywnie istniejacym
porzadku pojec.

W czedci dotyczacej aksjomatéw B. Bolzano odrzucit trady-
cyjna arystotelesowsko—kartezjanska koncepcje, wedhug ktorej ak-
sjomatami sa zdania jasne, oczywiste. Jego zdaniem, aksjomaty
to sady obiektywnie niedowiedlne. Byt on przekonany, ze dla kaz-
dej dyscypliny matematycznej mozna podaé¢ aksjomatyke, co byto
bardzo mocnym twierdzeniem w czasach, kiedy funkcjonowata
w zasadzie tylko aksjomatyka geometrii. Silnie podkreslat, by na

51Poréwnano w tym miejscu grodki dowodowe matematyki Bolzanowskiej
i tej matematyki wspolczesnej, ktéra mozna by nazwaé klasyczna. Na po-
czatku dwudziestego wieku w szkole intuicjonistéw zakwestionowano zasady
logiki stosowane w matematyce. W konsekwencji powstal pewien rodzaj logiki
nieklasycznej, nazywanej intuicjonistyczna, ktéra whrew zatozeniom twoércéw
zaksjomatyzowat A. Heyting. Zgodnie z zalozeniami filozoficznymi, reprezen-
towanymi przez przedstawicieli szkoty intuicjonistycznej, ten wtasnie typ lo-
giki nalezy stosowa¢ w matematyce.
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poczatku wyktadu kazdej teorii matematycznej podaé petna liste
aksjomatéw. Odmiennie niz to czyni sie wspélczednie, twierdzit
praski filozof, ze dla danej dyscypliny matematycznej istnieje wy-
tacznie jedna aksjomatyka. Byto to zwiazane z jego przekonaniem
o istnieniu jednego, obiektywnego ,krélestwa prawdy”, uporzad-
kowanego zbioru obiektywnych sadéw prawdziwych, ktére byty
ysodkrywane” przez matematykéw. W trakcie przeprowadzanych
analiz pokazano, ze B. Bolzano byl przekonany o zupelnosci teorii
matematycznych. Postulowal on tez — w blizej przez siebie nie-
okreslony sposéb — wykazywanie niezaleznosci aksjomatyk. Byt
przekonany, ze aksjomatami sa te, i tylko te, sady matematyki,
ktére posiadaly zaréwno jako podmiot, jak i jako predykat po-
jecia pierwotne (proste, niedefiniowalne). W konsekwencji zmu-
szony byl przyjaé, ze aksjomaty budowane sa wylacznie z pojeé
pierwotnych oraz statych logicznych, co zgodne jest z twierdze-
niem wspblczesne] metodologii matematyki. B. Bolzano byt réw-
niez §wiadom koniecznodci precyzyjnego okreslenia zbioru regut
dowodowych stosowanych w matematyce.

Generalnie mozna stwierdzi¢, iz praski matematyk w wielu
elementach refleksji metodologicznej wyprzedzil znacznie swoja
epoke i sygnalizowal pewne rozwiazania, ktére w metodologii ma-
tematyki zadomowilty sie na dobre dopiero sto lat po napisaniu
przez niego analizowanej ksiazki.

Warto tez zwrdci¢ uwage, ze w tekscie B. Bolzano znajduja
sie stwierdzenia, ktére kaza traktowaé prezentowana przez niego
metode nie tylko jako metode matematyki, ale wszystkich dyscy-
plin naukowych, w tym takze filozofii. Zatem w istocie postulowat
praski my$liciel uprawianie filozofii tak jak nauki cistej, z wyraz-
nymi listami pojeé¢ pierwotnych i aksjomatéw, z jasno okre§lonymi
metodami dowodowymi, z precyzyjnymi definicjami wprowadza-
nych do filozofii terminéw. Trzeba zdaé¢ sobie sprawe z faktu, ze
swe postulaty ,$cistej filozofii” stawiat B. Bolzano wtedy, gdy na
niemieckim obszarze jezykowym panowata filozofia idealistyczna
G.F. Hegla, o — delikatnie méwiac — ,metnej” metodzie. By¢
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moze byta to reakcja na rozluznienie rygoréw metody stosowanej
w owej dobie w filozofii. W kazdym razie postulat ,scistej filo-
zofii” pozwala stusznie widzie¢ w B. Bolzano prekursora filozofii
analitycznej.

BIBLIOGRAFIA

B. Bolzano, Betrachtungen ueber einige Gegenstaende der
Elementargeometrie, Prag 1804.

B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der
Mathematik, Prag 1810, [w:] Acta historiae rerum
naturalium nec non technicarum. Czechoslovak Studies in
the History of Science, Prague 1981, Special Issue 12
[reprint].

B. Bolzano, Rein analyticher Beweis des Lehrsatzes, dafs
zwischen je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes
Resultat gewaehren, wenigstens eine Reelle Wurzel der
Gleichung liege, Prag 1817.

SUMMARY

BERNARD BOLZANO’S CONCEPTION OF THE
MATHEMATICAL METHOD

The matter under discussion is the methodology of mathematics
presented by Bernard Bolzano (1782-1848) in his early pamphlet Bey-
traege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik (Prague
1810). Bolzano built, with success, the classical axiomatic—deductive
method of nonspacial and atemporal concepts (Begriffe). He abandoned
the traditional custom of formulating primitive concepts of deductive
theories. Bolzano opposed the traditional conviction that the axioms of
mathematical theories should be clear and distinct sentences. He divided
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the domain of nonspacial and atemporal sentences into the subdomains
of objectively provable and objectively nonprovable sentences. In his
view, the axioms of mathematical (deductive) theories are only the ob-
jectively nonprovable sentences, and each of the objective nonprovable
sentences is an axiom of a certain deductive theory. He postulated, at
the time when only the (Euclidean) geometry was axiomatized, the ax-
iomatization of all mathematical theories.



