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3.14 — czyli imieniny liczby &

STRESZCZENIE

Liczba m towarzyszyta cztowiekowi od zawsze — przeciez koto bylo jego jednym
z najwickszych wynalazkow. Kazdego roku, 14 marca $wiat naukowy obchodzi jej
imieniny. Z tej okazji przypomnielismy podstawowe fakty dotyczace geometrycznego
pochodzenia m oraz histori¢ najwazniejszych odkry¢ w matematyce pozwalajacych
lepiej zrozumie¢ jej znaczenie w nauce.

Stowa kluczowe: liczba =, koto, $rednica kota, radian.

1. Wstep

Kt6z z nas nie styszat o m, nawet jesli nie zdaje sobie sprawy z tego, ze litera m pochodzi
z alfabetu greckiego. Bowiem nie o znajomo$¢ greki tutaj chodzi, a — jak wigkszos¢ z nas
mysli, i stusznie — chodzi o koto, czyli o geometri¢. Kazdy z nas pewnie kiedy$ na lekcji
matematyki badat zalezno$¢ obwodu tego kota od jego $rednicy i w wyniku kilku pomiaréw
stwierdzit zadziwiajaca zaleznosc:

L t
— = const.,
d

gdzie L oznacza obwdd kota, d jego $rednice.

Wtasnie to spostrzezenie rzuca si¢ od razu w oczy, aczkolwiek wcale nie jest jasne, dla-
czego tak jest! Jesli juz to zauwazyliSmy, to rzecza naturalng jest zapyta¢ o warto$¢ tej sta-
fej. Tym razem jest jeszcze gorzej, anizeli zdajemy sobie z tego sprawe. Nie wtajemniczeni
choralnie odpowiadaja: 3,14, ale tym razem populizm nie zwycig¢za, bowiem odpowiedz jest
niepoprawna!

Co do jednego watpliwosci nie powinniSmy mie¢ — ta stata, o ktdrej mowa jest wyzej, to
liczba. W takim razie pytanie powinno brzmie¢: jaka liczba?
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2. Geometryczne pochodzenie liczby ©t

Zostawmy na chwile ostatnig kwesti¢ 1 zajmijmy si¢ samg regula proporcji, o ktorej mowa
wyzej. Sprobujmy ja uzasadni¢. W tym celu wezmy kolo o promieniu R. Niech L oznacza
jego obwod. Wybierzmy z tego kota jego wycinek o kacie srodkowym a € (0°, 360°). Wtedy
z zasady proporcji dtugo$¢ L tuku tego wycinka jest rowna

=~ «

~ 7360

Zatézmy, ze a = a, jest takie, ze L = R. Wtedy powyzsza proporcja bedzie miata postaé

L o
o o, = 360°,
co oznacza, ze kat pelny jest rowny % jednostek, gdzie jednostka ta jest miara kata a.

Spojrzmy teraz na rozwazane koto z punktu widzenia jego srodka i polprostej wyprowa-
dzonej z tego $srodka. Wtedy potozenie kazdego punktu nalezacego do tego kota mozemy
opisa¢ para dwoch liczb:

p — odlegloscia tego punktu od Srodka kota,

@ — miarg kata skierowanego w kierunku przeciwnym do wskazéwek zegara, gdzie

@ €<0°,360°.

WezZmy teraz uktad wspotrzednych kartezjanskich, gdzie na osi poziomej bedziemy od-
mierzali warto$ci kata ¢ w jednostkach a,, zas na osi pionowej wartosci p. Wtedy wszystkie
punkty z kola o promieniu R mozna opisa¢ za pomoca punktow znajdujacych si¢ w prosto-
kacie umiejscowionym w zdefiniowanym wyzej ukladzie, ktoérego podstawa jest odcinek
<0, %) lezacy na osi Og, natomiast (lewym) bokiem odcinek < 0, R > lezacy na osi Op (patrz
rys. 1).

(o] L/R[ao] 3

Rys. 1. Obraz kota w uktadzie Opp

Zauwazmy, ze wtedy pole tego prostokata réwne jest dlugosci okregu naszego kota.
Wezmy teraz wycinki naszego kota o parametrach: a,, » < R, jak to pokazano na rys. 2, gdzie
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przez L, oznaczylismy dtugo$¢ tuku wycinka kola o promieniu . Wtedy wycinki w ukladzie
Ogp beda prostokatami jak na rys. 3. W takim razie z zasady proporcji, w jednostkach a,, L,
ma dlugosé

L.=r-1[a,) =1,

dla kazdego 0 <r<R. W szczegdlnosci, podstawiajac r = R i z uwagi, ze Lg = R (patrz rys. 2),
w standardowych jednostkach dostaniemy

Qo

R=1L

360°

r R

Rys. 2. wycinek kotowy o parametrach a, 7, R

PokazaliSmy zatem, ze dla kazdego kola o promieniu R i dlugosci okregu L zachodzi

réwnos¢
360
L= R
(&7}
W szczegolnosei
L 180
— = , d =2R.
d o,
Oznaczajac teraz przez w warto$¢ liczby
180
ag,

mozemy zapisac

L =27R.
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(o)

1 L/R[o0] 0

Rys. 3. Obrazy wycinkéw kotowych w uktadzie Ogp

3. Podstawowe fakty o liczbie n
1. Dobrze wiadomo! , Ze miara kata a, w przyblizeniu ma warto$¢

57,29577951°

i jednostke 1[a,] nazywa si¢ radianem, w skrocie rad.

2. Wtedy warto$¢ przyblizona liczby  jest rowna
7 =3,14159265376.

3. Wykazane wyzej zalezno$ci pozwalajg zamieni¢ jednostke [°] na [rad] i na odwroét.
Jesli dla kata plaskiego a, przez a® oznaczymy jego miare w stopniach, a przez a[rad] w ra-
dianach, to

o

afrad] = w[rad].

180°
Jak pokazat w 1882 roku F. Lindemann, liczba = nie jest pierwiastkiem zadnego rownania
algebraicznego, a wigc postaci W(x) = 0, gdzie W oznacza dowolny wielomian rzeczywisty
o wspotczynnikach catkowitych. Jako taka nie moze by¢ liczba wymierna. Pozwolito to wraz

! Uzasadnienie przedstawionych faktow mozna znalez¢ np. w [Boyer 1964, Cajori 1994, Courant
i Robbins 1962, Downing 1995, Merzbach, Boyer 2010, Tanton 2005, Weisstein 1985].
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z twierdzeniem Wantzela—Gaussa rozstrzygna¢ stynny problem szkoly pitagorejskiej — pro-
blem kwadratury kota. Pitagorejczycy pytali sig:

czy za pomocq linijki i cyrkla mozna skonstruowaé kwadrat, ktorego pole
bedzie rowne polu danego kota?

Z twierdzenia Wantzela—Gaussa wynika, ze jes$li kwadratura kota miataby rozwigzanie, to
liczba w musiataby by¢ algebraiczna, a tak nie jest, co wlasnie wykazat Lindemann.

4. Liczba & jako liczba niewymierna nie pozwala si¢ zapisa¢ w ukladzie dziesi¢tnym,
stad potrzeba postugiwania si¢ jej przyblizeniem. Doktadniej, taki zapis wygladatby wtedy
nastgpujaco

3, €1C2ee. Cpuvey

gdzie ciag ¢; przyjmuje wartosci ze zbioru {0, 1, ... , 9} (c;=1,¢c, =4, c3=1, ¢4, =5 itd.)
oraz odpowiedni szereg liczbowy jest zbiezny do warto$ci cze$ci utamkowej liczby mt, czyli

T=3 .

Ponadto zadna sekwencja postaci ¢, Cx+1, ... Cx Digdy nie powtorzy sie w ciagu (c;).

Z drugiej strony istnieja sposoby jej wyreprezentowania. Jedng z takich metod jest teoria
szeregdw liczbowych i szeregow funkcyjnych. Studenci informatyki PWSZ im. Witelona
w Legnicy wiedza, ze funkcj¢ arctg x mozna rozwina¢ w taki szereg, czyli przedstawic ja
nast¢pujaco

1

arctg r = 2:(—1)"7:1:2"+1 dla € [0,1].
ot 2n + 1

W szczegolnosei po podstawieniu x = 1 dostaniemy

T > 1
— =Y (=" .
4 n:O( ) 2n+1

n_ 1

Co za regularnos¢! Przeciez ciag ((_1) 2n—|—1)n>0 jest naprzemiennym ciggiem odwrot-
nosci kolejnych liczb nieparzystych! Jakze daleko mu do geometrii kota. A jednak.

5. Liczba  zwigzana jest ze stynng funkcja dzeta { Riemanna, gdzie

oo

1
C(S):Z;7S>]—'

n=1

Wtedy, jak wykazat po raz pierwszy Euler, dla szeregu 2-harmonicznego mamy



26 Ryszard Rebowski

> 1 2
C(z):;§:€~

Genezg tej rownosci zajmiemy si¢ w kolejnym artykute po§wigconym liczbie 7.

6. Na liczbe m, jak pokazal w 1748 roku L. Euler, nalezy spojrze¢ z ogdlniejszej perspek-
tywy — liczb zespolonych. Ze stynnego wzoru Eulera wynika, ze

67":—}—1:0.

Fenomen tego wzoru, z tego powodu czg¢sto nazywany najpigkniejszym wzorem matematy-
ki, polega na tym, ze obok siebie znalazlo si¢ pi¢¢ z szesSciu najwazniejszych liczb: liczby
0, 1, bez ktérych nie mozna moéwic o ciele liczb rzeczywistych, dwie najwazniejsze liczby
niewymierne e, 7 (niektorzy do tego zbioru zaliczaja jeszcze liczbe +/2) oraz jednosé urojo-
na i pozwalajaca rozszerzy¢ cialo liczb rzeczywistych do ciata liczb zespolonych, co po raz
pierwszy wykazal wielki Gauss. Jaka szkoda, ze we wzorze tym zabrakto miejsca na szdsta
liczbe, slynna liczbe ¢ (fi od nazwiska antycznego rzezbiarza Fidiasza) zwigzang z ciggiem
Fibonacciego, ze zlotg proporcjq czy linig spiralng pojawiajaca si¢ w geometrii i przyrodzie
(np. [Rebowski 2009]).

7. Liczba & zagoscita takze w teorii prawdopodobienstwa, co dla wielu byto i w dalszym
ciggu jest sporym zaskoczeniem. Ponizej przytoczymy dwa klasyczne przyktady, o ktérych
szczegOlowo napiszemy w kolejnym artykute. Pierwszy zwigzany jest z geometrig i nie po-
winien akurat wzbudzaé z tego powodu nieufnosci co do koneksji z liczba m — przeciez
geometria jest jej rodowodem. Aczkolwiek nie do konca, bowiem sygnalizowany przyktad
zwigzany jest bezposrednio z geometrig kwadratu. Doktadnie;j:

zalozmy, ze mamy kwadrat jednostkowy, z ktorego losowo wybieramy punkt
o wspotrzednych (a, b). Pytamy sig, jakie jest prawdopodobienstwo, ze istnieje
trojkqt rozwartokqtny o bokach dtugosci odpowiednio a, b, 1.

Mozna wykaza¢ (zrobimy to w sygnalizowanym kolejnym artykule), ze prawdopodobien-
stwo takiego zdarzenia wynosi ; — %

Kolejny przyktad jest o wiele bardziej interesujacy. Zasadniczym powodem jest to, ze
nie ma on nic wspdlnego z geometrig. Po wtdre dotyczy on trudnej, ale waznej teorii liczb
pierwszych oraz zwigzany jest ze wspomniang wyzej funkcja dzeta Riemanna. Problem ten
sprowadza si¢ do pytania o prawdopodobienstwo wylosowania dwéch liczb catkowitych
wzglednie pierwszych. Jak pokazemy w kolejnym artykute, prawdopodobienstwo to jest za-

skakujace, bowiem rowne %.

8. Z wczesniejszej uwagi nikogo nie powinno juz dziwié, ze liczba m doczekata si¢ row-
niez swojej interpretacji na gruncie statystyki matematycznej.
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W roku 1773 Georges-Louis Leclerc, hrabia Buffon, sformutowat swoj stynny problem.
Pytat w nim:

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze igla o dlugosci I rzucona na plaszczyzne,
na ktorej naniesione sq rownolegle i oddalone od siebie o I proste, przetnie
takq prostg.

Metodami probabilistycznego modelu geometrycznego mozna pokazac, ze prawdopodo-
bienstwo to jest rowne % (patrz np. [Rgbowski 2006]). Z kolei metodami statystyki mate-
matycznej pozwala to uzyskiwaé bardzo doktadne przyblizenie warto$ci liczby z, bowiem
z mocnego prawa wielkich liczb wynika, ze

2
= k—n z prawdopodobienstwem 1,

n

gdzie n oznacza liczbg powtorzen rzutow igla, k,, liczbg przecigc.

4. Zakonczenie

Artykut ten pomyslany zostat jako ,tagodne” wprowadzenie w $wiat liczb, bez ktdrego nie
byloby matematyki. Nieprzypadkowo zrobiliSmy to na przyktadzie liczby =, ktorej obec-
no$¢ w stworzonej przez cztowicka cywilizacji jest uzasadniona i niezastgpiona. Tak rozu-
miana popularno$¢ powoduje jej tatwa dostepnos¢. Z drugiej strony oczekuje, ze szanowny
Czytelnik zauwazy, ze jest to tylko iluzja. Liczba ta jest bowiem gleboko ,,usadowiona”
zardwno w zbiorze liczb rzeczywistych jak i samej matematyce. Jej ,,zobaczenie” wymaga
bardzo zaawansowanych poje¢ i metod, ktére wypracowane zostaty przez kilkadziesiat po-
kolen badaczy, a w zdecydowanej wigkszosci uzyskanych w XIX i XX wieku. Na mysli mam
tutaj przede wszystkim teori¢ zbioréw i ciat liczbowych, w tym teori¢ liczb niewymiernych,
teori¢ rownan algebraicznych, teori¢ funkcji rzeczywistych i zespolonych, teori¢ prawdopo-
dobienstwa i statystke matematyczng. Zgodzimy si¢, ze brzmi to imponujaco i od kazdego
z nas wymaga respektu i odpowiedniego dystansu. W niniejszym artykute $wiadomie zre-
zygnowalis$my z wielu szczegotéw. Ich obecno$¢ na tym poziomie zniechecitaby bowiem
Czytelnika, a przeciez nie takiego efektu spodziewamy si¢. Skoro jednak — a takie jest nasze
zatozenie i oczekiwanie — rozbudzilismy juz ciekawos¢, bedziemy musieli postawié kropke
nad i 1 pokaza¢ kawatek solidnej matematyki. Zrobimy to, o czym wcze$niej wielokrotnie
wspominaliSmy, w kolejnym artykule pomyslanym jako kontynuacja niniejszego. Juz teraz
zachgcamy do jego lektury.

Artykut ten dedykuje swoim bytym i obecnym studentom PWSZ w Legnicy. Zajecia,
jakie odbywali$my w ramach kursé6w z matematyki, matematyki dyskretnej i metod pro-
babilistycznych, powinny przyblizy¢ Panstwu poruszong w tym artykule tematyke.
Rozmawialiémy bowiem o liczbach zespolonych i ich postaci wyktadniczej, réwnaniach
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algebraicznych, prawdopodobienstwie geometrycznym, prawach wielkich liczb, ciggach re-
kurencyjnych Fibonacciego i o statystyce matematyczne;j.
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SUMMARY
3.14 or the name-day of the number n

The number & has accompanied man since ecer — we must remember that the wheel was
one of the biggest invention. Each year, 14" of March scientific world celebrates the
name-day of the number m. On that occasion, we have remained the basic facts about
geometric origin of the number 7 and the history of the most important discoveries
in mathematics that can help to understand the meaning of the number = in science.

Key words: number 7, whell, whell diameter, radian.



