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PROBA OCENY NIEKTORYCH METOD
RZUTOWANIA STOSOWANYCH W GEOMETRII
WYKRESLNEJ

Wigkszos¢ metod odwzorowania przestrzeni na plaszczyznie uzywanych
w geometrii wykreslnej nalezy do dwoch podstawowych grup:

— odwzorowan jednoobrazowych,

— odwzorowan wieloobrazowych, a w szczegolnosci dwuobrazowych.

Aparaty projekcyjne tych sposobow rzutowania sa tak skonstruowane, ze
w wyniku ich dziatania w pierwszym przypadku obiekty geometryczne
przestrzeni zapisuja si¢ na plaszczyznie rysunku w postaci pojedynczego
obrazu (rzutu), natomiast w drugim — w formie dwoch lub wigkszej
liczby obrazow (rzutow).

Ponizej podjeta zostata proba krétkiej charakterystyki kilku, najczesciej
wystepujacych w praktyce odwzorowan liniowych, reprezentujacych
obie wymienione grupy.

Wsrod odwzorowan jednoobrazowych najczesciej stosowane sa rzut
srodkowy (perspektywa srodkowa), rzut aksonometryczny (perspektywa
rownolegta) i rzut cechowany.

Rzut Srodkowy na ogdét zachowuje te wlasnosci obiektow
geometrycznych, ktére sa niezmiennicze w geometrii rzutowej, a wigc
incydencj¢, kolinearnos¢, dwustosunek czworki elementow. Migdzy
uktadem plaskim o podstawie nieréwnoleglej do rzutni (tla),
zawierajacym figury geometryczne, a ich rzutem srodkowym okreslona
jest kolineacja srodkowa (perspektywiczna). Jej srodkiem jest oko
(srodek rzutowania), a osiq krawedz wspomnianego ukladu plaskiego
i rzutni.

W przypadku réwnoleglosci tego uktadu do tla, miedzy tymi elementami
ustalona jest kolineacja afiniczna, zachowujaca — oprocz wlasnosci wyzej
wymienionych — takze prosty stosunek trdjki elementéw, rownolegtosé
i prostopadtos¢, a wigc podobienstwo figur.
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Przy nieustalonym $rodku rzutowania odwzorowanie podstawowych
elementow przestrzeni jest wieloznaczne, tzn. nie jest mozliwa ich
restytucja. Rezultatem wprowadzenia okregu glebokosci towej, ktorego
promien posiada dlugos¢ rowng odleglosci oka od tla, jest
jednoznacznos¢ i odwracalnos¢ odwzorowania prostej i plaszczyzny,
natomiast cechy te uzyskuje punkt tylko wtedy, jezeli jest traktowany
jako element przynalezny do prostej (rys. 1).

Rys. 1

Potozenie punktu 4 w przestrzeni moze by¢ znalezione, jezeli jest nim
punkt przecigcia si¢ prostej a i promienia rzutujacego 4°O.

Rzut s$rodkowy posiada szerokie zastosowanie w projektowaniu
architektonicznym, budownictwie, sztukach pigknych (perspektywa
malarska), geodezji (fotogrametria). Posiada on cechy, ktore czynig go
atrakcyjnym, takie jak na przyklad duze walory poznawcze
(przeksztalcenia typowe dla geometrii rzutowej) czy pogladowosé
odwzorowywanych obiektow przestrzennych (naturalna perspektywa).

Rzut aksonometryczny jest rzutem réwnoleglym na jedna ptaszczyzng
(rzutni¢) i nie jest odwzorowaniem jednoznacznym i odwracalnym. Aby
uczyni¢ go ,bardziej odwracalnym”, prostokatny uklad osi rzutowany
jest na rzutni¢ aksonometryczna. Uklad ten utozsamiany jest z osiami x, y
i z trzech prostopadlych rzutni Monge’a. Przedmioty przedstawione w
metodzie Monge’a sa najczgsciej odwzorowywane w aksonometrii.
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Na rysunku 2 pokazane sa osie aksonometryczne x“, 3 i z* na rzutni
aksonometrycznej, ktora identyfikuje si¢ z plaszczyzna tego rysunku.
Osie te sg rzutami osi Monge’a.

Alll

1
L
/
|
1
+>
o8]
\

xa

@ —mmmm e

Rys. 2

Przyjmijmy dowolnie aksonometri¢ A punktu 4 i znajdZmy jego
polozenie w przestrzeni wzgledem osi i rzutni Monge’a. Mozna tego
dokona¢ tylko przez przyjecie — rowniez dowolne — aksonometrii
jednego z rzutéw: poziomego, pionowego lub bocznego. Przy zatozeniu,
ze przyjelisSmy na przyklad 4, z latwoscia mozemy wyznaczy¢
pozostale aksonometrie 4’ i A’’*. Dysponujac tymi rzutami mozna
okresli¢ polozenie punktu A4 w przestrzeni wzgledem ukladu
prostokatnego.

Jezeli znane sa wartosci tzw. wspdiczynnikow deformacji liniowej dla
kazdej osi uktadu oraz rzuty aksonometryczne dwdch punktow, wéwczas
mozna wyznaczy¢ ich odleglos¢ na przyklad w metodzie Monge’a,
z ktora aksonometria jest ,,sprz¢zona” poprzez ten wlasnie prostokatny
uktad.

Przedmioty obrazowane w perspektywie rownoleglej charakteryzuja sie
pewna pogladowa sztuczno$cia, ktora wynika z wlasnosci rzutu
rownoleglego (niezmiennikiem jest tu — mi¢gdzy innymi — réwnoleglosé).
Taka wizualizacja jest jednak w zupelnosci wystarczajaca dla ukazania
budowy i ksztattu przedmiotu w celu jego wykonania lub lepszego
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wyttumaczenia relacji przestrzennych migdzy obiektami
geometrycznymi.

Aksonometria jest zatem odwzorowaniem przede wszystkim
wspomagajacym inne, mniej pogladowe metody przedstawiania figur
przestrzennych. Z metody tej chetnie korzysta si¢, poniewaz juz przy
niewielkich uproszczeniach zardowno w odniesieniu do pewnych typow
aksonometrii ukosnej, jak i prostokatnej (izometria techniczna, dimetria
techniczna, dimetria pozioma i czolowa) jest ona bardzo fatwa w uzyciu.
Aksonometria znajduje rozlegle zastosowanie w wielu dziedzinach,
takich jak czgsci maszyn, gornictwo, geodezja, geologia (blokdiagramy)
itd.

Rzut cechowany posiada prosty i najbardziej ,,zmetryzowany™ aparat
projekcyjny wsrod odwzorowan jednoobrazowych. Jest to rzut
prostokatny na jedna rzutnig, wykorzystujacy tzw. ceche, czyli liczbe
jednostek przypisang kazdemu rzutowi punktu i wyrazajaca jego
oddalenie od rzutni (rys. 3).

E. A(3)

Rys.3

W tej metodzie mozliwa jest restytucja, jak rowniez wyznaczenie
odlegtosci dwoch réznych punktéw, a zatem realizacja wszystkich
problemow miarowych.

Struktura aparatu projekcyjnego oraz stosunkowo prosty zapis na rzutni
czynia z rzutu cechowanego narzedzie powszechnie stosowane przede
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wszystkim w naukach zajmujacych si¢ opisem powierzchni Ziemi, a
wigc w kartografii, topografii, geografii, a takze w geologii i gornictwie
oraz w projektowaniu budownictwa ziemnego (drogi, boiska, parkingi
itp.).

Wigkszos¢ odwzorowan wieloobrazowych generujacych wigcej anizeli
dwa rzuty, nie posiada wigkszego praktycznego znaczenia ze wzgledu na
znaczng komplikacj¢ graficzna. Natomiast duze znaczenie posiada
odwzorowane dwuobrazowe znane jako rzuty Monge’a. W tej metodzie
stosuje si¢ takze wigkszq liczb¢ rzutow, jezeli wymaga tego
jednoznacznos¢ odwzorowania obiektu, rozwigzanie problemu jest
tatwiejsze lub w dwdch rzutach niemozliwe.

Istnieje ogdlny model dwuobrazowego odwzorowania wyczerpujaco
opisany przez E. Mullera [6]. Aparat projekcyjny tego odwzorowania
polega na przyjeciu dwoch dowolnych i réznych plaszczyzn =; 1 w2
przecinajacych si¢ w prostej x i zwanych odpowiednio pierwszq i drugq
rzutniq oraz dwoch roznych punktow wiasciwych S; i S» — pierwszego
i drugiego srodka rzutow (rys. 4). .

B AL
Lo Sl b3
. .

Rys. 4
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Obiekty przestrzeni rzutuje si¢ z tych srodkow na 7; i 72, a nastepnie z
dowolnie obranego punktu wlasciwego S nazwanego srodkiem giownym,
rzutuje si¢ obrazy lezace na wspomnianych rzutniach na tzw. rzutnie
glownq n, takze przyjeta dowolnie, otrzymujac w ten sposob pierwsze i
drugie obrazy obiektow geometrycznych.

W celu uniknigcia zbgdnej komplikacji graficznych plaszczyzna rysunku
4 jest prostopadta do wszystkich trzech rzutni.

Prosta / odwzorowuje si¢ na rzutm g%ownej (rys. S5a) w postaci dwdch
rzutowych szeregow punktow (I )i (l ) natomiast plaszczyzna a jako dwa

kolineacyjne uklady ptaskie (a’) i (@°) o zjednoczonych podstawach (rys.
5b).

a) b)

Rys. 5

Z ogolnego modelu mozna wyprowadzi¢ bardziej szczegblne modele
odwzorowan dwuobrazowych wykorzystujac twierdzenia geometrii
rzutowej, afinicznej i euklidesowej, na przyktad opisany w artykule [4].

W ogélnym modelu, przy nieustalonych potozeniach $rodkow rzutéw
i rzutni, mozliwe jest tylko odwzorowanie polozenia obiektow,
incydencji czy tez elementdw wspolnych. Natomiast nie jest mozliwa
restytucja, jak rowniez rozwiazywanie zagadnien miarowych. Aby
jednak i ten wazny w kazdej metodzie rzutowania, gtéwnie ze wzgledow
praktycznych, dzial geometrii mdgt by¢ i tu reprezentowany, nalezy
model og6lny w znacznym stopniu ,,zmetryzowac”, na przyklad poprzez
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przyjecie okregow glebokosci tlowej dla srodkéw rzutdw oraz inne
zalozenia dotyczace wzajemnego potozenia rzutni.

Jezeli jednak chcemy nadal zachowa¢ dowolno$¢ i niezdefiniowane
polozenia elementow aparatu projekcyjnego ogolnego modelu, musimy
okresli¢ absolut przestrzeni, czyli wyrézni¢ plaszczyzng niewlasciwa
i przyja¢ na niej absolutnq odpowiednios¢ biegunowq. Przyklady zadan
miarowych zostaly pokazane — migdzy innymi — w artykule [4], gdzie
uktad biegunowy ptaszczyzny rysunku (rzutni gtownej) zostat okreslony
trojkatem biegunowym, prosta niewlasciwa i Srodkiem tego ukladu.

W ogélnym modelu dwuobrazowego odwzorowania istnieje ciekawy
i charakterystyczny obiekt geometryczny zwany figurq koincydencyjng
(dwoistq) tego modelu [6].

Figura koincydencyjna jest miejscem geometrycznym  punktow
w przestrzeni posiadajqcych podwdjne (zjednoczone) obrazy.

Rysunek 6 przedstawia uproszczony — podobnie jak rys. 4 — wizerunek
aparatu projekcyjnego omawianego modelu oraz punkt A, ktéry posiada
podwéjny obraz 4”° na rzutni gléwnej . Punkt taki nazywamy punktem
koincydencyjnym.

Rys. 6
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Obrazy punktow na rzutni glownej polozone sa na odpowiadajacych
sobie prostych (rys. 5) perspektywicznych pekéw (S i (S%)).
W omawianym ogdlnym modelu odwzorowania dwuobrazowego mozna
przyja¢, ze peki te sa rzutowe, ale nie perspektywiczne. Wowczas
podwojne obrazy A%, B"? C"?, .. punktéw koincydencyjnych
A, B, C, ... sa punktami przecigcia si¢ odpowiadajacych sobie prostych
tych pekéw (rys. 7), ktorych zbior okresla stozkowa K“’. Stozkowa ta
jest zatem podwojnym obrazem figury koincydencyjne;j.

Rys. 7

Figura koincydencyjna K jest krzywq przestrzennq rzedu 3-go, bedqgcq
utworem kolineacyjnych wiqzek prostych (S2’) i (S;”’) [6].

Wiasnosci  odwzorowania dwuobrazowego, a w szczegolnosci
przeksztalcenia kolineacyjne ukladow plaskich, posiadaja szerokie
zastosowanie w fotogrametrii lotniczej. Stanowig one podstawe dla
geometrycznych  metod  opracowywania  planow  sytuacyjno-
wysokosciowych dwodch fotogramow lotniczych [8]. Plaszczyzna kliszy
fotograficznej jest rzutnia (tlem), na ktora dokonuje si¢ rzutu srodkowego
(zdjgcia) wycinka terenu. Z kolei obraz lezacy na tle rzutowany jest
prostokatnie na przyjeta rzutni¢ pozioma, w wyniku czego otrzymuje si¢
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(w odpowiedniej skali) plan sytuacyjno-wysokosciowy terenu. Jezeli
teren jest plaski, to migdzy ptaskimi uktadami kliszy i terenu okreslona
jest kolineacja perspektywiczna, ktorej srodkiem jest srodek obiektywu
aparatu fotograficznego. Z kolei migdzy ukladami plaskimi terenu
1 rzutni wyznaczone jest powinowactwo prostokatne. Oznacza to, ze
uklady ptaskie kliszy i rzutni sg rzutowe. Rzutowosc ta okreslona jest —
jak wiadomo — dwiema czworkami odpowiadajacych sobie punktow.
Przeksztalcenia rzutowe, w wyniku ktorych uktady ptaskie obrazu terenu
1 tla stajg si¢ rOwnolegle, nazywamy przetwarzaniem.

Uprzednio wspomniano, ze z ogolnego modelu dwuobrazowego mozna —
przez coraz szerzej wprowadzana metryzacje — konstruowaé kolejne,
szczeg6lne dwuobrazowe aparaty projekcyjne. Motywacja do takich
dzialan moze by¢ kryterium czysto poznawcze lub zastosowania
praktyczne.

Metoda, ktora taczy w sobie obydwa te kryteria, sa rzuty Monge’a.
Polega ona na rzutowaniu prostokatnym na dwie podstawowe,
prostopadle do siebie rzutnie, nastgpnie ich zjednoczeniu za pomoca
obrotu, czyli doprowadzeniu do jednej ptaszczyzny identyfikowanej
z plaszczyzng rysunku. Jest to zatem odwzorowanie ,,wysoko
zmetryzowane”, funkcjonujace w Srodowisku geometrii euklidesowej,
jednoznaczne i odwracalne, w ktorym mozliwe jest wyznaczenie
dlugosci odcinka, a zatem rozwiazanie calej problematyki miarowe;.
Z tych powodow posiada wiele zastosowan w technice (np. rysunek
techniczny).

Figura koincydencyjng odwzorowania Monge’a jest plaszczyzna
dwusieczna kata prostego ¢wiartek I1 1 IV przestrzeni.

Powyzszy krotki opis czterech, najczgsciej reprezentowanych metod
rzutowania w geometrii wykreslnej oparto na kryterium zdolnosci
jednoznacznego  odwzorowania  maksymalnej  liczby  relacji
geometrycznych, czyli stopniu metryzacji aparatow projekcyjnych,
a takze na liczbie obrazéw (rzutéw), niezmiennikach rzutowania,
prostocie zapisu, pogladowosci. Nalezy podkresli¢, ze w zaleznosci od
charakteru dyscypliny, w ktorej pozadane jest odwzorowanie obiektow
przestrzennych na plaszczyznie, powinno si¢ stosowaé mozliwie
najlepiej dobrane metody takiego odwzorowania. Wiasciwy dobor tych
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metod jest waznym elementem wzbogacajacym wiedz¢ w danej
dziedzinie.
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SUMMARY

A Valuation Attempt of Some Projection Methods Used in
Descriptive Geometry

In the article four most commonly represented in Descriptive Geometry
projection methods have been briefly described and evaluated as far as
their usability in various sciences and technique is concerned. The
projections, namely Central, Axonometric, Mapping and Monge, belong
to one of the two main groups: one (single) view projections (central,
axonometric and mapping) and multi (particularly double) view
projections. General model of double view projections, from which other
more particular models can be derived, has also been mentioned as well
as its so called Coincidential Figure.



