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Andrzej Koch

Obrazy inwersyjne niektoérych figur na plaszczyznie

Inwersja definiowana jest jako przeksztatcenie spelniajace nastgpujaca relacje
(rys.1):

04-:04’=r (1)

Punkty A ptaszczyzny = okrggu K o srodku O i zewnetrzne wzgledem niego
przeksztalcone zostaja w swoje obrazy A’ lezace wewnatrz tego okrggu.

Rys.1

Rys. 1. Obraz 4’ punktu A zewngtrznego wzgledem okregu K

Przeksztalcenie inwersyjne (bez srodka 0) jest przeksztalceniem wzajemnie
jednoznacznym (odwracalnym), co oznacza, ze punkt A jest jednocze$nie obrazem
punktu 4’ lezacego wewnatrz okregu K. Oznacza to takze, ze podstawa z ukladu
plaskiego {A} przeksztalcona zostaje wzglgdem okrggu K wsamga siebie. Kwadrat
inwersji jest przeksztalceniem tozsamosciowym.
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Znanych jest kilka sposobéw wyznaczania obrazow A4’ punktow A. Jeden
z nich pokazany jest na rysunku 1. Przez A oraz srodek O okrggu K prowadzimy prosta,
ktora przecina ten okrag w punktach X i Y. Z relacji (1) wynika, ze punkty A i 4’ dziela
harmonicznie $rednicg XY . Luk okrggu o srednicy OA przecina okrag K w punkcie |, a
zkolet tuk /4 wyznacza punkt A’ na prostej OA. Punkty AiA’ stanowia parg
elementow harmonicznie sprz¢zonych wzglgdem punktow X'i Y.

Rysunek 2 przedstawia jeden ze sposobéw wyznaczania obrazu A’ punktu
A przy zalozeniu, ze ten ostatni jest punktem wewngtrznym okregu K.

Rys.2.

Rys. 2. Obraz 4 ' punktu A lezacego wewnatrz okregu K.

Przez A kreslimy prosta A/ prostopadia do XY , a nastgpnie w punkcie I prostopadta do
OI. Ta ostatnia przecina prosta XY w punkcie 4.

Jednym z niezmiennikéw przeksztalcenia inwersyjnego jest okrqg K, co
oznacza, ze jezeli punkty A przynaleza do K, to w wyniku tego przeksztalcenia
zachodzi A =4".

Znane wiasnosci inwersji skfaniaja do wykorzystania tego przeksztatcenia jako
aparatu projekcyjnego odwzorowujacego figury F ukladu ptaskiego = w figury F’
ukfadu ptaskiego 7.

Ponizej przedstawimy obrazy inwersyjne niektorych utworow geometrycznych
przynaleznych do plaszczyzny z.
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1. Obraz prostej
1. Prosta zewngtrzna wzgledem okrggu K

Na plaszczyznie = przyjmijmy okrag K o srodku O oraz prosta a zewngtrzng
wzgledem K . Wezmy pod uwage punkt N” prostej a oraz punkty X i Y przecigcia si¢
prostej ON™ z okregiem K. Z relacji

(XYON®) = -1 (2)

wynika, ze obrazem inwersyjnym punktu N” jest punkt 0. Poniewaz relacja ta zachodzi
dla kazdego punktu N prostych a plaszczyzny =z, zatem obrazy inwersyjne a’ tych
prostych muszq zawiera¢ punkt O bedqcy srodkiem odcinka XY (rys.3).

Rys. 3.

Rys. 3. Obraz a’ prostej a zewngtrznej wzglgdem okregu K

Na prostej a obierzmy dowolne dalsze punkty 4, B, C, D i w sposob pokazany
na rysunku ! znajdZzmy ich obrazy A4’, B’, C’, D’. Obrazy te wraz z obrazami
pozostatych punktow proste] autworza okrqg a’, ktory jest obrazem prostej
a zewnetrznej wzgledem okregu K (1 na odwrét).
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2. Prosta przecinajaca okrag K
Punkty AiB przecigcia sie prostej a z okregiem K sq niezmiennikami
przeksztalcenia inwersyjnego, a zatem wraz z punktem O wyznaczajq one
okrqg a’ bedqcy obrazem prostej a (rys.4).

Rys.4.

Rys. 4. Obraz a’ prostej a przecinajacej okrag K

3. Prosta styczna do okrggu K
Poniewaz punkt § stycznosci prostej a do okrggu K jest takze swoim obrazem
S’ wystarczy znalezé obraz A’ dowolnego punktu A prostej a, aby wyznaczy¢ okrqg a’,
ktory jest obrazem prostej a (rys.5).
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Rys.5.

Rys. 5. Obraz a’ prostej a stycznej do okregu K

4. Whnioski

Na koniec rozwazan dotyczacych obrazow prostej w wyniku zastosowania
przeksztalcenia inwersyjnego nalezy przypomnieé, Ze prosta przechodzqca przez srodek
0 okregu K itraktowana jako podstawa szeregu punktow jest niezmiennikiem tego
przeksztalcenia, natomiast elementy tego szeregu zamieniajq sie swymi miejscami.
Nasuwa si¢ rowniez oczywisty nastgpujacy wniosek: obrazem prostej niewlasciwej
plaszczyzny w jest Srodek O okregu K. Wreszcie, z opisanych przypadkéw 1, 2 i3
odwzorowania prostej wynika, ze w tych przypadkach przeksztaicenie inwersyjne ma
charakter kwadratowy.

2. Para prostych

1. Proste przecinajace si¢
Rysunek 6 przedstawia obrazy a’ ib’ prostych aib przecinajacych sig¢
w punkcie P izewngtrznych wzgledem okregu K . Poniewaz okregi a’ 15’ musza
przechodzi¢ przez punkty O i P’, zatem wystarczy znalezé obrazy A’ i B’ dowolnych
punktéw A i B lezacych odpowiednio na prostych a i b, aby wyznaczy¢ te okregi.
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Rys.6.

Rys.6. Obrazy a’i &’ prostych a i b przecinajacych si¢ w punkcie P i zewngtrznych wzglgdem okregu K

Dia omawianej pary prostych mozliwe sa liczne przypadki szczegélnych
potozen. Jednym z nich moze by¢ przypadek pokazany na rysunku 7. Punkt S=S lezy
na okrggu K i jest punktem przecigcia si¢ prostych a i b przy czym prosta a jest styczna
w tym punkcie do K, natomiast prosta b przecina ten okrag w jeszcze jednym punkcie
c=C".
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Rys.7.

Rys.7. Obrazy a’1 b’ prostych a i b przecinajacych si¢ w punkcie S=S" na okregu K

2. Proste rownolegte
Obrazy a’ 1b’ prostych rownolegltych zewngtrznych wzgledem okregu K
pokazane sa na rysunku 8. Okregi a’ i b’ posiadaja jeden punkt wspdlny, a mianowicie
O, ktdry jest obrazem punktu niewlasciwego tych prostych. Podobnie jak w przypadku
poprzednim dla omawianej pary prostych mozliwe sa rézne polozenia szczegolne.
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Rys.8.

Rys.8. Obrazy a’i b ’prostych a i b réwnolegtych i zewngtrznych wzglgdem okregu K

Na przyktad rysunek 9 przedstawia obraz prostych rownoleglych aib
w przypadku, gdy jedna z nich jest styczna do okrggu K w punkcie S.
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Rys. 9.

Rys. 9. Obrazy a’ i b’ prostych rownolegtych a i b, z ktdrych a jest styczna do okrggu K.

3. Okrag opisany na tréjkacie

Niech kolejng figurg plaszczyzny = okr¢gu K bedzie okrag k opisany na
trojkacie ABC (rys.10). Jak wiadomo, obrazem okrggu nieprzechodzacego przez srodek
0 jest okrag rowniez niezawierajacy tego punktu. Boki trojkata odwzorowuja si¢ w tuki
okrggow, z ktorych kazdy oczywiscie przechodzi przez 0.
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A k
B
C
Rys.10.
Rys. 10. Obrazy k1 A'B’°C’ okregu k opisanego na trojkacie ABC
4. Konfiguracja dwéch prostych réwnoleglych i prostej do nich prostopadle;j

Na plaszczyznie = okregu K przyjmijmy dwie dowolne proste aib oraz
prostopadia do nich prosta ¢ (rys.11). Niech prosta ¢ przecina prosta a w punkcie C,
a prostg b w punkcie D.
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Rys. 11

Rys. 11. Obrazy a’ i b’ prostych rownolegtych a i b oraz ¢’ prostej ¢ prostopadiej do ai b.

Przyjete proste odwzorowujg si¢ w okregi a’, b’ ic¢’ o wspolnym punkcie 0,
ktére sa dodatkowo okreslone: punktami A i C dla okregua’, B’ i D’ dla okrggu b’ oraz
C’ 1D’ dla okrggu ¢’. Zauwazmy, ze w punktach C’ i D’ przecigcia si¢ okregu ¢’
z okrggami a’ i b’ promienie #; = 0,C’ ir; = 0;C’ oraz r, = 0,D’ ir; sg do siebie
prostopadie istyczne do ¢’ 1a’ oraz ¢’ i b’ odpowiednio. Ponadto trojkaty 0,C’0;
i0,D°0; sa prostokatne, a zatem dwukrotnie znajduje tu zastosowanie twierdzenia
Pitagorasa: rltri= (0,03)2 irt+ri= (0,03)2.

Oznacza to, ze okregi a’ i ¢’ oraz b’ i ¢’ sa wzglgdem siebie ortogonalne.
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