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JERZY SLUPECK!

Pelny Trojwartosciowy Rachunek Zdan

Le calcul complet de propositions a trois valeurs logiques

W pracy tej bedzie mowa o dwu réznych systemach tréjwartosciowego
rachunku zdan') *}. Systemy te beda systemami pelnymi, to znaczy, Ze
terminy pierwotne kazdego z nich pozwalaja zdefiniowaé wszystlie mozliwe
funktory rozwazanego rachunku.

§ 1. W roku 1920 p. prof. J. Lukasiewicz zbudowal trojwar-
tosciowy rachunek zdan oparty na jednym term'nie dwuargumentowym
i jednym terminie jednoargumentowym *). Funktory te posiadaja szereg
wlasnoéci analogicznych do wlasnosci funktoréw implikacii § negacji dwu-
warto: ciowego rachunku zdan. Z tego tez wzgledu oznacza je p. prof. J.
Lukasiewicz tak samo jak funktory implikaci; i negacji dwuwarto-
sciowego rachunku zdarn, a w'ec odpowiednio literami C oraz N.

Zaznaczmy jeszcze, ze dla funktora C tréjwartodciowego rachunku
zaan okreslamy regule odrywania analogicznie jak dla dwuwartosciowej
implikacji. Rowniez reguta podstawian'a, ktéra przyjmujemy w systemach
trojwartosciowego rachunku zdar, jest zupelnie analogiczna do reguty pod-
stawiania, cbowigzujgcej w systemach dwuwartoscowego rachunku zdas.

~ Pray okreslaniu wlasnosci funkcji Cpg oraz Np zakladamy, ze ar-
gumenty tych funkcji moga przyjmowaé wartosci 0, %, 1. Niech z i y
beda odpowiednio wartosciami pierwszego i drugiego argumentu fukciji
Cpgq.

P. prof. J. Lukasiewicz okresla wlasnosci funkcji Cpgq przy po-
mocy dwu nastepujacych warunkéw:

a) jesli z <y, to Cxy = 1
b) jesli x> y, to Cay =1 x« + y

*)  Weszysikie odnodn'ki umiesczane sg pray kofiqu pracy.
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Niech teraz x oznacza warto§¢ argumentu funkcji Np. Przyjmujemy:,
ze:
¢) No =1 — ¢ )
Warunki a, b, ¢, mozemy zanotowaé w postaci nastepujacej tabelli
interpretacyjnej:

gdzie liczby, stojace na lewo od pierwszej kreski pionowej, sa warto$ciami
plerwszego argumentu funkcji Cpq oraz wartoéciami funkeji Np, liczby,
stojace ponad kreska pozioma sa wartosc.ami drugiego argumentu funkcji
Cpq, liczby, znajdujace si¢ migdzy kreskami pionowymi ponizej kreski
pozumej (te czeséé tabelki nazywaé bedz.emy cze$cia wewnetrzng), sg od-
powiednimi wartosciami funkcji Cpq, wreszcie liczby, stojace na prawo
od drugiei kresk: pionowej, sa wartosciami funkcji Np.

P. prof. J. Lukasiewicz okresla swéj system (system ten nazy-
waé bedziemy dalej systemem S;) w ten sposéb, ze zalicza do jego
tez te i lylko te wyrazZenia sensowne, kitore dla dowolnego ukladu wartosci
zmiennych, w wyrazeniach tych wystepujacych, przyjmuja zgodnie z ta-
belka interpretacyjna I wartosé 1. Wartosé t¢ nazywamy wartoécia wyrdz-
niona tabelki.

O wyrazeniach, ktore dla dowolnego ukladu wartosci swych argu-
men'éw przyjmuja wartos¢ wyrozniona pewnej tabelki, méwmy, ze sa
spelrione przez tg tabelke.

Wykazemy, ze system S; nie jest systemem pelnym. W tym celu
wezimny pod uwage funkcje jednoargumentows, ktora dla kazdej wartoséci
argumentu przyjmuje wartosé¢ 7.

O funkcji tej (bedziemy ja dalej oznaczali przez Tp) udowodnimy
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie L
Funkcja Tp n'e moze byé zdefiniowana przy pomocy terminéw C oraz
N, o wlasnoséciach okreslonych przez tabelke I.

Dowad:

Zalozmy, Ze istnieja wyrazenia sensowne rozwazanego rachunku zdad,
ktérych wszystkie zmienne ‘sa tego samego ksztattu i ktére dla przynaj-
mniej jednej wartoéci argumentu réznej od % przyjmuja wartosé /. O wy-
razerizch tych bedziemy méwili, ze posiadajg wlasnosé 9. Wéréd wyma-
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zefi 0 wlasnosci ¢, o ile wyrazenia takie istnieja, musza byé oczywiscie
takie (oznaczmy przez « dowolne z n'ch), ze ilos¢ liter, przy pomocy kté-
ryct wyraienie a jest zapisane, jest nie wicksza od iloéci liter, przy po-
mocy ktorych zostalo zapisane kazde pozostale wyrazenie o wlasnoéci ¢.
Jesne jest, ze wyrazenie o nie moze byé¢ pojedyncza zmenna. Zalozmy, ze
wyraZenie « jest negacja pewnego wyrazenia . Z wlasnosci funkcji Np
wyn.ka tatwo, ze wyrazenie B posiadaé musi wlasnosé ¢, co jest jednak
sprzeczne z zalozeniem dotyczacym wyrazenia %, gdyz wyrazenie § jest
zap.sane przy pomocy mniejszej ilosci liter niz wyrazenie 2. Zaléozmy
z kolei, ze wyrazenie « jest okresem warunkowym, ktérego poprzednik
oznaczcny przez [ nastepnik zas przez 1. Z wlasnosci funkeji Cpg wy->
nika znéw, ze badZ wyrazenie 3 badz 7 posiada wlasno§é ¢ co, jak latwo
wlidzieé, jest sprzeczne z uczymionymi zalozen.ami. Widzimy' wiec, ize
zalozenie isinienia wyrazen sensownych o wlasnosci ¢ prowadzi do sprze-
cznosci.

Stad latwo juz wynika prawdziwosé¢ naszego tw erdzenia. Udowodnimy
z kolei twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie IL

Przy pomocy terminéw C, N, oraz T mosna zdefiniowaé wszystkie
funktory pelnego trojwartosciowego rachunku zdan.

Dla dowodu naszego twierdzena potrzebne nam bedzie twiendzenie
p. S. Picard?®), Twierdzenie to dla funkcji jednoargumentowych, okre-
§lonych w zbiorze liczb 0, %, 1, mozemy sformulowaé w sposéb nasie-
pujacy:

przy pomocy funkcji Gp, Hp oraz Ip, ktérych whasnosci okreslone sa
przez nastgpujace zwiazki:

GO =1 G/, =0 Gt =7/,
HO = 1/2 Hl/z =0 Hf =1
10 = 1/2 11/2 = 1/2 n =1t

mozna zdefiniowaé¢ kazda funkcje jednoargumentowa, okreslona w z’hiorzer
liczb 0, %, 1, i ktorej wartosciami sg liczby tego zbioru. ‘
Latwo widzieé, ze nastgpujace trzy wyrazenia definiuja odpowiednio
funkcje Gp, Hp oraz Ip:
CCpTpCCNpTpNCNpTp
CCpTpCCNpTpNCpTp.
' CCpTpTp :
Daﬂns-zq aze$é naszego dowodu oprzemy na mnastepujacym Mezrdze-
niu ') '
)Sytslem wielowartosciowego rachunku zdan jest systemem peltnym,
jesli terminy pierwotne tego systemu pozwalaja zdefiniowa¢ kazdy jego

-
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funktor jednoargumentowy oraz gdy przynajmniej jeden termin pierwotny
tego rachunku, bedacy funktorem dwuargumentowym, posiada tabelke
o nastepujacych wlasnosciach:

a) nie wszystkie wiersze wewnetrznej czesci rozwazanej tabelki sa
ze soba identyczne;

b) nie wszystkie kolumny wewnetrznej czesci rorzwaianei tabelki sa
ze soba identyczme;

¢} kazda warto$é, ktéra moga przyjmowaé argumenty funktoréw da-
nego rachunku, wystepuje w czesci wewnetrznej rozwazanej tabelki.

Zauwazmy, d¢e tabelka funktora C spelnia wsaystkie powyisze wa-
runki. Stad oraz na podstawie czesc pierwszej dowodu wynika prawdzi-
wo$é¢ naszego twierdzenia.

Nast¢pujaca tabelka interpretacyjna charakteryzuje {acznie wlasnose
funkoji Cpg, Np oraz Tp:

clo vy, 1 ] N T
:_::{:_ z Tl —

o] 1 1 1] o1 ‘ 7
el v ||
1] o0 Y 1] o1 | e

przy czym liczby, stojace na lewo od pierwszej kreski pionowej, sa war-
tosciami argumentu funkcji T'p, liczby, stojace na prawo od ostainiej kre-
ski pionowej, sa odpowiednimi warto§ciami tej funkcji.
System, kibrego tezami sa te i tylko te wyrazenia semsowne, ktére
sa spelnione przez tabelke II, nazywaé bedziemy dalej systemem: §’..
Mozemy obecnie twierdzeniu II nadaé postac:
Twierdzenie II'
System §’; jest systemem pelnym.
Zauwazmy jeszcze, ze tabelka II jest tak zbudowana, ze dla kazdej
wartoéci z zwigzek Clr = 1 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
= 1. Stad latwo wynika, ze kazde wyrazenie sensowne, bedace komse-
kwencja wyrazer, spelnonych przez tabelke II, jest réwniez przez nia
spetmione. Tabelki, posiadajace powyisza whasnosé, nazywamy dziedzicz-
n
m]\W roku 1929 P M. Wajsbherg u:dowodnul nastepujace twierdze-
nie °
Twierdzenie Wajsberga:
Nastepujace cztery wyrazenia stanowia aﬂ(sloma.tyﬂcq systemu S.:
1) CqCpq )
2) CCpqCCqrCpr
3) CCCpNppp
4) CCNgNpCpgq
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Twierdzenie IIIL _

Aksjomatami systemu S’y sg whrazenia 1—4 oraz dwa mastgpujace
wyrazenia: -

5) CTpNTp
6) CNTpTp

Zauwazmy przede wszystkim, ze kazde z wyrazen 1—6 jest, jak tatwo
sprawdzié, teza systemu S',. Tezami wiec tego systemu beda rowniez wszy-
stkie konsekwencje wyrazen 1—6. Naledy jeszcze udowodnié, ze kazda
teza systemu S’; jest konsekwencja wyrazen 1—6, co mozemy uczynié,
wzorujac si¢ na dowodz.e twierdzenia W a jsber g a °), nieznacznie tylko
uzupeiniajgc ten dowod. Z tego tez wzgledu pominiemy stosunkowo dbugi
dowod naszego twierdzemia.

Do dalszych rozwazan nad systemem S’; potrzebna nam bedzie naste-
pujaca definicja: '

Definicja I.

System rachunku zdan nazywamy zupelnym, jesli kazde jego wyra-
Zenie sensowne, nie bedace leza, dolgczone do tez systemu pozwala otrzy-
maé w nim na podstaw.e przyjetych regut wnioskowania wyrazenie, bedqce
pojedyncza zmienng.

Zauwazmy przede wszystkim, ze system S; nie jest systemem zupet-
nym, gdyz wyrazenie I CCNppp

zgodnie z tabelka interpretacyjna I dla wartosci zmiennej p méwnej %
przyjmuje warbtosé %, mie jest wige teza systemu S,, dolaczone zas do tez
tego systemu nie pozwala otrzymaé w nim pojedyriczej zmiennej, co wy-
nika stad, ze wyrazenie 1 oraz wyrazenia 1—4 sa tezami dwuwartosciowego
implikacyjno-negacyjnego rachunku zdan, ktory jest systemem niesprzecz-
n ’ '

Yrm“Za.ch.odzi patomiast twierdzemie nastepujace:

Twierdzenie IV,

System §’; jest systemem zupelnym.

Dowéd:

Niech a bedzie dowolnym wyrazeniem sensownym systemu S’;, nie
nalezacym jednak do tez tego systemu. Wiedy wyrazenie « dla pewnego
ukladu wartosci swych zmiennych (nazwijmy go ukiadem U) przlyjmie zgo-
dnie z tabelka II wartosé rézmy od 1. Podzielmy zmienne wyrazenia o
na trzy grupy, zaliczajac do grupy pierwszej te ; tylko te zmienne, ktorym
w ukladzie U odpowiada wartosé¢ 0, do grupy drugiej zmienne, ktorym
w ukladzie U odpowiada wartosé¢ % i wreszcie do grupy trzeciej kazda
zmienng, ktérej w ukladzie U odpowiada wartosé 1. .

Podstawmy teraz w wyrazeniu o za kazda zmienna grupy pierwszej
wyrazenie NCpp, grupy drugiej wyrazenie Tp oraz grupy trzeciei wyraze-
nie Cpp. Otrzymane w den sposéb wyrasenie oznaczmy przez o'. Latwo
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widzie¢, ze w wyrazeniu tym wystepuja wylacznie zmienne ksztattu p, przy
crym dla kazdej wartoéci tej zmiennej wyrazenie 2 przyjmuje warto§é
rézna od 1. .
Z wlasnosci funkcji Cpg wynika, ze wyrazenie
II Ca'Ca'q

jest tezg systemu S’;,. Latwo tez widzieé, ze wyrazenie ¢ jest konsekwen-
cjg wyraZenia o iwyrazenia II. Stad za§ wynika prawdziwoéé naszego
twierdzenia.

Udowodnimy jeszcze niezaleznosé kazdego z aksjomatow 1—6 syste-
mu S’y od wszystkich pozostatych. Uczynimy, to metoda p. prof. J. Lu-
kasiewicza. Metoda ta polega na budowaniu tabelek interpretacyj-
nych, nie spelniajacych aksjomatu, ktérego niezaleznoéé chcemy wykazaé,
spelniajacych natomlast wszyslkie pozostale aksjomaty. Tabelki te musza
byé oczywiscie dziedziczne.

Twierdzenie V.

Kazdy z aksjomatow 1—6 systemu S’y jest niezalezny od wszystkich
pozostalych.

Dowaod:

Nie bedziemy przeprowadzali szczegétowego dowodu naszego twier-
dzen'a, podamy tylko tabelki interpretacyjne, przy pomocy ktérych mozna
odpowiednio wykazaé niezalezno$é kazdego z aksjomatéow 1—6 od wszyst-
kich pozostalych. Wartoscia wyrézniong kazdej z tych tabelek jest war-

tosé 1. T, T, ’
C . o 1| N|T cilo 1 2/,1)1\111
. A ol 1 % 1 1.0 0
ey 1 000 7% R T T T A T
1
1 o 1| 1 i 7 l 0
1 I PR PR N I
T, T,
clo v = ¥ 1 NIT C o 1 | NIT
o)1 1 1 1 1] 1y, i
1/4 3/4 1 1 1 1 3/4 2/4 0 1 1 0 O
70 7R U B L N AR A
Yol o 1 1Y | Y, 1 0 1 1 1
Vo0 Yy Y e 1] 0],
T, T,
clo 1| N|T clo 1| N|T
0 1 1 1 1 0 1 1 1 0
1 o 1 0| 1 1 o 1 o] o
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§ 2. Wezmy pod uwage nastepujaca tabelke interpretacyjng o war-
tosci wyroéznionej 1:
HE

O tabelce tej, bedacej, jak latwo widzieé, tabelka dz'edziczna, udo-
wodnimy:

Twierdzenie VI, i

Dowolne wyrazenie sensowne jest teza dwuwartosciowego implikacyi-
no-negacyjnego rachunku zdan wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelnione
przez tabelke¢ interpretacyjna IIL

Dowéd:

Wykazemy przede wszystkim, e dowolna® teza dwuwartoéciowego
implikacyino-negacyjnego rachunku zdar (rachunek ten bedziemy nazywali
dalej systemem S.) jest spelniona przez tabelke III. W tym celu wystar-
czy sprawdzié, ze aksjomaty systemu S,, np. trzy nastepujace aksjomaty
Lukasiewicza, sa przez te tabelke spelnione:

7) CCpqCCqrCpr

8) CCNppp

9) CpCNpq

Zatozmy teraz, ze istnieje wyraZenie sensowe o. nie bedace teza sy-
stemu S., spelnione przez tabelke I1I. Wiedy, jak to wynika z zupelnosci
systemu S,, do kionsekwencji wyrazern 7—9 oraz a nalezy wyrazenie 0.
bedare poiedvncza zmienna. Lecz wyrazenia 7—9 oraz 2 s@speinione przez
tabelke III, ktéra, jak do bylo juz zaznaczone, jest tabelka dziedzicena,
wyrazenie za$ [ nie jest oczywiscie przez te tabelke spelnione. Widzimy
wigc, ze zaloZenie /stnienia whrazenia 2. nie bedacego teza systemu S.
i spelnionego przez tabelke III,. prowadzi do sprzecznosci. Twierdzenie
nasze zostalo w fen sposéb catkowicie udowodnione,

Zauwazmy, Ze istnieje szereg trojwartoscowych tabelek intenpreta-
cyjnych, dla ktérych sa prawdziwe twierdzenia analogiczne do twierdze-
nia VI

Nasuwa sie tu zagadnienie, sformutowane przez p. prof. J. Luka-
siewicza, czy istnieje tréjwartosciowa tabelka intempretacyjna, okre-
$§lajaca wlasno$ci wiecej niz dwu funktoréw i spelniajaca trzy nastepujace
warunki: -
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a) dla dwu sposrod funktoréw, scharakterygowanych przez te ta-
belke, zachodzi twierdzenie analogiczne do twierdzenia VI;

b) przy pomocy funktoréw, scharakteryzowamych przez te tabelke,
mozna zdefiniowaé wszystkie mozliwe funktory, tréjwartosciowego rachun-
ku zdan;

c) zaden z funktoréw, scharakteryzowanych przez t¢ tabelke, nie
daje sie zdefin‘owaé przy pomocy wszystkich pozostatych.

Wykazemy, ze nastepujace dwie tabelki interpretacyine spelniajg
wszystkie te warunki:

Tabelki te sa, jak fatwo widzie¢, izomorficzne. Kazdej wiec wlasnosci
przystugujacej jednej z nich, odpowiada wlasnosé analogiczna, przystugu-
jaca tabelce drugiej ). Dla tego tez w dalszych rozwazaniach uwzgledniaé
bedziemy tylko tabelke IV.

Uméwmy sie, nazywaé systemem S”; system, litdrego tezami sa te
i tylko te wyrazZenia sensowmne, ktore sq spelnione przez tabelke IV, przy
czym za warhosé wyrozniona tej tabelki przyjmujemy wartosé 1.

Zauwazmy przede wszystkim, ze wlasnoéci funkcji Cpq oraz Np, okre-
$lone przez tabelke III oraz tabelke IV sa identyczme. Stad, oraz z twier-
dzenia VI wynika natychmiast, ze tabelka IV posiada wlasnosé a).

Nastepuiace twierdzenie wykaze nam, ze tabelka IV pos‘ada réwniez
wlasno$é b}:

Twierdzenie VIL

System S, jest systemem pelnym.

Dowadd:

Zauwazmy przede wszystkim, e nastepujace trzy wyrazenia defi-
n'uja odpowiednio funkcje Gp. Hp oraz Ip, o ktérych byla mowa w do-
wodzie twierdzenia I1: '

CCNRpNNpRNNp

CNpRNRp

CNpRCpp .

Dalsza cze$¢ dowodu naszego twerdzenia jest zupetnie analogiczna
do dowodu twierdzenia II.
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O tym, ze tabelka IV posiada réwniez wlasno$é ¢) mozemy latwo sie
przekonaé, rozumujac podobnie jak przy dowodzie twierdzenia I.

' Twierdzenie VIIL

Aksjomatami systemu S, sa wyrazenia 7—9 oraz sze$é nastepuja-
cych wyrazen:

10) CRpNp

11} CRCpqgRq

12) CpCRqRCpgq

13} CRRpp

‘14) CpRRp

15) NRNp .

Zan'm przystapimy do dowodu tego twierndzenia musimy podag. eze-
reg definicji. '

Detinicja II.

- Niech k oznacza dowolna liczbe maturalna.

Nastepnikiem rzedu k-tego danego okresu warunkowego 2 nazywamy:

a) w przypadku 2 = 1 nastepnik wyrazenia a

b) w przypadku % > 1 nastepnik wyrazenia , bedacego nastepni-
kiem rzedu 2 — 1 wyrazenia o.

Definicja III.

Nastepnikiem malym danego okresu warunkowego o, nazywam¥yy wy-
razenie sensowne’), nie bedace okresem warunkowym i ktére dla pew-
nego naturalnego k jest nastepnikiem rzedu k-tego wyrazena .

Definicja IV. ~

Niech % oznacza dowolng liczbe naturalng.

Poprzednikiem rzedu k-tego danego okresu warunkowego ¢ nazywamy:

a) w przypadku % == 1 poprzednik wyrazenia a

b) w przypadku # > 1 poprzednik wyrazenia §, bedacego nastepni-
kiem rzedu k-1-go wyrazenia a.

Definicja V.

Poprzednikiem malym danego okresu warunkowego o nazywamy
kazde wyrazenie sensowne, bedace dla pewnego naturalnego & poprzed-
k'em rzedu k-tego wyrazenia a.

Definicja VI.

Wyrazeniem prostym rzedu 1-go nazywamy kazde wyrazenie ksaztaltu
2,N2, NRx, RN2» oraz NRN a. przy czym a jest pojedyricza zmienna,.

Def'nicja VII.

- Wyrazeniem prostym rzedu 2-go nazywamy dowolny okres warun-
kowy, ktérego kazdy poprzednik maly oraz nastepnik maby jest wyraze-
niem prostym rzedu 1-go.
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Definicja VIIL

Wyrazeniem czesciowo prostym rzedu 1-go nazywamy kazde wyra-
Zenie ksztaltu Raoraz NRagdzie 2 jest dowolnym wyrazeniem sensow-
nym, nie bedacym pojedyricza zmienna,. '

Definicja IX. ,

Wyrazeniem czesciowo prostym rzedu 2-go nazywamy kazde wyra-
zenie, ktorego wszystkie poprzedniki male oraz nastepnik maly sa wyra-
Zeniami prostymi badz czesciowo-prostymi rzedu 1-go.

Definicja X.

Wyrazen'e sensowne « jest inferencyjnie réwnowazne wyrazeniom
sensownym

L .ﬁls pz ----- Bk

wtedy i tylko wtedy gdy wyrazenia

CaBi(i=1, 2......%)
oraz wyrazenie

CgCq;..... CBi =
sa konsekwencjami wyrazen 7—15.

Symbolicznie inferencyjng réwnowaznosé wyrazenia 2 oraz wyrazen |

notujemy w sposob nastepujacy:

Zaznaczamy, ze okreslony stosunek wyrazen sensownych jest stosun-
kiem przechodnim.

Definicja XI.

Dla kazdego wyrazenia sensownego 2, symbol m (x) oznacza l'czbe
naturalng rowna iloscia liter, przy pomocy ktérych wyrazenie to jest za-
Lisene.

Definicja XII. .

Dla kazdego ckresu warunkowego o symbol n (2) oznacza liczbg na-
turalng réwna ‘losci poprzednikéw malych, wystepujacych w wyraze-
niu a.

Dla dowolnego wyrazenia sensownego [, nie bedacego okresem wa-
‘runkowym, przyjmujemy, ze n (§) = 0.

Definicja XIII,

Wyrazenie sensowne a jest prostsze od wyrazenia sensownego § wiedy
i tylko wtedy, gdy badz
m (a) <{m (B)
m()=m(B) oraz n(2)> n ()

Nastepujace pigé lemmatow sa odpowiednikam: twierdzeri z zakresu
metodologii systemu S, przy czym kazdy z nich wynika wylacznie z wla-
snosci funkcji Cpg oraz Np. Dlatego tez pomin'emy dowody tych lemma-
tow.

badz
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Lemmat 1.

Dowolne wyrazenie sensowne o, nie bedace wyrazeniem prostym rzedu
1-go lub 2-go ani lez wyrazeniem cze$ciowo prostym rzedu 1-go lub 2-go,
jest inferencyjnie réwnowaine wyrazeniom, z ktérych kazde . jest wywa-
zeniem prostym rzedu 1-go lub 2-go, badZz wyrazeniem cze$ciowo prostym
rzedu 1-go lub 2-go, przy czym wszystkie te wyragenia sa prostsze od
wyrazenia a.

Lemmat II.

Jesli « oraz B sa dowolnymi wyrazeniami sensownymi ; jesli

«-f
przy czym wyraZenie B jest prostsze od wyrazenia 2, to dowolny okres
warunkowy ¢, ktorego jeden z poprzednikéw malych, badZ nastepnik maty
jest rownoksztaliny z wyrazeniem @, jest inferencyjnie réwnowazny wy-
raZzeniom prostszym.

Lemmat III.

Jeslj @, B oraz Y sa dowolnymi wyrazeniami wusow:nyml spetniaja-
cymi zwigzki:

a B,

T m(@)=m(e)+m)+1

to dowolny okres warunkowy ¢. ktorego jeden z poprzedniké6w matych
badZ nastepnik mafy, jest rownoksztatiny z wyrazeniem a, jest mtfm-emcw-
nie réwnowazny wyrazeniom prostszym.

Lemmat IV,

Jesli wyrazenie Na jest konsekwencja wyrazen 7—15, wyrazenie za$
¢ jest okresem warunkowym, ktorego dowolny: (poyp'rzedmﬂt maly oznaczmy
przez B, nastepnik zas maly przez v, to:

a) jesli wyrazenie f jest réownoksztaline Wyu'aszemm Na, to wyraze
nie ¢ jest inferencyjnie réwnowazne wyrazeniu prostszemu;

b) jesli wyrazenie B jest rownokszfaltne wyrazeniu a, to wyraze-
nie ¢ jest konsekwencia wyfaz'eﬂ 7—15;

c) jesli wyrazenie 1 jest rownoksztaltne wyrazenm Na, to wyraze-
nie ¢ jest konsekwencja wyrazen 7—15;

d) jesli wyrazenie 1 jest rownoksztaltne wyrazeniu 2, fo wyyraze-
nie ¢ jest inferencyjnie rownowaine wyrazeniu prostszemu,

Lemmat V. ‘

Jesli « oraz By, P2... Bk sa dowolnymi wyrazZeniami sensownymi, wy-
razenie za$ « badz CB;a badz CpB; CB;a jest konsekwencja wyrazen 7—15,
to kosnekwencja tych wyrazen jest rownmiez wyrazenie CBi;CBiz. .. CBia
gdzie ciag wskainikow i, i... ik jest dowolna permutacja liczb 1, 2... &,
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Lemmat VI.

Nastepujace wyrazen'a sensowne sa konsekwencjami wyrazen 7—15:
16) ‘CRCpqgp

17) CRNpq

18) CRpCpq

19) CNRCpqCpNRgq
20) CCpNRgNRCpgq
21) CNRRpNp

22) CNpNRRp

23) CpNRp
Dowéd:
Wszystkie podane w dowodzie wyrazenia sensowne, w ktorych wyste-

puja wylacznie funktory ksztaltu C oraz N sa, igk latwo widzieé, tezami
systemu S,, a wigc rowniez konsekwencjami wyragenn 7—15:

wyrazenie 16 wynika z wyrazed 7, 10, CNCpgp;

wyrazenie 17 wynka z wyrazen CNpCpq, 15;

wyrazenie 18 wynika z wyrazen CCpCqrCCspCsCqr, CNpCpgq, 10;
wyrazenie 19 wynika z wyrazen CCpCqrCNrCpNq, 12;

wyrazenie 20 wynika z wyrazein CCrpCCrqCCpNgNr, 16, 11;
wyrazenie 21 wynika z wyrazen CCpqCNgNp, 14;

wyrazenie 22 wynika z wyrazen CCpqCNgNp, 13;

wyrazenie 23 wynika z wyrazen CCpNgCqNp, 10.

Lemmat VIL

Niech « oraz ¢ beda dowolnymi wyrageniami sensownymi; prawdziwe

sa nastgpujgce inferencyjne réwnowaznosci:

a) RRawa -

b) NRRa~Na"

c) RCaf-—~a, RB

d) NRCa?#-~CaNRg

Dowéd:

Prawdziwoéé¢ kazdej z tych rownowaznosci wynika odpowiednio stad,

ze nastepujace uklady wyrazen s konsekwenojam; wyrazen 7—15:

a) 13, 14;
b) 21, 22;
c} 16, 11, 12;
d) 19, 20.
Lemmat VIII.
Dowolna teza systemu S”;, bedaca wyrazeniem czesciowo prostym

I3

rzedu 1-go, jest badz konsekwencja wyrazen 7—15, badZ jesh inferencyjnie
réwnowazna wyrazeniom prostszym, z ktérych kaizde badz jest wyraZeniem
prostym rzedu 1-go lub 2-go, badZ wyrazeniem czgsciowo prostym rzedu
1-.go ‘l‘ub 2'g0.
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Dowod:

Niech « oznacza dowolne wyrazenie sensowne, spelniajace zaloZenia
naszego lemmatu. Wyrazenie @ mus, byé wyrazeniem jednego z n.a.stqpu—
jacych ksztaltow: '

a) RR ¢ -

b} NRR 8

c) RCy3

d) NRC 3¢

e)] RNB

f) NRNB
gdzie 8, 1 oraz ¢ s3 dowolnymi wyrazeniami sensownymi.

W przypadkach a—d lemmat nasz wynika z lemmatow VII i I oraz
z przechodniosci stosunku inferencyjnej réwnowaznosci.

W przypadku e) wyrazenie «, jak latwo to wynika z wlasnosci fuznk-
torow R oraz N, okreslonych przez tabelke IV, nie moze by¢ teza syste-
mu S”,.

W przypadku f) wyrazenie o, jest konsekwencja wyrazen 7—15, co
wynika stad, ze wyrazenie NRNp jest jednym z wyrazed 7—15.

Lemmat IX.

Dowolna teza systemu S”’;, bedaca wyrazeniem czesciowo prostym rze-
du 2-go jest badz konsekwencja wyrazen 7—15, badz jest inferencyjnie
réwnowazna wyrazen om prostszym, z ktérych kazde badz jest wyraze-
niem prostym rzedu 1-go lub 2-go, badZz wyrazeniem cze$ciowo prostym
rzedu 1-go lub 2-go.

Dowod:

Niech ¢ oznacza dowolne wyrazenie sensowne, spelniajace zatozenia
naszego lemmatu, @ zas dowolny poprzednik maly badZ nastepnik maly
wyrazenia ¢, bedacy wyrazeniem czgsciowo-prostym rzedu 1-go. Dia wy-
razenia a musimy uwzglednié te wszystkie przypadki, o ktéorych byla mowa
w dowodzie lemmatu poprzedniego:

w przypadkach a—d lemmat nasz wynika z lemmatow VII, II lub
111 oraz I;

w przypadkach e, f lemmat nasz wynika z lemmatéw IV oraz L

Mozemy obecn'e podaé:

Dowéd twierdzenia VIIL

Zauwazmy przede wszystkim, ze kazde z wyrazefi 7—15 jest, jak latwo
to sprawdzié, teza systemu S”,. Tezami tego systemu beda wigc réwnie2
wszystkie konsekwencje tych wyrazen. Dla udowodnienia wigc naszego
twierdzenia wystarczy wykazaé, ze kazda teza systemu S, jest konse-
kwencja wyrazen 7—15. Wezmiemy pod uwage przede wszyptkim wy-
razenia proste rzedu 1-go i 2-go. Rozwazania nasze mozemy, oczywiscie,
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ograniczyé do tych tylko wyrazeri prostych, w ktérych wystepuje funktor
_R i ktore nie sq podstawieniam: tez systemu S,. Niech « oznacza dowolne
sposréd tych wypazen. Latwo widzieé, ze o jest teza systemu S”, wtedy
i tylko wtedy, gdy wystepuja w nim dwa poprzedniki mate, jeden ksztattu
pdrugi Rg badz poprzednik matly réwnoksztattny z jednym z tych wy-
razen i nastepn’k maty rownoksztaltny z negacja pozostalego z tych wyya-
zefi, badz jeden poprzednik maly ksztaltu RN g, badz nastepnik maly
ksztaltu NRN 8 przy czym g jest pojedyncza zmienna. Lecz wiedy wy-
razenie o jest na podstawie lemmatéw IV, V oraz VI (teza 18, 17) i tego, ze
wyrazenia 10,15 zaliczylismy do aksjomatéw systemu S”, konsekwencia
wyrazer 7—15. '

Zaléimy teraz, e istnieje wyrazenie sensowne ¢ spelniajace trzy
nastepujace warunki:

* a) wyrazenie ¢ jest teza systemu S”,;
b} wyrazenie ¢ nie jest konsekwencja wyrazen 7—15;

c) wyrazenie ¢ jest wyrazZeniem czesciowo prostym rzedu 1-go lub
2-go.

Jesli istnieja wyrazenia, spelniajace wszystkie te trzy wamunki, to na
podstawie definicji XIII wnioskujemy, ze wsrod wyrazen tych istnieé mu-
sz takie wyrazenia (oznaczmy przez « dowolne z tych wyrazen), e zadne
pozostale sposrod wyrazen, spelniajacych warunki a—c, nie jest prostsze
od wyrazenia @. Na podstawie lemmatow VIII i IX wnioskujemy, ze wy-
raZenie « jesh inferencyjnie réwnowasine wyrazeniem

. I By, By, ... Bk, _
z ktérych kazde, badz jest wyrazeniem prostym rzedu 1-go lub 2-go, badZ
wyrazZeniem cze$ciowo prostym rze¢du 1-go lub 2-go, przy czym wszystkie
te wyraZenia s3 prostsze od wyrazenia a. L

Na podstawie definicji X oraz zalozenia, ze wyrazenie o jest teza
systemu S”; wnioskujemy, ze kazde z wyrazen | jest rowniez teza tego
systemu oraz, Ze przynajmn’ej jedno z tych wyrazen (oznaczmy je przez
B) nie jest konsekwencja wyrazen 7—15, w przeciwnym bowiem razie wy-
razenie « musiato byé wbrew zalozeniom, konsekwencija tych wyrazen.

Zauwazmy dalej, ze wyrazenie B w mysl pierwszej czesci naszego
dowodu, nie moze byé wyraizeniem prostym rzedu 1-go lub 2-go.

Widzimy wiec, ze wéréd wyrazern I musi byé przynajmniej jedno
wyraZenie, spelniajace wszystkie warunki a—c, przy czym, wyraZenie to
jest pmsbs’;é od wyrazenia «, wniosek ten jest jednak sprzeczny z zato-
zeniem, dotyczacym tego wyrazenia. Widzimy wiec, Ze zadne wyrazZenie
czeéciowo proste rzedu 1-go lub 2-go nie spelnia jednoczesnie warunkéw
a oraz b.

Niech teraz ¢ oznacza dowolna teze systemu S”,, nie bedaca wyra-
Zeniem prsotym rzedu 1-go lub 2-go, ani tez wyrazenem czesciowo pro-
stym rzedu 1-go lub 2-go.
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W my$l lemmatu I wyrazenie ¢ jest inferencyjnie réwnowazne wy-

razeniom
II 1725 . ks

z ktorych kazde jest wyrazeniem prostym rzedu 1-go lub
2-go, badZ wyrazeniem czesciowo prostym rzedu 1-go lub 2-go.
Dowolne sposrod wyrazen Il jest oczywiscie teza systemu S”y; w mysl
wigc poprzednich czesci naszego dowodu, kazde z tych wyrazen jest kon-
sekwnecja wyrazen 7—15. Stad oraz na podstawie definicji X wniosku-
jemy, Ze wyrazenie ¢ jest rowniez konsekwencja tych wyragen. Widzimy
wiec, ze dowolna teza systemu S, nie bedaca wyrazen'em prostym rzedu
1-go lub 2-go, ani tez wyrazeniem czesciowo prostym rzedu 1-go lub 2-go,
jest konsekwencja wyrazen 7—15, ‘

Dowdd mnaszego twierdzenia zostal wiec catkowicie przeprowadzony.

Twierdzenie IX.

System S”, jest systemem zupelnym.

Dowéd tego twierdzenia amalogiczny do dowodu twierdzenia IV po-
mijamy.

Twierdzenie X.

Kazdy z aksjomatéw 7—15 systemu S” jest niezalezny od pozosta-
lych. :

Podamy tabelki interpretacyjne, przy pomocy ktérych mogna wyka-
zaé niezaleznosé kazdego z aksjomatow 7—15 od wszystkich pozostalych.
Z wyijatkiem tabelki T,,, w ktorej wartosciami wyréznionymi 'sq warbosci */; 1
wartoscia wyrézniona kazdej z tych tabelek jest warto§é 1. Tabelki te sa
dziedziczne.

T, Ts
Clo v = % % 1|N|R clo v » 1|N|R.
L L N R olt + 1 1]1]o0
yl1t 1 11 1 1l1]o0 )
g1 111 |y (R
7S R T TN R A vl 1 1 1oy .
vl 11 101 11 N
112 s %5 % s 1| Ysl¥s
T9 . TlO
cl o 1 ‘ N \ R clo v #z 1|N|R
o 1 1 oy 1| 1]
0 1 1 1 1 h ;
s 1 1 % 1] 1Y
1 0 1 1 0 Y| 0 Y s V| thl™n
1 0 Y ¥ tV]|M%j0
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Ty Ty
C 0 Y % 1| NIR C 0 A 1 N (R
1 1 t 1 LI A 0 1 1 1 1 1
s 1 1 1 1 1] Y 1, 1 1 1 1 1,
L3 I B 1% Y% 1 |%| o0
110 o o0 1|y o0
T s T, Tis
Ci 0o ' 1|N[R Ci0 1T{NIR C{0 {|N|R
o1 1 1(1{1
01 1{1{0 o1 1|11
wl1t 1 1)1
1o vy, 1|y]o 110 t1{0}{ 0 110 1|00

RZwro(nny jeszcze uwage na pewns, dlan'alk;teryst’y\cma wlasnoéé funk-
cji Rp:
wyraZenie nastgpujace, ktére moglibysmy nazwaé prawem ekshensjo-
nalnosci, nie jest teza systemu S,
CCpqgCCqpCRpRq.
Wyrazenie to bowiem dla wartosci zmiennych %, 0 przyjmuje, zgodnie
z tabelky interpretacyjna 1V, wartosé 0, a wiec wartosé niewyrozniona.

ODNOSNIKI

1) Stresczenie wynikew, dotyozgeych jednegin z tych aysteménw, ulcazalo sle
w pracy: Jerzy Stupecki — Peiny ltindjwartosciowy machunek zdafi; Comptes
Rendus des séamces de la Socidté des Sciencest et des Letires) de 'Varsovie. XXIX,
1836, Classe TIL. Wyniki, dotyczgce systemu idrugbego, referowalem w r. 1937 ma
podiedzeniu Seminardum Fillozoficznegio puwaldzomg\o puzez p. prof, J. Lukasie
wihozea !

2) Ommmmmmmummswmmzamm
stepujgcych prac: . Bukasiewice, A’ Tarsk i— Untersuchungen iiber den
Awussengenkalkiil; Coinptes Rendus des séances de la Société des Sciences ot des
Lettres de Varsovie. XXIIL, 1930. Classe II. J. Lukasiewiczn — Philosophi-
sche Bemerkungen 2u mehrwertigen Systemen des Aussagenkalkils. Tamde.

3) Mwierdzeniie lto zmajdale Ozytelnflk w praicy: Sur les fonctions défimies
dans les ensembles finis quelcongues par Sophie Pliccard (Neuckitel). Fun-
damenta Mathematica, t. XXTV., Warszawsa 1935, atn. 208—301.

4) Mwiendzemie o znafidAe Ozyteinik w pracy: Jerzy Siupecki — Kry-
terfium pelnosici  wielowanttosdiowych sydtieméw logiki zdari, Comptes Rendus des
séances de la Soaiété des Sciences et des Lettres de Varsovie, XXXIIL, 1939, Classe
, IEL 4
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5) M. Wajsberg — Aksjomatyzacja ingiwantiodciowego machunku @daf,
Comptes Remdus des séances de la Société des Sciences et des Letires de Var-
sovie, XXV, 1931, Classe TIII.

¢) Movma laitwio wylsazad, mmwwwmmmmhwmmyummm
IV § IV’ gpelniaja jednoczesmie wammid @, b, c.

7) Tuw oraz w dalszych naszych rozgwazaniaich bedzie dtale chodzilo o wy-
rapenis. Semscwie systernu 87,

RESUME

Lie wcalloul complet de propositione 2 trods valeuns logligues.

Il est quedtion dans cet ouvrage ide deux différemts systémes ide caloul com:-
Plet ide propositiions 2 itoicis valeurs logiques. Le mésumé des conoluisions se map-
portbazit & [‘un de ces systimes a appartu dans l'‘ouvrage: Jerzy Slupecki,— Der
volle drehwertige Aussagenicallciil; Comptes Renidus des séamces de la Sochété des
Sclences et ides Lefitre de Varsovie XXIX, 1936, Clagse IIL, '

Je valis me bonher domc 2 résumer les conclusions de Dautire gystéme, Ce
wmmmmmmnmwwmmmhm
distinguéd est 4.

clo Yy 1|N
0

1 1 11
' 7 I T
110 ' 10

Clest-d-dire une pmopodition est vmaie dans ce sydtéme lomsguielie wcmnmiﬂt
la matmice I.

Les axiomes de systéme, somit:

. CCpqCCqrCpr -
CCNppp

CpCNpq

CRpNp

CRCpqRq

CpCRqRCpq

CRRpp

CpRRp

. NRNp

Remarquons qu’ aucun de ces ax‘omes nfest i conséguence de ltuus e arw-
tres. Remarquons ensulibe gue less axiomes 1—3 gont  ddentiques aux andomes du
calcul ide proplositiions A ideux valeurs du prf. J. Lukasiewiicz Hn donssquence
chaque these du calcul de propositions & deux valieuns est en mémie bemps une
thése de motme, systéme.

Noitre systéme posséde tmois propriiéitss suivamibea:

1) Chague fondtiion possible peut &tme défiiniie' en, tenmies) de| ce syatdme, ohest-
A-dire en temmes C, N, R et les vamiablea (Autrement Giff le sydtéme eadt dom-
pilet).

2) Une seule variashile n'est pas nune comséguenice des axdomes (le sydtame
nfest pas wcomimadidboline).

3) En ajoutiamt aux systémes une propogition qui dui mfappartient pas en
obidanit parmi les conséquences une seube vartable,

-.\—-o};u
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