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O pewnej wlasnosci estymatoréw klasycznej metody najmniejszych
kwadratow w warunkach heteroscedastycznoSci skladnika losowego

O HEKOTOpOM CBOMCTBE OLIEHOK KJIAacCU4YeCKOro ME€TOJa HAaMMEHBIIMX KBaJapaToB
B YCIIOBUMAX TE€TEPOCKEANACTHMYHOCTU CJyUayrHOTO0 KOMIIOHEHTa

Von einer Eigenschaft der Astimatoren der klassischen Methode der kleinsten
Quadrate bei der Heteroszedastizitit des Schicksalselementes

W artykule tym zajeto sie stochastycznymi wilasciwosciami klasycz-
nych ! estymatoréw wariancji skladnika losowego oraz wariancji oszaco-
wan parametréw strukturalnych prostego modelu ekonometrycznego
z jedng zmienng objas$niajagcg — w wypadku heteroscedastycznosci sktad-
nika losowego. Wprowadzone zostanie pojecie quasi-nieobcigzonosci esty-
matorow, ktorej warunki wystepowania poszukiwane beda kazdorazowo
przy szczegdlnych zalozeniach dotyczgcych modelu ksztaltowania sie war-
iancji sktadnika losowego.

Niech bedzie dany prosty model:
(1) Y=ot aslst e (t=1,2,..,n).

Przyjmijmy dla tego modelu klasyczne zalozenia:

a) zmienna x; jest nielosowa i nie skorelowana ze skladnikiem losowym,
b) skiladnik losowy e; ma wartos¢ oczekiwang, réwng zeru oraz stalg
wariancje o i wszystkie autokowariancje rowne 0, czyli zachodzi:

(2a) E(e)=0 (t=12,..n),

1 Za klasyczne estymatory uwazane sg tu estymatory wila$ciwe klasycznej me-
todzie najmniejszych kwadratéw.
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of dla t=s

0 dla ts (t,s=1,2,...,n).

Przyjmijmy na state, ze x; jest odchyleniem od sredniej z proby. Stosujac
klasyczng metode najmniejszych kwadartéw otrzymujemy estymatory
parametrow strukturalnych modelu (1):

(2b) E(ey e5)= {

3) ZY
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> xt ye
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Przy spelnieniu zatozen a) i b) estymatory (3) i (4) sa na mocy twierdzenia
Gaussa-Markowa najlepszymi nieobcigZonymi estymatorami liniowymi
parametrow aq i a;.

Wariancje oszacowan (3) i (4) sa réwne:
52
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Nieobcigzonymi estymatorami wariancji sktadnika losowego oraz warian-
cji (9) i (6) sg odpowiednio wyrazenia:
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Nalezy zwro6ci¢ uwage, ze zalozenie b) wymaga, aby wariancja skladnika
losowego byla stala, co znaczy, by zachodzito:

D?(g)=D¥gp)=...= D2(en).

Przyjmijmy teraz dla modelu (1) nieco odmiene zatozenia:

¢) zmienna x; jest nielosowa i nie skorelowana ze skladnikiem losowym,
d) skiadnik ¢ ma warto$¢ oczekiwang réwng 0, wariancje o2 i wszystkie
autokowariancje réwne 0, czyli zachodzi:

(10a) E(e))=0 (t=1.2,..m),
[0 dla t+s
(10b) E(eies)= 1 02 =o2k,dla t=s (t,5=1,2,..,1n),

gdzie k>0 1 3 k¢=n, co oznacza, ze wspdlczynnik ¢ jest wariancjg
=1

$rednig, poniewaz

n

n
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2 0F oY ki
—_ = =1
o= = =02
n n

Aby zalozenie d) nie bylo tozsame z zalozeniem b), musi zachodzi¢ k¢#1
dla dwu przynajmniej roéznych t. Przy tych zalozeniach estymatory (3) i (4)
otrzymane za pomocg klasycznej metody najmniejszych kwadratéw sg
w dalszym ciggu nieobcigzone, nie posiadajg natomiast wlasnosci minimal-
nej wariancji. Dodatkowg komplikacjg spowodowang przez heterosceda-
stycznosé wariancji zatozong w d) jest obcigzenie estymatorow (7), (8), (9).
Wariacje D2?(a,) i D2(a,), gdzie ay i a; nadal okreSlone sg przez (3) i (4),
obecnie wynosza:

S Do) oY ke

(11) = < 5
Da) == ===y
}n: x1D?(v?) a2 i x2ky

1z D(a)=——" ==

(E) (&)

natomiast ich oszacowania otrzymane za pomocs estymatoréow (8) i (9) sa
obcigzone. Obcigzenie to dla estymatora (9) jest rowne ([1] str. 310)
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M=

*n—1)%" (1 — ki) x?

=1

(n———2)(§": x? )2

=1

Obcigzenie estymatora (8) mozna latwo znalez¢ korzystajgc z tego, ze
([1] str. 309)

Z (1—kt)x?
B =c?| { + =
n
(n—2)>" x?
=1
Mamy wiec

n

S (1—ki) o

E(sz)zf 1+ =
" " (n—2) 3" &7
=1

Odpowiednie obcigzenie réwna sie zatem

Jest oczywiste, ze obcigzenia bedg réwne 0 niezaleznie od wartosci
przyjmowanych przez zmienng x;, w przypadku gdyby k;=k,=k,=..=
=kp,=1, czyli gdyby zachodzily zalozenia a) i b). Mozna jednak wykaza¢,
ze przy zalozeniach c) i d) mogg wystepowat sytuacje, w ktorych wspom-
niane obcigzenia bedg rowne zeru. Przyjmujac dodatkowo model, wedlug
ktorego ksztaltuje sie wariancja skladnika losowego, a wiec i wspbiczyn-
niki k¢, mozna poszukiwa¢ takich ukladéw wartosci zmiennej objasniajacej
x¢, dla ktorych zachodzi¢ bedzie

Z (1""kg)xt2=0.
=1
Te szczegblne przypadki zerowego obcigzenia estymatorow (7), (8), (9)
modelu (1) przy zalozeniach e) i d) oraz przyjetym modelu obiektywnej
heteroscedastycznosci nazywaé¢ bedziemy dalej quasi-nieobcigzonoscig
albo nieobcigzonoscig przy pewnych ukiadach wartosci zmiennej objasnia-
jacej. Z powyzszych powodoéw niezbedne jest ustalenie dla dalszych roz-
wazanh modelu, wedlug ktérego zmienia sie wariancja skladnika losowego.
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Pawtowski [2] w przypadku estymowania funkcji popytu na dobra
trwatego uzytku przyjmuje, ze wariancja sktadnika losowego jest funkcjg
czasu. Jak wykazujg badania wielu autoréw ([3] str. 256), mozna czesto
przyja¢, ze D?(s;) jest pewng funkcjg bgdz wartosci oczekiwanej zmiennej
objasnianej, badZz tez wartosci zmiennej objasniajacej. Jezeli na przykiad
estymujemy funkcje regresji wydatkow na zywno$¢ rodzin wzgledem
ich dochodéw, to mozna przyja¢ proporcjonalnos¢ D2 (&) do kwadratu do-
chodu. W tej sprawie pewne ogblniejsze podejscie prezentuje E. Park [3].
Proponuje on, aby nie zaklada¢ apriorycznie dokladnego modelu hetero-
scedastycznosci, lecz estymowac jego parametry, uzywajac reszt otrzyma-
nych ze wstepnego przeliczenia klasyczng metodg najmniejszych kwadra-
tow jako oszacowania wariancji skladnika losowego. Mozna wtedy na
przyklad estymowa¢ parametry o2 iy modelu

[

et2 —_ Gth ep

gdzie v jest skladnikiem losowym. Podejscie takie — jak wida¢é — dos¢
ostrozne, unika apriorycznych zalozen. Podobne sugestie wysuwa Z. Pa-
wlowski [2].

Wydaje sie¢ tez, ze mozliwym do przyjecia w pewnych sytuacjach
zatozeniem jest uznanie wariancji sktadnika losowego za schodkowg funk-
cje indeksu t. Wigza¢ sie to moze z niejednorodnoscig danych zebranych
dla celéw estymacji modelu ekonometrycznego. Oczywiscie bierzemy tu
pod uwage przypadek, gdy ta niejednorodno$¢ generuje zmienno$¢ para-
metru stochastycznego, a nie parametrow strukturalnych estymowanego
modelu. Nalezy sie spodziewaé, Ze rézne modele obiektywnej heterosceda-
stycznosci, ktére mozna przyja¢ dla modelu (1), w zalezno$ci od jego mery-
torycznej tresci, bedg implikowaly ro6zne warnuki, jakie musi spelniaé¢
zmienna objasniajgca, aby estymatory (7), (8), (9) mozna bylo uznaé za
quasi-nieobcigzone.

Niech bedzie dalej dany model (1) przy zalozeniach:
e) zmienna x; jest nielosowa i nie skorelowana ze skladnikiem losowym,
f) skladnik losowy & ma wartosé oczekiwang réwng 0, wariancje 0.2 i wszy-
stkie autokowariancje rowne 0, czyli:
E(e1)=0 (t=1,2,...,n),
0 dla t+s
2=¢2k, dla t=s (t,s=1,2,...,n),
g) ki=m-t+Db, gdzie m=+0 oraz m i b s3 takie, by

E(ees)= { o

Z kf =n

=1
Wprowadzenie dodatkowego zalozenia g) oznacza rozpatrywanie przy-
padku, gdy wariancja skladnika losowego modelu (1) jest liniowg funkcja
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czasu. Korzystajac z tego, ze
Z kt':n
=1
mamy:
n
n=m X t-+nb,
t—1
>t
t—1

l1=mt +b, gdzie t = n

Prosta z zalozenia g) przechodzi wiec przez punkt o wspélrzednych (t, 1),
stad jej rownanie przedstawi¢ mozemy w postaci:

ke—1=m(t—1),
(14) ley=1+m(t—t).

Esymatory (7), (8), (9) dla modelu (1) przy zalozeniach: e), f), g) beda
quasi-nieobcigzone, jezeli zajdzie

(15) S (1~ K =0.

t+—1

Wstawiajac (14) do (15) otrzymujemy

n
(16) m> x(t—t)=0.

—1
Rownose (16) zostanie spelniona, gdy wartosci zmiennej objasniajacej bedg
tworzyly szereg symetryczny. Wowczas wyrazenie

n
. ofy__
;_'1 Xt (t t)

gdzie x; jest odchyleniem od odpowiedniej, bedzie réwne zeru. Tak wiec
w modelu (1) przy zalozeniach: e), f), g) warunkiem quasi-nieobcigzonosci
estymatorow (7), (8), (9) jest symetryczno$é szeregu wartosci zmiennej
objasniajgcej.

Rozwazmy teraz inny model heteroscedastycznosci.
Niech dla modelu (1) bedg prawdziwe zalozenia:
h) zmienna x; jest nielosowa i nie skorelowana ze skladnikiem losowym,

i) skladnik losowy & ma wartos¢ oczekiwang réwng 0, wariancje o
i wszystkie autokowariancje réwne 0, czyli zachodzi:
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E(e)=0 (t—1,2,...m),
0 dla t+#s
E = .
(etes) {6t2:62kt dla t=s (t,s=12,..n),

D [T dla 1L
) | ke d1a~,<t4n (t=1, 2, ... n); n jest liczbg parzysta,

oraz k;=>0, ky=>0, ky+k,, k, i k, sg takie aby " k;=n.

=1
Przyjecie zalozenia j) oznacza rozpatrywanie przypadku, w ktorym
wariancja sktadnika losowego modelu (1) jest rdozna dla dwu réwnolicz-

nych grup danych. Korzystajac z tego, ze > k;=n. mamy:
=1

n n
5 1+2 2
amn
Ky Fly=2.

Estymatory (7), (8), (9), dla modelu (1) przy zalozeniach: h), i) j) beda
quasi-nieobcigzone, jezeli zajdzie:

n
(18) S (1—k)x2=0
=
Korzystajac z (17) oraz zalozenia j) przeksztatcamy (18)
n n_lg nf/2 nf2
S (—kxd=3Y x2+ \j xi—k Y xl—k, th =1k (3 x— }_,xl)
=1 1—1 1--ulz+1 =1 t=n/2--1 =1 t=n/2+1

Otrzymane wyrazenie bedzie rowne 0, jezeli

n'2’ n

D ald= ) x}

=1 =niz-1
co jest réwnoznaczne z réwnoscig wariancji zmiennej objasniajgcej dla
obydwu réwnolicznych grup danych. Aby wiec estymatory (7), (8), (9)
modelu (1) przy zalozeniach h), i), j) byly quasi-nieobciazone, wariancje
zmiennej objasniajacej w obydwu grupach danych powinny by¢ sobie
réwne.

Naktadajac kazdorazowo ostre zalozenia modelu heteroscedastycznosci,
mozna w pewnych przypadkach sformutowaé dos¢ proste warunki quasi-
-nieobcigzonosci klasycznych estymatoréw wariancji skladnika losowego
oraz wariancji oszacowan parametrow strukturalnych modelu (1). Warun-
ki te dotycza ksztaltowania sie zmiennej objasniajacej i sg rézne dla réz-
nych typéw heteroscedastycznosci. Wiaze sie to z tym, ze wprowadzone

9 Annales, sectio H, t. IX
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w artykule pojecie quasi-nieobcigzono$ci polega na otrzymywaniu obcigze-
nia zerowego przy pewnych ukladach wartosci zmiennej objasniajgcej.
Jedli ta jest zmienng ekonomiczng, uklady te mogg by¢ trudne do otrzy-

mania.
Nalezy zauwazy¢, ze dla modelu tendencji rozwojowej postaci

Y=oyt ait+e; (t=1,2,..,n)

i w przypadku niejednorodnosci wariancji typu g) lub j) klasyczna metoda
najmniejszych kwadratow daje zawsze quasi-nieobcigzone estymatory
wariancji skladnika losowego oraz oszacowan parametréw strukturalnych.
Zmienna czasowa spelnia bowiem obydwa znalezione przez nas warunki
tak dla przypadku g) jak i dla j).
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PESIOME

CraTbs NOCBAILEHA CTOXACTUYECKUM IIOCIEICTBUAM HEOAHOPOAHOCTM IMCIIepCHN
CJLy4YaifHOTO KOMIIOHEHTa C OJHOJ OOBACHAIINEN BeJauMuMHoM. IIpMHATBIM METOLO0M
OLIEHKM SABJSETCA KJIACCUYECKMI METOA HAMMEHBIIMX KBajapaToB. Iid onpeneieHusa
HECMEI[EHHOCTM OLIEHOK CTPYKTYPaJbHBIX I1apaMeTpPOB IPYM HEKOTOPBIX CUCTEMaX
3HaAYEeHUA OOLACHSIOIIEN ITepeMEHHOJ ObII0O BBEAEHO IOHATHME KBa3MHECMEILEHHOCTH.
ITocnenusas yacTh PaboThI IOCBAIEHA YCTAHOBJIEHMIO YCJIOBUI IIOABJIEHUS 3TOTO fAB-
JeHUA IJs OmpelesieHHbIX CJIydaeB IeTepPOCKeJacTMUHOCTU.

ZUSAMMENFASSUNG

Der Artikel befasst sich mit den stochastischen Folgen der Varianzungleichartig-
keit des Schicksalselements des okonometrischen Modells mit einer deutender
Variabel. Die angenommene Methode der Astimation ist die klassische Methode der
kleinsten Quadrate. In der Arbeit wurde der Begriff von quasi-Unbelastetheit der
Astimatoren der Strukturparameter bei gewissen Wertverhiltnissen von der deutender
Variabel. Der letzte Teil befasst sich mit der Bestimmung von Bestehensbedingungen
dieser Erscheinung fiir die bestimmten Félle der Heteroszedastizitét.



