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H e n r y k  P Ł U D O W S K I

Badanie współzmienności cech przy pomocy funkcji potęgowej

И сследование ковариантности  п ризн аков  при помощ и степенной ф у н к ц и и  

E x am in a tio n  of C h a rac te ris tic s  C o v aria tio n  by M eans of the  P o w er F u n c tio n

W PRO W A D ZEN IE

Jednym z podstawowych zagadnień występujących przy analizie związ
ków i zależności między zmiennymi jest wybór odpowiedniego modelu 
funkcji. Przy rozwiązywaniu tego zagadnienia staramy się wybrać taki 
model, który najlepiej opisuje zależności między interesującymi nas ce
chami i posiada najkorzystniejsze charakterystyki statystyczne.1 Chodzi 
tu  głównie o współczynnik determinacji, który określa stopień wyjaśnie
nia zmienności jednej cechy przez zmienność innych cech wprowadzo
nych do modelu funkcji, a całe zagadnienie sprowadza się do badania 
współzmienności.

Wobec tego regresję stosuje się wówczas, gdy występuje między 
zmiennymi dostatecznie wysoka korelacja, a ściślej determinacja.2 Nale
ży jednak zwrócić uwagę, że stopień zdeterminowania jednej cechy przez 
drugą nie może stanowić jedynego kryterium oceny modelu, gdyż nie jest 
to wystarczające dla właściwego odzwierciedlenia kształtu zależności. Do
tyczy to w szczególności funkcji potęgowej, która ze względu na swoje 
właściwości matematyczno-analityczne jest często stosowana do badania 
związków i zależności między zmiennymi. Występują okoliczności, że opi-

1 A. S. G o l d b e r g e r :  Teoria ekonom etr i i , W arszaw a 1972; Z. P  a w  ł o w - 
s k i :  E konom etr ia ,  W arszaw a 1969; H. P ł u d o w s k i :  Badanie  e fe k ty w n o śc i  n a 
w ożen ia  m e todą  fu n k c j i  produkcj i ,  P u ław y  1975.

2 W spółczynnik  ko re lac ji podniesiony  do k w a d ra tu  s ta je  się w spó łczynn ik iem  
d e te rm in ac ji.
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sywane przy pomocy omawianej funkcji zależności nie odpowiadają rze
czywistości.

Celem artykułu jest przedstawienie niektórych problemów, jakie mo
gą wystąpić i jakie autor napotkał podczas posługiwania się korelacją i re
gresją potęgową.3 Zagadnienia te zostaną przedstawione na przykładzie 
pochodzącym z Kombinatu PGR Machnów Nowy.4 Jest to przedsiębior
stwo wieloobiektowe, położone w południowo-wschodniej części woj. za
mojskiego, gospodarujące na dobrych glebach rędzinowych; powierzchnia 
użytków rolnych wynosi 8 tys. ha.

W Y N IK I B AD AN

We wspomnianym przedsiębiorstwie zestawiono i przeliczono na 1 ha 
użytków rolnych produkcję końcową brutto (rolniczą) i koszty ponoszone 
na tę produkcję celem określenia związku i zależności między tymi wskaź
nikami. Na podstawie wstępnej analizy danych zauważono, że koszty 
wzrastały szybciej niż produkcja, co wskazywało na to, że między anali
zowanymi wskaźnikami występowała zależność nieliniowa, a krańcowe 
przyrosty produkcji na 1 tys. zł przyrostu kosztów były coraz mniejsze. 
Zastosowano więc funkcję potęgową, której param etry obliczono metodą 
najmniejszych kwadratów po zlogarytmowaniu zmiennych, czyli oblicza
no następujący model funkcji:

(In y) '=ln  a + b  In x,
gdzie: In — logarytm naturalny,5 

a — stały param etr funkcji, 
b — współczynnik regresji, 
y — produkcja końcowa brutto, 

x  — koszty w tys. zł/ha UR.
W wyniku przeprowadzonych obliczeń uzyskano funkcję wyrażającą 

się równaniem:
-  (In y)'=  -0,6456 +  1,0406 In x. (I)

Zdeterminowanie między logarytmami zmiennych y i x  jest bar
dzo wysokie i wynosi 0,9274. Możemy więc powiedzieć, że zmienność In y

3 H. P ł u d o w s k i :  M odel p o tęg o w e j  fu n k c j i  p ro d u kc j i  w  zas to so w an iu  do
badania e fe k ty w n o śc i  n aw o żen ia  m inera lnego ,  „P ostępy  N au k  R o ln iczych”, 1976,
n r  2.

4 T, W i e r z b i c k i :  A naliza  w y k o r zy s ta n ia  z iem i na tle  ro zw o ju  produkc j i  
zw ierzęce j  w  p a ń s tw o w y m  p rzedsięb iors tw ie  ro ln ic zym  na p rzy k ła dz ie  K o m b in a tu  
P G R  M ach nó w  N o w y ,  L u b lin  1978, A R (m aszynopis — p ra c a  dok to rska).

5 M ożna rów nież  stosow ać lo g a ry tm y  dziesię tne , lecz p rzy  m ałych  liczbach 
lep ie j posług iw ać się lo g a ry tm am i n a tu ra ln y m i.
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została wyjaśniona przez zmienność In x  w 92,74%, czyli ścisłość związku 
jest tutaj bardzo wysoka. Można by sądzić, że dokonano trafnego wybo
ru modelu funkcji, ale w rzeczywistości tak nie jest, bo współczynnik re
gresji b jest większy od jedności, co wyklucza malejącą efektywność kosz
tów, jaką zaobserwowano podczas wstępnej analizy danych.

Korzystając z tego, że In a = —0,6456, można obliczyć współczynnik a 
i funkcję napisać w postaci potęgowej:

W zasadzie funkcje (I) i (II) są tożsame w sensie równań matematycz
nych, ale do (II) nie odnosi się współczynnik determinacji między logaryt- 
mami zmiennych, jaki został obliczony dla funkcji (I). Przy aproksymo- 
waniu funkcji Y '= a x b mamy na myśli funkcję nieliniową, którą przy po
mocy logarytmów transformujemy do funkcji liniowej: (In y) '=ln  a +  
+  b In x. Przyjmując, że (In y)/==V, In a=c, In x= z ,  otrzymamy:

Przy obliczaniu b i c klasyczną metodą najmniejszych kwadratów mi
nimalizuje się sumę o wyrażeniu 2(Ui— c — bz{)2, a nie minimalizuje się 
2(2/i_  axiX))2. Dlatego metoda estymacji odnosi się do regresji między lo- 
garytmami zmiennych, a tym samym współczynnik determinacji (r2vz) do
tyczy funkcji (I) i nie równa się indeksowi 6 determinacji potęgowej (i2Vz)> 
Chcąc zatem ocenić funkcję potęgową, należy obliczyć indeks determina
cji potęgowej, który można wyrazić wzorem:

W naszym przykładzie indeks determinacji potęgowej wynosi 0,8562 
i jest mniejszy od współczynnika determinacji między logarytmami 
zmiennych o 7,12%. Jest to różnica stosunkowo duża i wskazuje, że obli
czony współczynnik determinacji dla funkcji (I) nie powinien być stoso
wany do oceny ścisłości związku wynikającego z funkcji (II).

Biorąc ponadto pod uwagę, że w naszym przypadku funkcja potęgo
wa nie wykazywała malejącej efektywności wzrastających kosztów, nale
ży dojść do wniosku, iż zastosowany model funkcji nie jest adekwatny do 
odzwierciedlenia występującej zależności między kosztami a produkcją. 
Z tego względu zastosowano funkcję paraboliczną i porównano ją z po
tęgową.

Na podstawie obliczonych współczynników regresji parabolicznej 
funkcję można wyrazić równaniem:

Y'=0,524xł>0406. (II)

V= c + bz.

6 „W spó łczynn ik” dotyczy d e te rm in ac ji lin iow ej, a „ in d ek s” d e te rm in ac ji n ie 
lin iow ej — za T. M a r s z a ł k o w i e  z: M etody s ta ty s tyc zn e  w  badaniach e k o n o 
m iczno -ro ln iczych , W arszaw a 1972.



90 Henryk Płudowski

Y '= -  2,986+ l,473x-0,0333x2, (III)
gdzie, podobnie jak w funkcji potęgowej, koszty (x) i produkcję (y) wy
rażono w tys. zł/ha UR.

Zależność określona funkcją (III) jest zdeterminowana w 97,89%, 
a więc o 12,27% wyżej niż funkcją potęgową. Również dyspersja reszto- 
wa funkcji parabolicznej jest znacznie mniejsza niż w przypadku funkcji 
potęgowej. Wynosi ona dla funkcji (III) 524 i dla (II) 1313 zł/ha UR. Z tego 
wynika, że w rozpatrywanym przykładzie funkcja paraboliczna okazała 
się bardziej uzasadniona z merytorycznego i statystycznego punktu wi
dzenia.

Na podstawie pierwszej pochodnej funkcji (III) można określić, że 
krańcowe przyrosty funkcji na 1 tys. zł przyrostu kosztów wyrażają się 
formułą:

=  1,473- 0,0666x.
A#

Z porównania omawianych funkcji wynika, że prowadzą one do zu
pełnie innych wniosków. Na podstawie funkcji potęgowej należałoby 
stwierdzić, że we wspomnianym przedsiębiorstwie efektywność wzrasta
jących kosztów nie malała, natomiast analiza funkcji parabolicznej wy
kazuje, że w miarę wzrastania kosztów ich efektywność krańcowa mala
ła, co zgodne jest z rzeczywistością i wcześniejszymi spostrzeżeniami.

Warto też zwrócić uwagę, że współczynnik determinacji między loga- 
rytmami zmiennych (0,9274) niewiele różnił się od indeksu determinacji 
parabolicznej (0,9789), dopiero znaczne różnice wystąpiły przy porówna
niu indeksu determinacji potęgowej (0,8562). Wobec tego przy ocenie 
funkcji pod względem ścisłości związku porównywanie determinacji obli
czonej na logarytmach zmiennych z determinacją między naturalnymi 
wielkościami zmiennych nie jest w pełni uzasadnione i może prowadzić 
do niewłaściwego wyboru modelu funkcji.

Celem lepszego porównania omawianych funkcji i wyjaśnienia, dla
czego funkcja potęgowa przybrała inny kształt niż oczekiwano, zamiesz
czono rysunek, na którym współrzędne rozpatrywanych cech zaznaczono 
krzyżykami.

Z rozkładu współrzędnych wynika, że krzywa paraboliczna lepiej od
zwierciedla zależność między kosztami a produkcją w Kombinacie PGR 
Machnów Nowy niż krzywa potęgowa, której krzywizna jest odwrócona 
w stosunku do parabolicznej. Krzywa potęgowa bierze swój początek 
z zerowego punktu układu osi współrzędnych i następnie nawiązuje do 
rzeczywistego rozkładu obserwacji. W naszym przypadku rozkład współ
rzędnych nie odpowiadał wspomnianym właściwościom tej funkcji, w wy
niku czego powstał zniekształcony obraz w stosunku do rzeczywistości.
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Zależność m iędzy kosztam i (cc) a  p ro d u k c ją  końcow ą (y ) w  tys. z ło tych  n a  1 ha 
UR w yrażona  fu n k c ją  po tęgow ą i pa rab o liczn ą  w  K om binacie  P G R  M achnów

N ow y w  la tach  1960/61— 1974/75 
T he dependence  b e tw een  th e  costs (£) an d  th e  fin a l p rod u c tio n  (y) in  th o u san d s 
of zlotys p e r 1 h ec ta re  of fa rm la n d  (UR), exp ressed  w ith  pow er an d  pa rab o lic  
func tions in  th e  C ollective F a rm  C om bine in  M achnów  Nowy, in  th e  y ea rs  1960/61—

1974/75

Krzywa paraboliczna tych właściwości nie posiada i może przecinać osie 
współrzędnych w dowolnym miejscu, a w obszarze badanej zmienności 
jest całkowicie przyporządkowana rozkładowi współrzędnych analizowa
nych cech. Jest więc bardziej elastyczna i lepiej daje się „dopasować” 
do badanej współzmienności. Jej wadą jest natomiast to, że posiada wię
cej współczynników strukturalnych i tym samym mniejszą ilość stopni 
swobody, co może utrudniać statystyczną weryfikację. W naszym przy
padku takie trudności nie wystąpiły i wszystkie parametry funkcji potę
gowej i parabolicznej są statystycznie istotne przy poziomie prawdopo
dobieństwa 0,999.

Z porównania omawianych funkcji na przykładzie Kombinatu PGR 
Machnów Nowy nie wynika jeszcze, że funkcja potęgowa nie nadaje się 
do badania tego typu zależności i nie o to chodzi. Trzeba natomiast wie
dzieć, iż podstawowymi założeniami jej są:

1) asymptotyczność (funkcja permanentnie rosnąca),
2) stała elastyczność względem zmiennych objaśniających,
3) niemożność przybierania wartości ujemnych i wyjście krzywej 

zawsze z zerowego punktu układu osi współrzędnych,
4) pierwsza pochodna funkcji (przyrosty krańcowe) maleje, lecz nie 

może przybierać wartości ujemnych.
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We wszystkich przypadkach, kiedy te założenia mogą odpowiadać ba
danej rzeczywistości, funkcja potęgowa może być stosowana i to z dużym 
powodzeniem. W naszym przykładzie nie odzwierciedlała ona właściwego 
kształtu zależności ze względu na swój specyficzny przebieg od początku 
układu osi współrzędnych. Gdyby w podanym przykładzie nie występo
wał ujemny wyraz wolny w funkcji parabolicznej, to analizowaną zależ
ność można byłoby opisać dość dokładnie przy pomocy potęgowego mode
lu funkcji.

W N IO SK I

Na podstawie przeprowadzonej analizy można sformułować trzy za
sadnicze wnioski.

1. Funkcja potęgowa nie powinna być oceniana pod względem ścisłości 
związku na podstawie współczynnika determinacji pomiędzy logarytma- 
mi zmiennych. Oceny takiej można dokonać na podstawie indeksu de
terminacji potęgowej.

2. Przy wyborze modelu funkcji poza statystyczną weryfikacją współ
czynników strukturalnych konieczna jest weryfikacja merytoryczna. Z 
tego względu posługiwanie się metodami statystycznymi wymaga dobrej 
znajomości badanego zjawiska.

3. Aproksymując model funkcji wskazane jest przeprowadzenie gra
ficznej analizy współzmienności, gdyż to pomaga wyeliminować niepra
widłowości i sformułować poprawne wnioski merytoryczne.

Р Е З Ю М Е

В работе р ассм атри вал и сь  вопросы  вы бора соответствую щ ей м одели  ф у н к ц и и  
п ри  и сследовании  к о вари ан тн ости  п ри зн ак ов  и оц ен к и  точности  уравнен ия , в ы 
текаю щ его  из зависим ости , ко то р ая  в ы р аж ен а  степенной ф ун кц и ей . И сследо
вани я  проводились на основе дан н ы х , п олуч ен н ы х  в  Г осударственном  сельско
хозяйствен ном  ком бинате „М ахн ув-Н овы ”. А н ал и зи ровал ась  зависим ость, в ы 
ступ аю щ ая  м еж ду  и зд ер ж к ам и  производства и  конечной  п родукцией  брутто, 
рассч и тан н ы х  на 1 га сел ьск охозяй ствен н ы х  угодий. В р езу л ьтате  проведенны х 
и сследований  установлено, что п рим енен ная  степ енн ая  ф у н к ц и я  не полностью  
в ы р аж ает  зависим ость, ко то р ая  вы ступ ает  м еж ду  переменны ми. О казалось , что 
в этом случае  к  р азл о ж ен и ю  к оорди н атов  и зу ч аем ы х  п ри зн аков  л учш е под
ходи ла п арабол и ческ ая  м одель ф ун к ц и и . Н а основе сравнительного  ан ал и за  
автор  п ри ш ел  к  вы воду, что степ енн ая  ф у н к ц и я  не д о л ж н а  оц ени ваться  с точки  
зрен и я  точности  у р ав н ен и я  на основе к о эф ф и ц и ен та  детерм ин ац ии  м еж ду  л о 
гари ф м ам и  п ерем ен ны х. Т акую  оц ен ку  м ож но провести  п ри  пом ощ и индекса 
ступенной детерм инации. П ри вы боре модели, кром е статистической  оценки  
ф ун к ц и и , необходимо т а к ж е  п роведение м ериторической  проверки.
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S U M M A R Y

T he a rtic le  considers th e  p rob lem  of a choice of an  a p p ro p ria te  func tion  m odel 
w h en  exam in ing  th e  co v a ria tio n  of ch a rac te ris tic s  and  an  estim atio n  of th e  closeness 
of fit re su ltin g  fro m  th e  dependence  exp ressed  by a pow er function . The ana ly s is  
w as c a rr ied  ou t on th e  basis of th e  d a ta  p rov ided  by the  C ollective F a rm  C om bine 
in  M achnow  N owy. T he dependence  b e tw een  th e  costs and  th e  fin a l gross p ro d u c 
tion  p e r 1 h ec ta re  of fa rm la n d  w as analysed . As a re su lt it w as show n th a t  th e  
app lied  pow er fu n c tio n  did no t fu lly  re f lec t th e  dependence occu rring  be tw een  
th e  variab le s . I t tu rn e d  out th a t  in  th e  case analy sed  th e  p a rab o lic  fu n c tio n  
m odel fitted  m ore closely the  coord inate  d is tr ib u tio n  of th e  ch a rac te ris tic s  e x a m in 
ed. O n th e  basis of a co m p ara tiv e  analy sis the  au th o r  reaches a conclusion  th a t  
th e  p o w er fun c tio n  should  no t be estim a ted  in  respec t to  th e  closeness of fit of th e  
re la tio n  on the  basis of th e  d e te rm in a tio n  coeffic ien t b e tw een  th e  logarithm s of 
th e  variab les . S uch  an  estim a tio n  m ay  be ca rried  ou t by m eans of th e  pow er d e te r 
m in a tio n  index . B esides s ta tis tic a l estim a tio n  of th e  fu nc tion  m odel, su b s ta n tia l 
v e rif ic a tio n  is a lso  n ecessary  fo r m ak ing  th e  ap p ro p ria te  choice.


