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Examination of Characteristics Covariation by Means of the Power Function

WPROWADZENIE

Jednym z podstawowych zagadnien wystepujacych przy analizie zwigz-
kow i zalezno$Sci miedzy zmiennymi jest wybér odpowiedniego modelu
funkcji. Przy rozwigzywaniu tego zagadnienia staramy si¢ wybra¢ taki
model, ktory najlepiej opisuje zaleznos$ci miedzy interesujacymi nas ce-
chami i posiada najkorzystniejsze charakterystyki statystyczne.! Chodzi
tu gléwnie o wspoleczynnik determinacji, ktéry okresla stopien wyjasnie-
nia zmienno$ci jednej cechy przez zmiennos¢ innych cech wprowadzo-
nych do modelu funkcji, a cale zagadnienie sprowadza sie do badania
wspoizmiennosci.

Wobec tego regresje stosuje sie wowczas, gdy wystepuje miedzy
zmiennymi dostatecznie wysoka korelacja, a $cislej determinacja.? Nale-
zy jednak zwroci¢ uwage, ze stopien zdeterminowania jednej cechy przez
drugg nie moze stanowi¢ jedynego kryterium oceny modelu, gdyz nie jest
to wystarczajace dla wlasciwego odzwierciedlenia ksztaltu zaleznosci. Do-
tyczy to w szczego6lnosci funkcji potegowej, ktéra ze wzgledu na swoje
wlasciwosci matematyczno-analityczne jest czesto stosowana do badania
zwigzkéw i zalezno$ci miedzy zmiennymi. Wystepuja okolicznosci, ze opi-

1 A, S. Goldberger: Teoria ekonometrii, Warszawa 1972; Z. Pawlow-
ski: Ekonometria, Warszawa 1969; H. Ptudowski: Badanie efektywno$ci na-

wozenia metodq funkcji produkcji, Pulawy 1975.
2 Wspblczynnik korelacji podniesiony do kwadratu staje sie wspélczynnikiem

determinacji.
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sywane przy pomocy omawianej funkcji zaleznosci nie odpowiadajg rze-
czywistosci.

Celem artykulu jest przedstawienie niektérych probleméw, jakie mo-
ga wystapi¢ i jakie autor napotkal podczas postugiwania sie korelacjg i re-
gresjg potegowa.? Zagadnienia te zostang przedstawione na przykiladzie
pochodzacym z Kombinatu PGR Machnéw Nowy.* Jest to przedsiebior-
stwo wieloobiektowe, polozone w poludniowo-wschodniej czesSci woj. za-
mojskiego, gospodarujace na dobrych glebach redzinowych; powierzchnia
uzytkow rolnych wynosi 8 tys. ha.

WYNIKI BADAN

We wspomnianym przedsiebiorstwie zestawiono i przeliczono na 1 ha
uzytkéw rolnych produkcje koncowg brutto (rolniczg) i koszty ponoszone
na te produkcje celem okreslenia zwigzku i zaleznoSci miedzy tymi wskaz-
nikami. Na podstawie wstepnej analizy danych zauwazono, ze koszty
wzrastaly szybciej niz produkeja, co wskazywalo na to, ze miedzy anali-
zowanymi wskaznikami wystepowata zaleznos$¢ nieliniowa, a krancowe
przyrosty produkcji na 1 tys. zl przyrostu kosztéw byly coraz mniejsze.
Zastosowano wiec funkcje potegowa, ktorej parametry obliczono metodg
najmniejszych kwadratéw po zlogarytmowaniu zmiennych, czyli oblicza-
no nastepujacy model funkcji:

(In y)y=Ilna+blin x,

gdzie: In — logarytm naturalny,’
a — staly parametr funkcji,
b — wspdlcezynnik regresji,
y — produkcja koncowa brutto,

xr — koszty w tys. zt/ha UR.

W wyniku przeprowadzonych obliczen uzyskano funkcje wyrazajgcg
sie rOwnaniem:
= (In y)=—0,6456+1,0406 In x. (0

Zdeterminowanie miedzy logarytmami zmiennych y i & jest bar-
dzo wysokie i wynosi 0,9274. Mozemy wiec powiedzie¢, Zze zmiennos¢ In y

3 H. Pludowski: Model potegowej funkcji produkcji w zastosowaniu do
badania efektywnosci nawozenia mineralnego, ,Postepy Nauk Rolniczych”, 1976,
nr 2.

¢+ T, Wierzbicki: Analiza wykorzystania ziemi na tle rozwoju produkcji
wierzecej w panstwowym przedsiebiorstwie rolniczym na przyktadzie Kombinatu
PGR Machnéw Nowy, Lublin 1978, AR (maszynopis — praca doktorska).

5 Mozna roéwniez stosowaé logarytmy dziesietne, lecz przy malych liczbach
lepiej postugiwaé sie logarytmami naturalnymi.
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zostala wyjasniona przez zmienno$¢ In x w 92,74%, czyli Scistos¢ zwigzku
jest tutaj bardzo wysoka. Mozna by sadzi¢, ze dokonano trafnego wybo-
ru modelu funkeji, ale w rzeczywistosSci tak nie jest, bo wspétczynnik re-
gresji b jest wiekszy od jednosci, co wyklucza malejgca efektywnose kosz-
téw, jakg zaobserwowano podczas wstepnej analizy danych.

Korzystajac z tego, ze In a= —0,6456, mozna obliczyé¢ wspoéiczynnik a
i funkcje napisa¢ w postaci potegowej:
Y’'=0,524x1:0406, (I1)

W zasadzie funkcje (I) i (II) s3 tozsame w sensie rownan matematycz-
nych, ale do (II) nie odnosi si¢ wspélczynnik determinacji miedzy logaryt-
mami zmiennych, jaki zostal obliczony dla funkcji (I). Przy aproksymo-
waniu funkeji Y'=ax® mamy na my$li funkcje nieliniows, ktérg przy po-
mocy logarytmoéw transformujemy do funkeji liniowej: (In y)'=In a+
+b In x. Przyjmujac, ze (In y)'=V, In a=c¢, In x=2, otrzymamy:

V=c+bz.

Przy obliczaniu b i ¢ klasyczng metodg najmniejszych kwadratéw mi-
nimalizuje si¢ sume o wyrazeniu Z(v;—c—bz;)?, a nie minimalizuje sie
Z(yi—ax;®)%. Dlatego metoda estymacji odnosi sie do regresji miedzy lo-
garytmami zmiennych, a tym samym wspélczynnik determinacji (r2,;) do-
tyczy funkeji (I) i nie rowna sie indeksowi ¢ determinacji potegowej (i2z).
Chcac zatem oceni¢ funkcje potegowsy, nalezy obliczy¢ indeks determina-
cji potegowej, ktory mozna wyrazi¢ wzorem:

Syi—ex®)RF 1— S(yi— Yy
I(y—y)? I~y

W naszym przykladzie indeks determinacji potegowej wynosi 0,8562
i jest mniejszy od wspolczynnika determinacji miedzy logarytmami
zmiennych o 7,12%. Jest to roznica stosunkowo duza i wskazuje, zZe obli-
czony wspoélezynnik determinacji dla funkeji (I) nie powinien byé¢ stoso-
wany do oceny Scistosci zwigzku wynikajgcego z funkcji (II).

Biorgc ponadto pod uwage, ze w naszym przypadku funkcja potego-
wa nie wykazywala malejacej efektywnosci wzrastajgcych kosztow, nale-
2y dojs¢ do wniosku, iz zastosowany model funkcji nie jest adekwatny do
odzwierciedlenia wystepujacej zaleznosci miedzy kosztami a produkcjs.
Z tego wzgledu zastosowano funkcje paraboliczng i poréwnano jg z po-
tegowa.

Na podstawie obliczonych wspoélczynniké6w regresji parabolicznej
funkcje mozna wyrazi¢ rownaniem:

gyt =1—

8 ,Wspblczynnik” dotyczy determinacji liniowej, a ,jindeks” determinacji nie-
liniowej — za T. Marszatkowicz: Metody statystyczne w badaniach ekono-
miczno-rolniczych, Warszawa 1972.
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Y’'=—2,986-+1,473x—0,0333x2, (I1T)

gdzie, podobnie jak w funkcji potegowej, koszty (x) i produkcje (y) wy-
razono w tys. zt/ha UR.

Zalezno$¢ okresSlona funkcjg (III) jest zdeterminowana w 97,89%,
a wiec o 12,27% wyzej niz funkcjg potegows. Rowniez dyspersja reszto-
wa funkcji paraboliczne] jest znacznie mniejsza niz w przypadku funkcji
potegowej. Wynosi ona dla funkcji (I1I) 524 i dla (II) 1313 zl/ha UR. Z tego
wynika, ze w rozpatrywanym przykladzie funkcja paraboliczna okazala
si¢ bardziej uzasadniona z merytorycznego i statystycznego punktu wi-
dzenia.

Na podstawie pierwszej pochodnej funkecji (III) mozna okresli¢, ze
krancowe przyrosty funkecji na 1 tys. zt przyrostu kosztéw wyrazajg sie
formuls:

BY — | 473—0,0666x.

Z pordéwnania omawianych funkeji wynika, ze prowadzg one do zu-
pelnie innych wnioskéw. Na podstawie funkcji potegowej nalezaloby
stwierdzi¢, ze we wspomnianym przedsiebiorstwie efektywnos$¢ wzrasta-
jacych kosztow nie malala, natomiast analiza funkcji parabolicznej wy-
kazuje, ze w miare wzrastania kosztow ich efektywnos¢ krancowa mala-
a, co zgodne jest z rzeczywistoscig i wcze$niejszymi spostrzezeniami.

Warto tez zwroci¢ uwageg, ze wspoélczynnik determinacji miedzy loga-
rytmami zmiennych (0,9274) niewiele réznil sie od indeksu determinacji
parabolicznej (0,9789), dopiero znaczne réznice wystgpily przy pordéwna-
niu indeksu determinacji potegowej (0,8562). Wobec tego przy ocenie
funkeji pod wzgledem Scisto$ci zwigzku poréwnywanie determinacji obli-
czonej na logarytmach zmiennych z determinacjg miedzy naturalnymi
wielkosciami zmiennych nie jest w pelni uzasadnione i moze prowadzi¢
do niewlasciwego wyboru modelu funkeji.

Celem lepszego pordéwnania omawianych funkcji i wyjasnienia, dla-
czego funkcja potegowa przybrala inny ksztalt niz oczekiwano, zamiesz-
czono rysunek, na ktéorym wspoélrzedne rozpatrywanych cech zaznaczono
krzyzykami.

Z rozkladu wspélirzednych wynika, ze krzywa paraboliczna lepiej od-
zwierciedla zaleznos$¢ miedzy kosztami a produkejg w Kombinacie PGR
Machnéw Nowy niz krzywa potegowa, ktérej krzywizna jest odwrocona
w stosunku do parabolicznej. Krzywa potegowa bierze swo6j poczatek
z zerowego punktu ukladu osi wspoéirzednych i nastepnie nawigzuje do
rzeczywistego rozkladu obserwacji. W naszym przypadku rozklad wspéi-
rzednych nie odpowiadal wspomnianym wlasciwosciom tej funkcji, w wy-
niku czego powstal znieksztalcony obraz w stosunku do rzeczywistosci.
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Zalezno$¢ miedzy kosztami (x) a produkcjg koncowg (y) w tys. zlotych na 1 ha

UR wyrazona funkeja potegowag i paraboliczng w Kombinacie PGR Machnéw

Nowy w latach 1960/61—1974/75 .

The dependence between the costs (x) and the final production (¥) in thousands

of zlotys per 1 hectare of farmland (UR), expressed with power and parabolic

functions in the Collective Farm Combine in Machnéw Nowy, in the years 1960/61—
1974/715

Krzywa paraboliczna tych wlasciwosci nie posiada 1 moze przecinaé osie
wspbéirzednych w dowolnym miejscu, a w obszarze badanej zmiennoSci
jest catkowicie przyporzadkowana rozkiadowi wspoéirzednych analizowa-
nych cech. Jest wiec bardziej elastyczna i lepiej daje si¢ ,,dopasowac”
do badanej wspolzmiennosci. Jej wadg jest natomiast to, ze posiada wie-
ce] wspolczynnikéw strukturalnych i tym samym mniejszg ilos¢ stopni
swobody, co moze utrudnia¢ statystyczng werytikacje. W naszym przy-
padku takie trudnosci nie wystgpily i wszystkie parametry funkcji pote-
gowe] 1 parabolicznej sy statystycznie istotne przy poziomie prawdopo-
dobienstwa 0,999.

Z porownania omawianych funkcji na przykiladzie Kombinatu PGR
Machnow Nowy nie wynika jeszcze, ze funkcja potegowa nie nadaje sie
do badania tego typu zaleznosci i nie o to chodzi. Trzeba natomiast wie-
dzie¢, iz podstawowymi zalozeniami jej sa:

1) asymptotycznos¢ (funkcja permanentnie rosngca),

2) stala elastycznos¢ wzgledem zmiennych objasniajgcych,

3) niemoznos¢ przybierania wartosci ujemnych i wyjscie krzywej
zawsze z zerowego punktu ukladu osi wspoéirzednych,

4) pierwsza pochodna funkcji (przyrosty kranicowe) maleje, lecz nie
moze przybiera¢ warto$ci ujemnych.
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We wszystkich przypadkach, kiedy te zalozenia mogg odpowiadaé ba-
danej rzeczywistosci, funkcja potegowa moze by¢ stosowana i to z duzym
powodzeniem. W naszym przykladzie nie odzwierciedlala ona wia$ciwego
ksztaltu zaleznosci ze wzgledu na swoéj specyficzny przebieg od poczatku
ukladu osi wspélrzednych. Gdyby w podanym przykladzie nie wystepo-
wal ujemny wyraz wolny w funkcji parabolicznej, to analizowang zalez-
no$¢ mozna byloby opisa¢ dos¢ dokladnie przy pomocy potegowego mode-
lu funkcji.

WNIOSKI

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna sformutowaé trzy za-
sadnicze wnioski.

1. Funkcja potegowa nie powinna by¢ oceniana pod wzgledem $cislosci
zwigzku na podstawie wspoélczynnika determinacji pomiedzy logarytma-
mi zmiennych. Oceny takiej mozna dokona¢ na podstawie indeksu de-
terminacji potegowej.

2. Przy wyborze modelu funkcji poza statystyczng weryfikacjg wspol-
czynnikéw strukturalnych konieczna jest weryfikacja merytoryczna. Z
tego wzgledu postugiwanie sie metodami statystycznymi wymaga dobrej
znajomos$ci badanego zjawiska.

3. Aproksymujgc model funkcji wskazane jest przeprowadzenie gra-
ficznej analizy wspoélzmiennosci, gdyz to pomaga wyeliminowaé¢ niepra-
widlowosci i sformulowa¢ poprawne wnioski merytoryczne.

PE3IOME

B paGore paccMaTpMBaJMCh BOIPOCH! BhIGOpa COOTBETCTBYIONIEN MoOaeay byHKUMu
IPU UCCJIEAOBAHMYM KOBAPMAHTHOCTM NIPUM3HAKOB M OLEHKM TOYHOCTM yPaBHEHMA, BbI-
TeKalollero M3 3aBMCMMOCTHM, KOTOpasa BbIpaxKeHa CTelleHHOM ¢dyHkuuen. Mccaeno-
BaHMs IPOBOAMJIMUCH HA OCHOBE JaHHBIX, ITOJIy4eHHBIX B I'OCyZapCTBEHHOM CEJbCKO-
X03M1iCTBEHHOM KomOuuarte ,MaxuyB-HoBpl”. AHaluM3upoBajlaCh 3aBUCUMOCTD, BBI-
cTynamllas MeXAY U3AepKKaMM I[IDOM3BOACTBA M KOHEYHOM Inpoxykuueit GpyTro,
paccuMTaHHBIX Ha 1 ra CeJbCKOXO3AMCTBEHHBIX yroami. B pesyibraTe NIpOBeLEHHBIX
uceeI0BaHMI YCTAHOBJIEHO, YTO IIPMMEHEHHAasA CTelleHHasd (OyHKLUMA He IIOJIHOCTHIO
BbIPaXKaeT 3aBUCUMOCTB, KOTOpas BBICTyIaeT MeXAYy nepeMeHnbiMu. OKa3ajoch, 4TO
B 3TOM CJiyyae K pas3JjIOKEHMI0 KOOPAMHATOB M3ydYaeMbIX IPM3HAKOB Jydille IIOX-
xoauna mnapabosmyeckaa Mogenb ¢yukumu. Ha OCHOBe CPaABHUTENBHOIO AaHaJjJu3a
aBTOD IPMILEJ K BbIBOAY, UYTO CTeNeHHAd (PYHKLMA He AOJKHA OLEHUBATHCA C TOUYKM
3PeHMA TOYHOCTM yPaBHEHMs Ha OCHOBe KO3(pduiMeHTa JeTepMMHALMM MEXKAY JIO-
rapudmaMy nepemeHHbiX. TaKyi0 OLIEHKY MOXKHO IIDOBECTM IIpM IIOMONLM MHJIEKCa
CTyneHHO) perepmuunauuu. Ilpu BpIGOpe MoOAeny, KpOMe CTaTMCTUYECKON OIEHKM
byHKIMK, HEOOXOAMMO TaKiKe NPOBeAeHMEe MEPUTOPUYECKO IPOBEDKM.
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SUMMARY

The article considers the problem of a choice of an appropriate function model
when examining the covariation of characteristics and an estimation of the closeness
of fit resulting from the dependence expressed by a power function. The analysis
was carried out on the basis of the data provided by the Collective Farm Combine
in Machnéw Nowy. The dependence between the costs and the final gross produc-
tion per 1 hectare of farmland was analysed. As a result it was shown that the
applied power function did not fully reflect the dependence occurring between
the variables. It turned out that in the case analysed the parabolic function
model fitted more closely the coordinate distribution of the characteristics examin-
ed. On the basis of a comparative analysis the author reaches a conclusion that
the power function should not be estimated in respect to the closeness of fit of the
relation on the basis of the determination coefficient between the logarithms of
the variables. Such an estimation may be carried out by means of the power deter-
mination index. Besides statistical estimation of the function model, substantial
verification is also necessary for making the appropriate choice.



