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On the Estimations of the Spectral Function of Autoregressive Processes

UWAGI WSTEPNE

Funkcja spektralna (widmowa) jest niewatpliwie jedng z najwazniej-
szych charakterystyk stabo stacjonarnych proceséw losowych, a wsréd
nich slabo stacjonarnych proceséw autoregresyjnych. O szerokim prak-
tycznym wykorzystaniu wymienionej fukeji decyduje mozliwosé¢ dekom-
pozycji na jej podstawie wariancji procesu na skladowe odpowiadajgce
réznym czestotliwosciom. Pomimo iz problemom estymacji funkcji spek-
tralnej proceséw autoregresyjnych po$wigcono wiele prac (np. [1], [4], [5])
wydaje sie, ze niektére z tych problemdéw nie zostaly jednoznacznie roz-
wigzane. Wymienié tutaj mozna zagadnienie wyznaczenia takiej dlugosci
szeregu czasowego, przy ktdérej estymatory widma mozna uznawaé za
wiarygodne ze statystycznego punktu widzenia oraz problem wyboru ro-
dzaju estymatora w przypadku, gdy nie jest znany rzad procesu auto-
regresyjnego. W pracy podjeta zostanie préba ustosunkowania sie do
drugiego z wymienionych powyzej probleméw. Obok wynikéw badan
symulacyjnych oméwione zostang rowniez wybrane metody oceny rzedu
proces6w autoregresyjnych oraz metody estymacji funkcji spektralnej
tych procesow.

ESTYMACJA PARAMETROW SEABO STACJONARNYCH
PROCESOW AUTOREGRESYJNYCH

Zalézmy, ze {X,; t=0, 1, *2, ..} oznacza slabo stacjonarny i ergo-
dyczny proces losowy. Proces ten nazywamy procesem autoregresyjnym
rzedu p, gdy tworzace go zmienne losowe X, czynig zado$¢ nastepujgce]
réwnosci:
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Xt = aplxt_.l + U'pZXt—Z + eee + aprt_p + €¢, (1)
gdzie
{e; t=0, £1, £2,..} — proces czysto losowy
o wariancji 82,

Opy, COpy, ..., Cpp — parametry autoregresji.

Przyjmujac, ze
B¥X, = X;_4, k=12 ..,p

wzor (1) mozemy przedstawié w formie

FB)X: =g, (2)
gdzie
FB) =1— 0,B — a,,B* — ... — a,,Br.

Slaba stacjonarno$é procesu AR(p) oznacza, iz pierwiastki réwnania
charakterystycznego F(B) =0 lezg na zewngtrz okregu o promieniu jed-
nostkowym. Jak wiadomo przy charakterystyce stabo stacjonarnych pro-
cesOw losowych operuje sie czesto pojeciami funkeji autokowariancji
i funkcji autokorelacji. Pierwsza z wymienionych wyzej funkeji definio-
wana jest w nastepujacy sposéb:

Y(x) = cov (X, X,,,), T=0, £1, £2, .. 3)
gdzie y(0) oznacza wariancje procesu {X,}.

Funkcja autokorelacji przedstawiana jest w formie:
o(®) = y(x)/y(0), =0, 1, £2, .. (4)

Estymacja parametréw ekonomicznych procesé6w losowych wymaga przy-
jecia zalozenia o ich ergodycznosci. Wynika to oczywiscie z faktu, iz
w przypadku tego typu proceséw nie mamy najczeSciej mozliwosci uzys-
kania ich wielu realizacji.
Niech {x,; t=1, 2, .., n} stanowi n elementowg prébe pochodzgcy
z charakteryzujgcego sie slabg stacjonarnoscig i ergodycznc$cig procesu
{Xy; t=0, £1, £2, ..} o zerowej wartosci oczekiwanej. W pracy (3]
wykazano, ze estymator funkcji y(r) charakteryzujacy sie zgodnoscia,
asymptotyczng nieobcigzonoscia oraz najmniejsza wartoscig bledu Srednio-
kwadratowego wyraza si¢ wzorem:
n—t
c(r) = n— Zx\x.ﬁ, t=0,1,.,m (5)
t=1

gdzie m (m<n) oznacza punkt odcigcia funkcji autokowariancji.
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Oceny funkcji autokorelacji wyznaczane sg ze wzoru o postaci:
r(r) = c(t)/c(0). T=0,1,.., m (6)

Obok parametréw y(r) i o(r) cennych informacji o przebiegu proceséw
losowych dostarczajg rowniez parametry autoregresji. Oceny tych para-
metréw uzyskiwane sg czesto poprzez rozwigzanie ukladu réwnan
Yule’a-Walkera przedstawianego w nastepujgcej formie:

Rp)alp) = t(p), p>0 (7
gdzie
r(0)r(1) ... r(p—1)

r(1)r(0) ... r(p—2)
Rp) =1

r(p— Dr(p—2) ... r(0)

a_(p) = [aply Apz; «eey apD]T’
r(p) = [r(1), r(2), ..., r(p)]™.

W przypadku, gdy macierz R(p) jest nieosobliwa wartosci wekto-
ra a(p) wyznaczane sg na podstawie wzoru:

a(p) = R(p) 'r(p). (8)

Oceny Yule’a-Walkera wykorzystywane sa najczeSciej na etapie identy-
fikacji modeli autoregresyjnych. Znacznie lepszymi statystycznymi wias-
noSciami w porownaniu z ocenami a(p) uzyskanymi na podstawie wzo-
ru (8) charakteryzujg sie oceny wyznaczane w oparciu o metode Burga .
W metodzie tej oceny parametrow a,; i=1, 2,..,p otrzymywane sg
w wyniku rozwigzania nastepujacego ukladu réwnan:

dS,+./da,, = 0 (9)
8pt1,3 = 8p; ~ 8p4y, pt18p,pg+r,  J T 1,2 . P (10)
gdzie
n—p
Sp+1 = 2(n—p)! Z [(Xe — 8p; Xty — . — 8pp Xi_p)? +
t=1
-+ (Xt—p — ap Xt—p+1 T e T app Xt)z].

1 Opis tej metody mozna znaleZ¢ miedzy innymi w pracy [16].
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W pracy [16] zwraca sie uwage na Scisly zwigzek estymatoré6w Burga
z estymatorami wuzyskiwanymi metoda najwiekszej wiarygodnosei ®.
W empirycznej cze$ci pracy wykorzystana zostanie metoda Burga.

AUTOMATYCZNE METODY OCENY RZEDU
PROCESOW AUTOREGRESYJNYCH

Zalézmy, ze parametry autoregresji op, aps, ..., Gpp 0SZaCOWano w opar-
ciu o probe XX, ..., X, na podstawie metody Burga. Model (1) mozna
wiec teraz przedstawi¢ w postaci

X =auXat ..tapXpte t=p+1, p+2.,n (11)
gdzie

apy, Apy, «y App — OCENy parametréw ap, Ops, ..., Opp,

e, — skladnik resztowy.

Jak wiadomo w procesie identyfikacji modeli ekonometrycznych szcze-
golne znaczenie przypisywane jest wariancji skladnika resztowego.
W przypadku modeli autoregresyjnych rzedu p wariancja ta wyznaczana
jest w oparciu o nastepujace wzory *

n

g; = (n—2p)"! 2 (X¢ — @p1 X1 — «. — 8pp Xep)’ (12)
t=p+1
lub
n
;3 =@m—p~ Z (Xt = @p1 Xt~ ... ~ 8pp Xep)’,
t=p+1

J. Andel [2] podkresla, iz ocena rzedu procesu autoregresyjnego dokony-
wana jedynie na podstawie analizy zachowania funkeji Sf k=01,.,k)
nie daje najlepszych rezultatéw z tej prostej przyczyny, iz wzrostowi
rzedu w modelu autoregresyjnym towarzyszy zmniejszanie sie z wigksza
lub mniejsza regularnoscig wartosci s (k =0, 1, ..., k). Wiadomo jednak,
ze zwigkszanie liczby parametréow w modelu autoregresyjnym nie jest
korzystne, gdyz prowadzi do probleméw natury interpretacyjnej. Pod-
stawe tzw. automatycznych metod doboru rzedu procesé6w autoregresyj-
nych stanowi funkcja, ktéra z jednej strony uwzglednia wartosei s?, za$
z drugiej ,agodzi” zmniejszanie sie tych wartosci wraz ze wzrostem k.
Wspomniana funkcja przedstawiana jest w nastepujacy sposéb:

2 W pracy [7] podkresla sig, iz metoda najwiekszej wiarygodnosci daje najlepsze
ze statystycznego punktu widzenia rezultaty.
3 Zob. [2].
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fk) = s2[1+ hk)], k=01,..,k (14)

gdzie h(k) jest pewna funkcjg rosnaca ,lagodzgcg” zmniejszanie sig
wartosci sZ wraz ze wzrostem k. '

Idea oceny rzedu procesu autoregresyjnego polega na wybraniu takiej
wartosci, k, dla ktérej f(k) (0 «k<K) przyjmuje wartos¢ minimalng, czyli

p=k=1fk)= min () (15)
. 01k
gdzie p oznacza ocene rzedu p.

Szeroka prezentacje automatycznych metod doboru rzedu proceséw
autoregresyjnych zawarto w pracy [2].

W pracy [9], dokonano w oparciu o symulacje komputerowsa poréw-
nania efektywnosci spotykanych w praktyce metod. Okazalo sie, iz naj-
lepsze ze statystycznego punktu widzenia wlasnosci nalezy przypisac
metodzie Schwarza i metodzie FPE_ (k) z a = 4. Podstawe pierwszej
z wymienionych metod stanowi funkcja o postaci:

SR(k) = In sZ + k In(n)/n. (16)

Funkeje kryterium FPE, (k) wprowadzili R. J. Bhanshali i D. Y. Dow-
nham [6]. Przedstawiana jest ona w nastepujacy sposéb:

FPE, (k) = sZ (1 + ak/n). 17

Poniewaz obydwie metody charakteryzuja si¢ podobng efektywnoscig,
do dalszych badan zdecydowano sie zastosowaé tylko jedna z nich, a mia-
nowicie metode Schwarza.

METODY ESTYMACJI FUNKCJI SPEKTRALNEJ
PROCESOW AUTOREGRESYJNYCH SKONCZONEGO RZEDU

Obok funkeji autokowariancji i autokorelacji cenng charakterystyka
slabo stacjonarnych proces6w losowych jest rowniez funkcja spektralna.
Funkcja ta definiowana jest jako transformata Fouriera funkcji auto-
kowariancji. W przypadku, gdy trancformacie Fouriera poddawana jest
funkcja autokorelacji otrzymywana jest funkecja gestosci widmowej. Wy-
mienione powyzej funkcje przedstawiane sg w nastepujacej postaci:

W) = Z y(v)e ~if | fe<<—1/2, 1/2> (18)
G(f) = Z o(v)e ~i | fe<<—1/2, 1/2> (19)

gdzie f oznacza czestotliwosé.
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Jak wiadomo praktyczne walory funkecji widmowej wynikajg glownie
z faktu, iz wariancja {X,} wyrazana jest w formie:
1/2
v(0) = f W) dt. (20)
—1/2
Rezultatem wzoru (20) jest czesto powtarzane w literaturze przedmio--
tu stwierdzenie, iz znajomos$¢ wartosci funkeji spektralnej stabo stacjo-
narnego procesu losowego umozliwia dekompozycje catkowitej wariancji
tego procesu na skladowe odpowiadajgce poszczegdlnym czestotliwosciom
z przedzialu <—1/2, 1/2>. Bezposrednie zastosowanie wzoru (18) do esty-
macji funkeji spektralnej prowadzi do estymatora widma o postaci:
1(f) = Z clr)e 2 f6<—1/2, 1/2> @1)
T=—m

gdzie c(r) oznacza estymator funkeji y(t).

Estymator I(f) jest estymatorem niezgednym. Zgodnos¢ estymatora
widma uzyskiwana jest poprzez zastosowanie okien usredniajacych oce-
ny I(f). Wséréd wspomnianych okien na uwage wydaja sie zaslugiwaé:

1. Okno Hanna
_ 1721 + cos(ITtv/m)] v=0,1,..,m
d(v) = {0 m (22)

2. Okno Hamminga

0,54 +0,46 Il+/ =0,1,..,.,m
d(r) = {O, cos(Ilt/m) = L 23)

3. Okno Parzena

[1 — 67%/m?*1 — tv/m) 0=t=[m/2]
d(x) = {2(1 —/m)* m/2] + 1 =t=m (24)
10 ™—=m
4. Okno Bartletta
_ {1 —1/m 0=zt=m
4 =10 >m (25)

Wykorzystywane w praktyce klasyczne estymatory widma przedsta-
wiane sg w postaci:

wi(f) = c(0) + 22 c(x) d(x) cos(21T£,17), (26)
=1

gdzie
wy(f;) — wartosé klasycznego estymatora widma w punkcie fj,
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c(t) — ocena autokowarianciji rzedu T,
d(r) — okno korelacyjne,
f; — czestotliwo$¢, dla ktérej wyznaczana jest ocena widma
(f, =j2m; j=0,1,..,m).

Statystyczne wlasnosci estymatoréw wy(f;) odpowiadajacych poszcze-
gélnym oknom oméwiono m.in. w pracach [12] i [14]. Ciekawe uwagi
odnosnie do okien usredniajgcych mozna znalez¢ w [11] oraz [13]. Wazng
klase estymatoréw funkcji spektralnej stanowia rdéwniez estymatory
autoregresyjne. Jezeli przyjmiemy, ze dysponujemy realizacjg procesu
autoregresyjnego rzadu p to autoregresyjny estymator widma bedziemy
mogli przedstawi¢ w nastepujgcy sposob:

b
wo(f) =s2/|1— Z ay e i 2 @7
1=1
gdzie:
s2 — wariancja resztowa w modelu autoregresyjnym rzedu p,
ay(1=1,2,..,p) — oceny parametréw autoregresji w modelu

AR(p).

K. N. Berk [5] wykazal zgodno$¢ autoregresyjnego estymatora widma
przy zalozeniu, ze p*/n — 0 (gdzie n jest liczba obserwacji w szeregu cza-
sowym, na podstawie ktérego szacowane jest widmo). Jedno z twierdzen
podanych przez wymienionego powyzej autora glosi, ze asymptotyczny
rozklad autoregresyjnych estymatoréw widma jest rozkladem normal-
nym.

Rozwazajagc problemy estymacji funkeji spektralnej stabo stacjo-
narnych proceséw losowych warto zwrdci¢ uwage, iz teoretycy dostar-
czajg nam informacji odnosnie do asymptotycznych wilasnosci estymato-
row. Dlugosé szeregdw czasowych, stanowigcych podstawe badan pra-
ktycznych sprawia jednak, ze nie zawsze uwagi teoretyczne mozna bez-
posrednio wykorzysta¢. Powoduje to, iz pewne problemy z zakresu esty-
macji widma nie zostaly dotychczas jednoznacznie rozstrzygniete. Prace*
Parzena i Kromera dowodza, iz w przypadku, gdy znany jest rzad pro-
cesu autoregresyjnego, z ktorego pochodzi dany szereg czasowy autore-
gresyjne estymatory widma charakteryzuja sie lepszymi statystycznymi
wlasnosciami w poréwnaniu z estymatorami klasycznymi. Wiemy jed-
nak, ze w praktyce najczeSciej zmuszeni jesteSmy poddawaé ocenie rzad
procesu, z ktérego pochodzi dany szereg czasowy. Zadna z metod, ktore
do tego celu mogg by¢ wykorzystane nie daje pelnej gwarancji wyboru
rzeczywistej wartosci tego rzedu. Powyzsze uwagi wydaja sie $wiadezy¢

4 Informacje te przytoczono za praca [5].
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o konieczno$ci podjecia badan, ktére dalyby mozliwos¢é odpowiedzi na
pytanie; czy automatyczny dobor rzedu procesu autoregresyjnego moze
spowodowaé¢, iz klasyczne estymatory widma okaza sie efektywniejsze
W poréwnaniu z autoregresyjnymi.

ANALIZA POROWNAWCZA AUTOREGRESYJNYCH I XLASYCZNYCH
OCEN WIDMA

W tej czeSci pracy poréwnana zostanie efektywnos$¢ estymatorow
autoregresyjnych widma z estymatorami klasycznymi w przypadku, gdy
rzagd procesu autoregresyjnego jest znany oraz gdy oceniany jest on
w oparciu o automatyczng metode Schwarza. Badania przeprowadzono
na podstawie realizacji wybranych stabo stacjonarnych i ergodycznych
procesow AR(1) oraz AR(2). Realizacje procesu AR(l) generowano zgod-
nie z nastepujgcg zaleznoscig rekurencyjng:

X = &,

Xy = Oy Xy T &, t=2,3 .,n (28)
gdzie {&; t =1, 2, ..., n} oznacza cigg liczb pseudolosowych z rozkladu

N(0,1).

Analize przeprowadzono dla a,; = 0,3 i a; = 0,8. Do generowania cig-
gow liczb reprezentujgcych proces AR(2) wykorzystano zalezno$ci o po-
staci:

X) = &,

Xy = &y,

Xy =UyXe 3 T 0pXe,t+eg t=23 .., n (29)
gdzie {&; t =1,2, .., n} oznacza cigg liczb pesudolosowych z rozkladu

N(0,1).

Badania wykonano na podstawie realizacji AR(2) o parametrach
az = 0,41 a2 = 0,45, Liczby pseudolosowe z rozkiadu N(0,1) otrzymywano
w wyniku zastosowania generatora wykorzystujgcego centralne twierdze-
nie graniczne, Opis wymienionego generatora zawarty jest w [17, s. 84].
Liczby pseudolosowe z rozkladu réwnomiernego, niezbedne do uzyskania
liczb z rozkladu normalnego wyznaczono w oparciu o funkcje RANF(X),
ktora jest funkcjg standardowg w systemie CYBER-72. W celu likwida-
cji efektu® wynikajacego z przyjecia warunkéw poczagtkowych w spo-
s6b okreslony we wzorach (28) i (29), w kazdej z wygenerowanych reali-
zacji pomijano 200 pierwszych obserwacji. W pojedynczym eksperymen-
cie wyro6ini¢ mozna nastepujgce etapy postepowania:

5 Zagadnienie to zostalo oméwione przez G.S. Fishmana [8].
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1) generowanie realizacji danego procesu losowego,

2) pominiecie 200 pierwszych obserwacji,

3) wyznaczenie teoretycznych wartoSci widma analizowanego procesu
na podstawie wzoru (27) przy zalozeniu, ze sg oraz ay; 1= 1, 2, ..,
p zastagpiono teoretycznymi wartoSciami odpowiednich parametréw,

4) wyznaczenie autoregresyjnych ocen widma poprzez bezposrednie
zastosowanie wzoru (27),

5) obliczenie wartosci lacznego bledu $éredniokwadratowego estyma-
tora autoregresyjnego,

6) wyznaczenie ocen widma metodg standardowa na podstawie wzo-
ru (26) i przy wykorzystaniu wszystkich oméwionych we wezesniejszych
rozwazaniach okien usredniajacych,

7) obliczenie wartoéci lacznego bledu Sredniokwadratowego dla po-
szczegdlnych estymatorow klasycznych,

8) poréwnanie wartosci lgcznego bledu $redniokwadratowego estyma-
tora autoregresyjnego z bledami Sredniokwadratowymi estymatorow kla-
sycznych,

9) 100-krotne powtoérzenie czynnosci 1—38,

10) wyznaczenie wartosci srednich i bledoéw Sredniokwadratowych
wszystkich analizowanych estymatoréw, dla kazdej czestotliwosci od-
dzielnie.

Niektére z przedstawionych wyzej punktéw wymagaja rozwiniecia.
W przypadku wyznaczania autoregresyjnych ocen widma eksperyment
przeprowadzono przy zalozeniu, Ze rzad procesu jest znany badz szaco-
wany na podstawie metody Schwarza. W obydwu przypadkach wartosci
parametréw autoregresji obliczano na podstawie metody Burga.

Wartosei lacznego bledu s$redniokwadratowego poszczegdlnych esty-
matoréw uzyskiwano na podstawie wzorow:

m
bs, = (m + 1) 3 [wy(t) — wal(f))? (30)
j=0
bsk = (m + D7) [wlfy) — walfy)]", (31)
=0 .
gdzie:
(m + 1) — liczba punktéw estymacji widma,
t, = j/2m (j = 0,1, .., m) — j-ta czestotliwos¢,
wr(f;) — wartos¢ widma teoretycznego uzyskiwana na podstawie

wzoru (27) przy zalozeniu, iz przyjete zostang w nim
rzeczywiste wartosci poszczegdlnych parametréow,
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w.(f;) — wartos¢ autoregresyjnego estymatora widma,
wi(f;) — wartosé klasycznego estymatora widma.
W celu uzyskania wiekszej przejrzystosci wynikéw analizie poddano
wartosci Srednie i bledy Sredniokwadratowe nastepujacych statystyk:

z,(f)) = wa(f)/w(f), j=01,..,m (32)
z,(f;) = wi(f;)/w(f), i=01,..,m (33)
gdzie oznaczenia sg analogiczne do przyjetych poprzednio.

Oceny wymienionych parametréw wyznaczono na podstawie wzoréw
o postaci:

100

z(t) = 100“2 zaf)  j=0,1,.,m (34)
i=1
100
ze(f)) = 100‘12 za(f), =01, ..m (35)
i=1
A 100
mse [z,(f;)] = 100—12 [za(f) — 1], j=01,..m (36)
i=1
A 100
mse [zy(f;)] = 100-12 [z) — 1%  §j=01,..m (37)
i=1
gdzie:
z,(f;) — warto$¢ statystyki z.(f)) uzyskana w i-tym powtérzeniu
eksperymentu,
zii(f;) — wartose statystyki z.(f;) uzyskana w i-tym powtdrzeniu
eksperymentu,

Eksperyment przeprowadzono dla roznej liczby punktéw estymacji
(m) i w oparciu o realizacje o roznych dlugosciach (n).

Rezultaty oméwionych badan prezentowane sg w tabelach 1, 2, 3 i 4.

Liczby zawarte w trzech pierwszych tabelach okreslaja, w ilu przy-
padkach na 100 powtérzen eksperymentu estymatory autoregresyjne oka-
zywaly sie ,lepsze” (ze wzgledu na wartosé lacznego bledu sredniokwa-
dratowego) od estymatorow klasycznych.

Analiza uzyskanych wynikow pozwala przeczgco odpowiedzie¢ na
postawione w pracy pytanie odnosnie do wplywu automatycznego do-
boru rzedu procesu autoregresyjnego na efektywnos¢ autoregresyjnych
estymatorow widma w stosunku do estymatoréw klasycznych. '

Mozemy wprawdzie zauwazyé, ze w wielu badanych przypadkach
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Tab. 1. Porownanie autoregresyjnych i klasycznych estymatoréw widma
(AR() z ¢y =0,3)

A comparison of autoregressive and classical estimators of the spectrum
(AR(Q1) with @ = 0,3)

Liczba Rodzai Nazwa estymatora klasycznego
Liczba punktéw ¢ o Z?J
.. " estymatora
obserwacji| estymaciji . Ham- Bart-
. autoregresyjnego| Hann Parzen
widma gresyineg ming lett
estymator 12 69 ¢ 70 58 44
50 11 estymator II® 87 89 85 M
estymator I 79 81 67 58
50 13 estymator II 92 94 90 83
estymator I 91 93 79 i
50 17 estymator II 96 96 94 94
estymator I 96 99 94 90
100 21 estymator II 98 99 96 95
estymator I 100 100 97 96
100 26 estymator II 100 100 99 98
estymator 1 100 100 100 100
100 34 estymator II 100 100 100 100"
estymator I 95 95 90 85
200 21 estymator II 99 99 98 98
estymator I 100 100 100 100
200 41 estymator II 100 100 100 100
estymator I 100 100 100 99
300 31 estymator II 100 100 100 100
B estymator I 100 100 100 100
300 38 estymator II 100 100 100 100

a Estymator I oznacza estymator autoregresyjny, dla ktérego rzad procesu oceniano
na podstawie metody Schwarza

b Estymator II oznacza estymator autoregresyjny, ktory nie wymagal oceny rzedu
procesu (rzad byl znany)

¢ Liczba ta oznacza, iz w 69 przypadkach (na 100) estymator autoregresyjny typu
I okazal sie lepszy (w sensie wartosci lacznego bledu sSredniodwadratowego) od
estymatora klasycznego wykorzystujgcego ekno Hanna.

Zrédlo: obliczenia wlasne.

automatyczny dobor rzedu procesu autoregresyjnego powodowal, ze esty-
matory klasyczne okazywaly sie ,lepsze” od autoregresyjnych dla wig-
kszej liczby eksperymentéw, niz to mialo miejsce w sytuacji, gdy rzad
procesu byl znany, lecz wyniki uzyskane w obydwu rozwazanych przy-
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Tab. 2. Poréwnanie autoregresyjnych i klasycznych estymatoréw widma
(ARQ) z a5y = 0,8)
A comparison of autoregressive and classical estimators of the spectrum
(AR(1) with ay; = 0,8)

Liczba . Nazwa estymatora klasycznego
Liczba punktéw Rodzaj
obserwacji | estymacii estymato.ra Ham
widma autoregresyjnego| Hann am- | partlett | Parzen
ming

estymator 12 T4 ¢ 74 76 79

50 11 estymator II® 76 75 79 81
estymator I 70 70 74 76

50 13 estymator II 73 15 79 79
estymator I 69 71 73 70

50 17 estymator II 70 70 76 75
estymator I 64 63 75 71

100 21 estymator II 63 65 76 n
estymator I 68 69 6 68

100 26 estymator II 68 70 i 69
estymator I 70 75 6 68

100 34 estymator II 79 82 81 69
estymator I 68 69 75 7

200 21 estymator II 70 72 4 72
estymator I 83 84 80 73

200 41 estymator II 86 87 85 11
estymator 1 74 76 i 69

300 31 estymator II 77 81 77 72
estymator I 86 86 80 71

300 38 estymator II 85 86 82 75

a, b, ¢ — oznaczenia analogiczne do podanych w tablicy 1.
Zroédlo: obliczenia wlasne.

padkach nie roznily si¢ od siebie istotnie. Wyjgtkowe w stosunku do po-
wyzszych uwag byly wyniki uzyskane na podstawie realizacji procesu
AR(l) z an = 0,3. Okazalo siec bowiem, iz dla matych préb (n = 50) au-
tomatyczny dobér rzedu procesu autoregresyjnego spowodowal, ze dla
m = 10 klasyczny estymator widma wykorzystujacy okno Parzena byl
»lepszy” od estymatora autoregresyjnego w 56 powtérzeniach ekspery-
mentu. Sytuacje te¢ mozna wyttumaczyé, jezeli uwzgledni sie wyniki ba-
dan dotyczacych efektywnosci metody Schwarza®. Warto réwniez pod-

¢ Zob. [9].
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Tab. 3. Por6wnanie autoregresyjnych i klasycznych estymatoréw widma
(AR/2/, ay = 0,4; az; = 0,45)
A comparison of autoregressive and classical estimators of the spectrum
(AR/2/, ag = 0,4; az, = 0,45)
Liczba . Nazwa estymatora klasycznego
Liczba punktéw Rodzaj .
obserwacji estymacji autoregresy jnego Ham-
widma estymatora Hann ming Bartlett | Parzen
estymator I2 83¢ 83 85 85 .
50 11 estymator II® 85 84 85 87
estymator I 81 8 83 85
50 13 estymator II 83 80 84 87
estymator I 5 75 80 81
50 17 estymator II i 78 81 84
estymator I i 3 83 85
100 21 estymator II 82 81 86 88
estymator I 72 73 79 79
100 26 estymator 11 78 78 85 85
estymator I 72 73 M 3
100 34 estymator II 78 8 79 81
estymator I 80 80 80 84
200 21 estymator II 81 81 81 82
estymator I 76 6 76 M
200 41 estymator II 75 77 78 8
estymator I 81 77 81 85
300 31 estymator II 80 79 84 84
estymator I 72 69 78 82
300 38 estymator II 75 74 82 82

a, b, ¢ — oznaczenia analogiczne do podanych w tablicy 1.

Zrbodlo: obliczenia wlasne.

kresli¢, iz w omawianym przypadku dla prob o liczebnosci n = 100, 200,
300 autoregresyjne estymatory widma okazywaly sie lepsze od estyma-
toréw klasycznych we wszystkich 100 powtérzeniach eksperymentu za-
réwno w sytuacji, gdy rzad byl znany, jak i w sytuacji, gdy byt on oce-
niany na podstawie metody automatycznej. Zawartos¢ wszystkich czte-
rech tabel wyraznie wskazuje, iz estymatory autoregresyjne charaktery-
zujg sie lepszymi statystycznymi wlasno$ciami w pordéwnaniu z estyma-
torami klasycznymi. Nalezy zaznaczyé, ze autoregresyjne estymatory
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Tab. 4. Wartoéci $rednie i bledy $redniokwadratowe estymatoréow widma wybran
The mean values and mean square errors of the estimators of the spectrum of the

Proces AR (1)
oy = 0,3
1

z8 mse,;’1 z$, mseap ii msey 231 msea;

0 1,024 0,089 1,020 ] 0,054 0,953 0,089 1,006 0,186
1/40 1,017 0,078 0,018 0,051 0,981 0,070 0,961 0,071
2/490 1,002 0,054 1,012 0,043 1,022 0,067 0,974 0,034
3/40 0,991 0,035 1,004 0,034 1,030 0,071 1,000 0,034
4/40 0,990 0,026 0,997 0,026 1,012 0,064 1,015 0,039
5/40 0,998 0,030 0,992 0,020 0,982 0,056 1,020 0,038
6/40 1,005 0,037 0,989 0,015 0,964 0,049 1,018 0,032
7740 1,004 0,036 0,987 0,012 0,975 0,042 1,013 0,026
8/40 1,001 0,03¢ | 098 | 0011 | 1,004 | 0,042 1,007 | 0,020
9/40 0,995 0,031 0,986 0,011 1,017 0,053 1,001 0,015
10/40 0,990 0,027 0,987 0,010 1,005 0,062 0,996 0,013
11/40 0,985 0,023 0,988 0,011 1,000 0,057 0,993 0,011
12/40 0,982 0,020 0,990 0,012 1,002 0,051 0,990 0,012
13/40 0,980 0,018 0,991 0,013 1,000 0,051 0,988 0,013
14/40 0,981 0,017 | 0,992 0,014 1,008 0,065 0,987 0,014
15/40 0,983 0,018 0,993 0,014 1,006 0,061 0,987 0,017
16/40 0,988 0,020 0,994 0,015 0,990 0,043 0,987 0,019
17/40 0,994 0,025 0,995 0,016 0,993 0,047 0,988 0,022
18/40 0,999 0,029 0,995 0,016 1,002 0,045 0,989 0,024
19/40 1,003 0,033 0,996 0,016 0,987 0,056 0,989 0,025
20/40 1,004 0,034 0,996 0,016 0,973 0,085 0,989 0,026

a — $rednia warto$¢ statystyki z, (fy) przy zalozeniu, Ze estymator autoregresyjny
b — mse oznacza warto$¢ sredniokwadratowg odpowiedniego estymatora,

¢ — érednia warto$¢é estymatora autoregresyjncgo przy zalozeniu, ze rzad procesu
d — $rednia warto$¢ wybranego (najlepszego w danym przypadku) estymatora Kkl

-~

Zrodlo: obliczenia wlasne.

widma charakteryzowaly sie niskg obcigzonoscig i niewielkimi warto$cia-
mi bledu s$redniokwadratowego nawet w przypadku realizacji o 50 ele-
mentach (ze wzgledu na ograniczonos¢ miejsca wyniki te nie sg prezen-
towane).

ZAKONCZENIE

Omoéwione w pracy badania symulacyjne upowazniajg do sformulo-
wania nastepujgcych wnioskéw:
1) autoregresyjne estymatory widma charakteryzuja sie ,lepszymi”
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ych proceséw autoregresyjnych (n = 200, m = 20)

autoregressive processes (n = 200, m = 20)

Proces AR (1) Proces AR (2)

oy — 0,8 j Mgy = 0,4; Ogg = 0,45
|
= k | ral - >
Z,9 mseas z mseax i Z mseay Z,, mseas Zy mseyg

1,013 | 0,172 | 0,766 0,148 0,925 0,318 0,940 0,297 0,537 0,276
0,973 | 0,068 | 0,969 0,090 0,934 0,057 0,926 0,049 1,230 0,257
0,969 | 0,025 { 1,192 0,157 1,004 0,036 0,980 0,023 1,488 0,416
0,978 | 0,014 | 1,155 0,148 1,029 0,036 1,003 0,022 1,183 0,177
0,986 | 0,011 | 1,102 0,128 1,034 0,036 1,013 0,023 1,127 0,146
0,991 | 0,011 1,028 0,089 1,029 0,033 1,018 0,024 1,023 0,089
0,594 |1 0,010 | 0,978 0,071 1,021 0,029 1,019 0,024 0.977 0,067
0,996 | 0,010 | 0,977 0,059 1,012 0,026 1,019 0,023 0,969 0,060
0,998 | 0,010 ; 1,016 0,062 1,004 0,024 1,018 0,022 1,015 0,065
0,999 | 0,011 1,032 0,077 0,998 0,024 1,016 0,020 1,026 0,078
1,000 | 0,011 | 0,997 0,091 0,994 0,026 1,013 0,018 0,995 0,090
1,000 | 0,011 | 0,986 0,077 0,961 0,028 1,009 0,016 1,001 0,075
1,001 | 0,011 1,004 0,066 0,990 0,030 1,005 0,013 1,009 0,068
1,001 | 0,011 | 0,992 0,069 0,991 0,033 0,999 0,011 0,995 0,068
1,001 | 0,011 1,016 0,096 0,990 0,037 0,993 0,010 1,021 0,100
1,001 | 0,011 1,013 0,085 0,987 0,040 0,987 0,011 1,010 0,081
1,001 | 0,011 0,973 0,059 0,977 0,032 0,982 0,014 0,980 0,059
1,002 | 0,011 0,987 0,068 0,968 0,024 0,980 0,021 0,995 0,069
1,002 | 0,011 1,013 0,065 0,975 0,034 0,982 0,032 1,006 0,062
1,002 | 0,011 | 0,984 0,067 0,999 0,062 0,987 0,045 0,963 0,066
1,002 | 0,011 0,952 0,127 1,016 0,086 0,999 0,052 0,926 0,121

wymaga szacowania rzgdu procesu

jest znany,
asycznego,

statystycznymi wlasnosciami w poréwnaniu z estymatorami klasycznymi
bez wzgledu na to, czy rzad procesu jest znany, czy tez oceniamy go na
podstawie efektywnej metody automatycznej,

2) estymatory autoregresyjne charakteryzuja sie niska obcigZonoscig
i wysoka efektywnosciag nawet w przypadku, gdy ich wartosci wyznacza-
ne sa na podstawie szeregdéw czasowych o dlugoSci 50 elementow.

Na zakonczenie nalezy doda¢, iz badania przedstawione w niniejszej
pracy przeprowadzone zostaly w oparciu o programy komputerowe na-
pisane przez autora.




392 Adam Goral
LITERATURA
1. Akaike H.,, A New Look at the Statistical Model Identification, IEEE Transac-

10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

17.

tions on Automatic Control, vol. AC-19, nr 6, s. 716—722 (1974).

Andel J., Fitting models in time sernies analysis, Math. Oper. Stat., vol. 13,nr1,
s. 121—143 (1982). ,
Anderson T.W., The Statistical Analysis of Time Series, Wiley, New York 1971.
Beamish N., Priestley M.B., A study of autoregressive and window spectral
estimation, Appl. Stat., vol. 30, nr 1, s. 41—58 (1981).

Berk K.N., Consistent autoregressive spectral estimates, The Annales of Sta:i-
stics, vol. 2, nr 3, s. 489—502 (1974).

. Bhanshali R.J.,, Downham D.Y. Some properties of the order of an auto-

regressive model selected by a generalization of Akaike’s FPE criterion, Bio-
metrika, vol. 64, s. 547—551 (1977).

Box G.E.P., Jenkins G.M., Time Series Analysis, Holden Day, San Francisco
1976.

Fishman G.S., Symulacja komputerowa. Pojecia i metody, PWE, Warszawa
1981.

Goral A., Symulacyjne badania statystycznych wlasnosci wybranych metod do-
boru rzedu w modelach autoregresyjnych, praca w recenzji.

Hannan E. J.,, Time Series Analysis, IEEE Transactions on Automatic Control,
vol. AC — 19, nr 6, s. 706—715 (1974).

Jakubezyc J., Kryteria doboru okien korelacyjnych w analizie widmowej, ,,Prze-
glad Statystyczny”, 26. 1/2 (1984).

Jenkins G.M., General Considerations in the Analysis of Spectra, Techno-
metrics, vol. 3, nr 2 (1961).

Otnes R. K., Enochson L., Analiza numeryczna szeregdéw czasowych, WNT, War-
szawa 1978.

Parzen E., Mathematical Considerations in the Analysis of Spectra, Techno-
metrics, vol. 3, nr 2 (1961).

Parzen E. Some Recent Advances in Time Series Modelling, IEEE Transactions
On Automatic Control, vol. AC — 19, nr 6 (1974).

Ulrych T.J., Bishop T.N., Maximum entropy spectral analysis and autoregres-
sive decomposition, Reviews of Geophysics and Space Physics, vol. 13, nr I,
s. 183—200 (1975).

Zielifiski R., Generatory liczb losowych, WNT, Warszawa 1979.

PE3IOME

IIpeANPUHATA NONBITKA [TPOBEPKM TUIIOTE3bI, T.JIOCHALIEN: aBTOMaTU4eCKMit noxpbop

pAfa aBTOPETPECCMOHHOrO Ipoljecca TaK BJAMAET HA 3HAYEHMA aBTOPErPECCUOHHBIX
OLIEHOK CIIEKTPAa, WTO OHM CTAHOBATCHA ,XyXe” (B CMbICJIe 3HAUEHUs CPeAHEeN KBa-
ApaTudeckol omubkM) KaaccuyYeckux OIeHOK. Bepudwumxauums 9T0oi runore3bl Oblya
IIPOBEJeHA HAa OCHOBE MOJAEJUPYIOLIUX MCCIENOBaHMUI, onMpasch [ia DPeaan3anuio
crabocTauMoHapHBIX M aproaudeckux npouezccos AR (1) 1 AR (2). PaceMoTpeHa Tai-

Xe

unes aBTOMAaTMYECKMX MeETOAOB Ioxbopa pAAa aBTOPErpecCMOHHOrO Ipolecca

U npollefiypa OUEHKM I1apaMeTPOB aBTOPErpeccuM, NPeAJoKeHHaAd ByproM.
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SUMMARY

The work undertook an attempt to verify the hypothesis that automatic choice
of the order of the autoregressive process has such an influence on the autoregres-
sive values of the estimators of the spectrum that, they become ”worse” (in the sense
of the value of mean-square error) that classical estimators. Verification of
the above hypothesis was made on the basis of simulation investigations, on the
basis of the realization of weakly stationary, and ergodic processes AR (1) and
AR (2). The work also discussed the idea of automatic methods of choosing the
order of the autoregressive process and the procedure of estimating the parameters
of autoregression as suggested by Burg.
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