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The Study of Stationarity of One-dimensional Stochastic Processes

Modele ARIMA (p,d,q) sg obecnie szeroko stosowane do opisu dyna-
miki prognozowania proceséw losowych, pomimo ze metody identyfi-
kacji* tych modeli sg niejednoznaczne i czesto wysoce watpliwe. Podsta-
we identyfikacji wspomnianych modeli stanowig uwagi zawarte w pracy
G. E. P. Boxa i G. M. Jenkinsa [6, s. 174—187], zgodnie z ktérymi ocena
parametréw p, d, g moze byé dokonana w oparciu o analize wykreséw
ocen wartos$ci funkcji autokorelacji i autokorelacji czgstkowej. W niniej-
szej pracy uwage skoncentrowano na problemie doboru rzedu réznicowa-
nia d, czyli na badaniu stacjonarnosci w szerszym sensie procesu repre-
zentowanego przez okreslony szereg czasowy.

Praca sklada sie z szesciu czesci i zakonczenia. Po uwagach wstepnych,
w drugiej czeSci pracy przedstawiono uwagi dotyczace estymacji pod-
stawowych charakterystyk proceséw losowych. W czesci trzeciej oméwio-
no istote zaproponowanej przez Boxa i Jenkinsa metody badania stacjonar-
nosci. Cze$é czwartg poSwiecono wykorzystaniu medianowego testu serii
do badania stacjonarnosci jednowymiarowych ciggéw losowych. W cze$ci
piagtej dokonano oceny efektywnosci metod badania stacjonarnosci, ktére
sg stosunkowo czesto wykorzystywane w praktyce, czyli metody Boxa
i Jenkinsa oraz medianowego testu serii. Oceng t¢ przeprowadzono w opar-
ciu o wyniki badan symulacyjnych. W szdstej czeSci pracy zapropono-
wano metode badania stacjonarnosci, ktéra — jak sadzi autor — umozli-
wia bardziej wiarygodng ocene stacjonarnosci, niz metody dotychczas
stosowane.

1 Identyfikacja modeli ARIMA (p, d, q) polega na ocenie parametréw p, d i Q.
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ESTYMACJA CHARAKTERYSTYK SLABO STACJONARNYCH
PROCESOW LOSOWYCH

Pod pojeciem stabo stacjonarnego procesu losowego rozumiemy pro-
ces stacjonarny ze wzgledu na wartos¢ oczekiwang i funkcje kowariancji,
czyli:

A E(X(t)=n 1)
t=0,+1,%2,..

A It — ta] =t — t{=Deov(X (1) X(tK =D eov(X(ts), X(t4).

tutz’tasta =O; * 1: x 2: (2)

W przypadku stacjonarno$ci procesu ze wzgledu na funkcje kowa-
riancji mamy mozliwos¢* wprowadzenia pojecia funkeji autokowariancji

o postaci:
Y(r) =cov(X(ty),X(ty)), (3)
gdzie: v=t;—tj(r=0,%1,%£2..)
Z wlasnoSci (2) wynika parzysto$¢ funkeji autokowariancji, czyli
Y(z) =Y(—1).
Przebieg procesow losowych charakteryzowany jest czesto na podsta-
wie ich funkeji korelacji, czyli
e(ty,ty) =cov(X(t,),, X(t;))/(s(t:) - s(ty)), (4)
gdzie:

s(t)="\/ cov(X(t:),X(t;))

Proces losowy jest stacjonarny ze wzgledu na funkcje korelacji, gdy
funkcje o(tit;) mozna zastgpi¢ funkcjg jednej zmiennej v=t;—ts(t;,t;=0,
*1, *2,.). Funkcje o(t) nazywamy funkcja autorelacji. Przedstawione
uwagi wskazujg, ze stacjonarnosé¢ ze wzgledu na funkcje korelacji nie im-
plikuje stacjonarnosci ze wzgledu na kowariancje ®.

Omowione wyzej charakterystyki szacowane sg w przypadku zaloze-
nia o slabej stacjonarno$ci i ergodycznosci danego procesu losowego na
podstawie nastepujacych wzoréw:

Z=n"! th, (5)

2 W pracy $wiadomie uzyto stéw ,mamy mozliwo$é”. W wielu pracach z zakre-
su analizy szeregdéw czasowych pojecie funkcji autokorelacji jest bowiem uzywane
dla proceséw niestacjonarnych ze wzgledu na funkcje kowariancji. Tego typu po-
dejscie jest — wedlug autora niniejszej pracy — niezgodne z teorig proceséw lo-
sowych.

3 Uwaga ta wynika z faktu, Zze mozna wyobrazié sobie taki proces losowy, dla
ktérego o (t;, t;) nie zalezy od tj, t; lecz od r=ti—t;, pomimo, iz proces ten nie
jest stacjonarny ze wzgledu na funkcje kowariancji.
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ne
() =n"" » (0 H)(x, ) (6)
t=1
r(t) =c(7)/c(0), 1=0,1,..m
t=0,1,...m (M
gdzie: {x,X,,...,X,} oznacza pojedynczg realizacje analizowanego procesu

losowego,
m jest punktem odciecia funkeji autokowariancji i autokorelacji.
Srednj blad szacunku parametru o(r) oceniany jest w oparciu o for-
mutle Bartletta [6, s. 179]. Formula ta przedstawiona jest w nastepujacy
Sposdb:
s(r(k)) =n""*(1+2(r*(1)+r}2)+...+r3(q)))"?
k>q (8)
Wartosci funkeji autokoleracji uznawane sg jako statystycznie nie-
istotne, gdy
r(k)€<<—2-s(r(k)),2-s(r(k))). 9)

OCENA RZEDU ROZNICOWANIA W METODZIE BOXA-JENKINSA

Zalézmy, ze do szeregu czasowego X;,X,,...,X, stanowigcego realizacje
procesu losowego {X(t);
t=0,+1,%2,...} dopasowujemy model ARIMA, p, d, q) o postaci:

F(B)V*,=Q(B)a, (10)

gdzie:

FB)=1—aoyB —o, B*—..—a,, Bp,

QB)=1—haB —hqeB*—...—ha B9,

Vixi=(1—B)* x,

Bx¢=x¢., Baiy,

Brxy=x., Bla;=a;,
{at} oznacza proces czysto losowy o wariancji 6%.

Identyfikacja modeli (10) polega na ocenie parametréw p, d, q ozna-
czajacych odpowiednio: rzad skladowej autoregresyjnej (AR), rzad roéz-
nicowania doprowadzajacego proces {X;} do stabej stacjonarnosci i rzad
skladowej wystepujgcej w postaci sredniej ruchomej (MA).

G. E.P.Box i G. M. Jenkins proponuja, by rzad réznicowania oznaczal
takg najmniejszg liczbe z ciggu 0, 1, 2,.., dla ktérej szereg czasowy
w;=V9%mozna uznaé¢ za realizacje stabo stacjonarnego procesu losowe-
go. Wspomniani autorzy sugeruja, ze decyzja odno$nie stacjonarnosci
(bgdz niestacjonarno$ci) danego procesu losowego moze by¢ podejmowana
w oparciu o obserwacje ,,zachowania” ocen wartosci funkeji autokore-
lacji danego procesu. Powyzsza sugestia wynika z nastepujacego stwier-
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dzenia [6, s. 175]: ,,w przypadku modelu stacjonarnego, w ktérym zaden
z pierwiastkow nie lezy blisko okregu jednostkowego funkcja autokore-
lacji szybko zanika dla duzych i $rednich k”. Stad wyciagany jest wnio-
sek, ze w sytuacji, gdy funkcja autokorelacji nie wykazuje tendencji do
szybkiego zaniku analizowany szereg czasowy mozna rozwaza¢ jako reali-
zacje procesu niestacjonarnego. Box i Jenkins podejmujg probe formal-
nego wyjasnienia przedstawionych wyzej spostrzezen. Podstawe tego wy-
jasnienia stanowi fakt, ze funkecja autokorelacji stabo stacjonarnego pro-
cesu losowego ARMA (p, q) speinia réwnanie roznicowe o postaci:

e(B)e(k)=0 k>q, (11)
gdzie

#(B)= (1-G.B).

Przy zalozeniu, ze wszystkie pierwiastki réwnania réznicowego (11)
sg jednokrotne, jego rozwigzanie moze byé¢ przedstawione w nastepujacy
sposob:

o(k)=A,G¥+ A,G5+ ...+ AGY, k>q—p, (12)

Z roéwnania (12) wynika, ze w przypadku, gdy przynajmniej jeden
pierwiastek réwnania charakterystycznego lezy w poblizu okregu jedno-
stkowego, funkcja autokorelacji opada wolno ([6, s. 176]). Uwazam, ze
réwnanie (12) nie moze byé wykorzystywane do wyciggania jakichkol-
wiek wnioskéw odnoSnie przebiegu teoretycznej funkeji autokorelacji
procesu niestacjonarnego, gdyz funkcja taka nie istnieje. Mozna jedynie
podjaé probe analizy ksztaltowania sie wartosci estymatora funkcji auto-
korelacji procesu stacjonarnego w sytuacji, gdy dysponujemy realizacja
procesu niestacjonarnego. Wszelkie uogélnienia mogg byé¢ dokonywane
jedynie na podstawie wynikéw badan symulacyjnych.

MEDIANOWY TEST SERII W BADANIU STACJONARNOSCI
JEDNOWYMIAROWYCH CIAGOW LOSOWYCH.

Obok metody Boxa i Jenkinsa podstawe badania stacjonarnosci pro-
ceséw losowych stanowi réwniez medianowy test serii oméwiony m. in.
w [4] i [7]. Zgodnie z propozycja J.S.Bendata i A.G. Piersola badanie
stacjonarno$ci sprowadzane jest do oceny stacjonarnosci ze wzgledu na
wartosé¢ $rednig i wariancje. Zastosowanie wspomnianego wyzej testu do
weryfikacji hipotezy o stacjonarnosci ze wzgledu na $rednig wymaga po-
dzialu n elementowego szeregu czasowego (realizacja procesu) na k roz-
lacznych s elementowych podciggdw {Xi, Xayey Xs), {Xst1, Xetzserry Xogfreen
{ Xe—ty-s+15-»%xs . Dla kazdego podciggu wyznaczane sg wartosci
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% =5 Zx““"“’ (=1, 2,..k), (13)
=1

Przy zalozeniu prawdziwosci H, o stacjonarno$ci ze wzgledu na sred-
nig, wartosci x;; i=1, 2,...,k stanowig realizacje zmiennej losowej o war-
tosci oczekiwanej u. Widaé¢ wiec, ze cigg wartosci x;; i=1, 2,...,.k powinien
charakteryzowa¢ sie losowoscia. Stad liczba serii w ciggu uzyskanym
w wyniku poréwnania wartosci X; z ich mediang (Me,) powinna byé¢ zbli-
zona do liczby serii charakterystycznej dla ciggu niezaleznych obserwacji
zmiennej losowej. Sprawdzianem w omawianym teScie jest liczba serii
uzyskanych w wyniku poréwnywania X; z Me,. Przy budowie obszaru
krytycznego wykorzystywane sg nastepujgce rownoscei:

P{I<,} =i P{1L1,}=1— Y q,
gdzie:
1 oznacza liczbe serii uzyskanych w danym ciagu, l;, 1, oznaczaja
wartosci krytyczne odczytane z tablic rozkladu liczby serii dla po-
ziomu istotnosci a (zob. [7]).
W $Swietle powyzszych uwag wida¢, ze gdy wyznaczona warto$é 1 spelnia
jedng z nieréwnosci 1<<l; lub 1>1,, to hipoteze o stacjonarno$ci rozwaza-
nego procesu nalezy odrzuci¢. W przypadku gdy 1,<I<l,, nie mamy pod-
staw do odrzucenia H,.

Badanie stacjonarno$ci procesu ze wzgledu na wariancje wymaga ana-
logicznego do przedstawionego wyzej postepowania z ciggiem wariancji
s%; i=1, 2,..k. Proces uznajemy za stacjonarny, gdy nie mamy podstaw
do odrzucenia hipotezy H, o jego stacjonarnosci zaréwno ze wzgledu na
$rednia, jak i na wariancje.

OCENA EFEKTYWNOSCI KLASYCZNYCH METOD BADANIA
STACJONARNOSCI JEDNOWYMIAROWYCH CIAGOW LOSOWYCH

W tej czesci pracy oceniona zostanie praktyczna uzyteczno§é mediano-
wego testu serii i metody Boxa-Jenkinsa do badania stacjonarnosci proce-
sow losowych. Statystyczna ocena wymienionych metod zostanie doko-
nana w oparciu o wyniki badan symulacyjnych.

Ocena obydwu sposobéw postgpowania wymagala generowania reali-
zacji wybranych stabo stacjonarnych i niestacjonarnych proceséw AR(p).
Realizacje te otrzymywano w wyniku zastosowania nastepujgcej formutly:

Xt—o’p
t=p+1,..,n (14)
xt=2up1,xt_l+st t=1,2,.,p
x=1

28 — Annales, vol. XXIII
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gdzie:
ay; i=1, 2,..,p — parametry autoregresij,
{g;; t=p+1,.,n} — liczby pseudolosowe o rozkladzie normalnym
N(o, 1).

Liczby pseudolosowe o rozkladzie normalnym N (0,1) uzyskiwano
w wyniku zastosowania generatora wykorzystujacego centralne twier-
dzenie graniczne. Opis tego generatora mozna znaleZzé¢ np. w [9, s. 84].
W przypadku, gdy ocenie poddawano metode Boxa-Jenkinsa generowano
realizacje nastepujacych proceséw:

AR(1):aun=0,3; oau=0,4; an=0,9; ou=1,0; au=1,05

AR(2) oy, =1; ,=—0,9 — proces stacjonarny
ay=11; @a,=—0,1 — proces niestacjonarny
AR(3):03=0,8; @a;3=0,51; 0iu=—0,378 — proces stacjonarny
a,=0,9; @3,=0,562; «a;p=—0,42 — proces niestacjonarny

Pojedynczy eksperyment polegal na 100-krotnym generowaniu reali-
zacji jednego z wyzej wymienionych proceséw. Na podstawie kazdej rea-
lizacji dokonywano oceny wartosci funkeji autokorelacji rzedu 1, 2,...,20
i okleSlano rzgd poczawszy, od ktérego wartoSci funkeji autokorelacji
okazaly sie statystycznie nieistotne. Rzad ten okreslany byl na podstawie
wyrazenia (9). W oparciu o kazde 100 wynikéw wyznaczano Sredni rzgd
poczawszy od ktérego wartosSci funkeji autokorelacji okazywaly sie sta-
tystycznie nieistotne.

Sredni rzad obliczono na podstawie nastepujacego wzoru:

i=1
sr=100"" Zli, (15)
100

gdzie: 1, oznacza rzad poczawszy od ktoérego wartosci funkeji autokorelaciji
okazaly sie nieistotne statystycznie w i-tym powtérzeniu.

Odchylenie standardowe wynikéw uzyskanych w danym eksperymen-
cie obliczano wedlug wzoru o postaci

100
sd= \/100" V(li— sr)2, (16)
el

i=1

Dla kadzego procesu generowano realizacje o liczbie obserwacji n=>50,
100, 200 i 500.

Wyniki badan przeprowadzonych w omoéwiony wyzej sposob zawarto
w tabelach 1 i 2.

Analiza uzyskanych wynikéw pozwala zauwazy¢, ze o ile w przypad-
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Tab. 1. Ocena metody Boxa-Jenkinsa
The estimation of Box-Jenkins’ method

Liczba obserwacji
50 100 200 500
Nazwa
procesu odchy- odchy- odchy- odchy-
$redni lenie $redni lenie $redni | lenie §redni lenie
rzgd |standar-| rzad [standar-| rzad (standar-| rzad |standar-
dowe dowe | dowe dowe
AR (1)
o1=0,3 3,63 2,76 5,53 5,61 6,08 5,68 8,36 6,59
AR (1)
an=04 3,42 2,92 421 401 6,26 5,64 6,36 5,53
AR(1)
a1=0,5 3,39 2,82 442 4,02 5,37 4,60 5,46 4,99
AR (1)
a11==0,6 3,23 4,15 5,19 4,15 5,29 4,08 7,12 5,00
AR (1)
ai1=0,7 3,59 2,94 5,19 3,66 573 3,46 7,46 3,53
AR(1)
a11=0,8 3,29 1,29 4,88 2,12 6,33 3,21 8,38 3,30
AR (1)
a11=0,9 3,69 1,62 6,13 2,42 8,96 2,52 12,52 3,01
AR (1)
an=1 4,31 0,64 8,03 1,33 14,61 3,42 — —c
AR (1)
a11==1,05 4,79 0,52 8,01 0,36 —¢ —c —¢ —e

Zrbodio: Obliczenia wiasne.

¢ — wszystkie oceny okazaly sie statystycznie istotne.

ku prob bardzo duzych (500 obserwacji) istnieje mozliwo$¢ jednoznacz-
nego stwierdzenia czy dany proces mozna uzna¢ za stacjonarny, czy nie*,
to w przypadku préb o liczbie obserwacji n=50 i n=100 wyciagniecie ta-
kiego wniosku jest praktycznie niemozliwe. Powyzsza uwaga wynika
z tego, ze dla préb o liczbie obserwacji 50 i 100, $redni rzad powyzej kto-
rego wartosci funkcji autokorelacji sg statystycznie nieistotne jest zblizo-
ny zaréwno dla proceséw stacjonarnych, jak i niestacjonarnych. Jest on

4+ W przypadku, gdy generowano bardzo dlugie szeregi czasowe stanowigce
realizacje proceséw niestacjonarnych, to wszystkie warto§ci funkcji autokorelacji
okazywaly sie statystycznie istotne.

28*
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wprawdzie dla proceséw niestacjonarnych wyzszy lecz tak nieznacznie,
iz trudno jest wyciagnaé¢ tutaj wnioski, ktére moglyby byé przydatne
w praktyce badania stacjonarnosci. Uzyskane wyniki u§wiadamiajg w pel-
ni, jak bardzo zawodne jest wykorzystywanie metody Boxa i Jenkinsa
do badania stacjonarnosei.

Kolejno przystapiono do oceny efektywnosci badania stacjonarnosci
przy wykorzystaniu medianowego testu serii. Celem badan bylo okresle-
nie mocy medianowego testu serii® w sytuacji, gdy stosowany jest on do
badania stacjonarnosci procesu losowego. W tym przypadku zgodnie
z zasadami podanymi na wstepie niniejszej czeSci pracy generowano rea-
lizacje niestacjonarnych proceséw losowych AR(1) z ay=1 i o;;,=1,1. Po-
jedynczy eksperyment polegal na 100 krotnym wygenerowaniu realizacji

Tab. 2. Ocena metody Boxa-Jenkinsa
The estimation of Box-Jenkins’ method

Liczba obserwacji
50 100 200 500
Nazwa
procesu odchy- odchy- odchy- odchy-
$redni | lenie | §redni | lenie | Sredni | lenie | Sredni | lenie
rzad |[standar-| rzad |standar-| rzad |standar-| rzad |[standar-
dowe dowe " dowe dowe
AR (2) .
on=1 3,36 1,78 6,33 2,75 8,48 234 1268 2,74
az22=—0,09
AR (2)
an=11 4,29 0,97 7,69 1,59 14,5 2,90 — —
oagz2=—{,1
AR (3)
a31=0,8 . :
as2=0,51 3,93 1,00 6,31 1,50 9,39 274 11,8 3,72
as3=—0,378
AR (3)
a31=0,9
ase=0,52 443 0,75 7,99 1,30 15,18 3,21 — —
ass=—0,42

¢ — wszystkie oceny okazaly sie statystycznie istotne.
2ro6dlo: obliczenia wiasne. ' '

5 Pod pojgciem mocy testu rozumie sie tu prawdopodobienstwo odrzucenia hi-
potezy gloszacej stacjonarno$é procesu losowego w. przypadku, gdy realizacja re-
prezentowala proces niestacjonarny.
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Tab. 3. Moc testu stacjonarnosci
The power of the test of stationarity

Nazwa Moc Nazwa Moc
procesu testu procesu testu
AR (1) N=50 AR (1) N=50
an=1 M=5 087¢ =11 M=5 0,856

N=50
M=10 0,78
N=100 N=100
M=5 0,972 M=5 0,986
N=100 N=100
M=38 0,858 M=38 0,846
N=100 N=100
M=10 0,850 M=10 0,844
N=150 N=150
M=5 1 M=10 0,99
N=150 N=150
M=10 1 M=15 0,854
N=150 :
M=15 0,892
N=200
M=20 0,872

Zrodlo: obliczenia wlasne.

wymienionych wyzej proceséw. Badanie stacjonarnosci przeprowadzano
dla szeregdw czasowych o réznej diugo$ci (n=50, 100, 150, 200) i przy
zalozeniu réznej diugosci odcinkéw, na ktére szeregi te byly dzielone.
Wyniki badan przedstawiono w tabeli 3. '

Rezultaty, ktére uzyskano w wyniku badania mocy testu stacjonar-
nosci w przypadku realizacji niestacjonarnych proceséw AR(1l) wydawaly
sie by¢ obiecujgce. We wszystkich bowiem przypadkach prawdopodobien-
stwo odrzucenia falszywej hipotezy zerowej bylo wysokie (0,85 — 1). Po-
niewaz przy postgpowaniu polegajacym na dwukrotnym zastosowaniu
testu serii nie ma mozliwo$ci okreslenia prawdopodobienstwa popelnienia
btedu I rodzaju, zdecydowano sie na podjecie badan symulacyjnych, ktére
umozliwilyby oszacowanie tego prawdopodobienstwa. Badania ograniczo-
no jedynie do realizacji procesu AR(1) z 0,;,=0,8, gdyz juz pierwsze wy-
niki przekreslily praktyczng przydatno$¢ analizowanego testu. Okazalo
sie bowiem, ze dla n=50 i m==5 stacjonarnos¢ zostala stwierdzona jedy-
nie w 21 na 100 powtérzen, dla n=100, m=10 w 22 powtoérzeniach, dla
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Tab. 4. Empiryczny rozkitad estymatora parametru oau
Empirical distribution of the estimator of parameter an

!l AR() an=—0,99 ’ AR(1) an=—1 | AR(1) an=—1,01

Przedzial
klasowy n=50 n=100 n=200 {n=50 n=100 n=200 {n=50 n=100 n=200
n=300 n=300 n=300
ponizej (—1,175) 02 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(—1,175)—(—1,15) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(—1,15)—(—1,125) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(—1,125)—(—-1,1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 i)
(—1,1)+—1,075) 0 0 0 ] 0 0 0 0 0 0 0 0
(—1,075)—(—1,05) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(—1,05)—(—1,025) 3 0 0 0 2 0 0 0 3 0 0 0
(—1,025)——1,000 24 10 4 1 35 3¢ 37 21 174 8 93 93
(—1,0)——0,975) 30 56 71 82 38 53 5 13 13 11 6 6
(—0,975)—(—0,95) 24 20 18 16 11 6 7 0 6 5 1 1
(—0,95)—(—0,925) 9 13 6 1 8 2 0 0 2 1 0 0
(—0,925)—(—0,9) 4 1 1 0 2 4 0 0 0 3 0 0
(—0,9)——0,875) 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
(—0,875)——0,85) 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
(—0,85)—(—0,825) 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
(—0,825)—(—0,8) 2 0 0 0 1 0 0 0 1 (] 0 0
powyzej (—0,8) 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a liczba ta okresla liczbe powtérzen, w ktérych estymator parametru au przyjat
warto$¢ ponizej (—1,175).

Zrédlo: Obliczenia wtasne.

n=100, m=15 w 12 powtoérzeniach, za§ dla n=300, m=15 zaledwie w 1
powtdrzeniu. W $wietle powyzszych uwag mozemy stwierdzié, ze stoso-
wane dotychczas metody badania stacjonarno$ci proceséw losowych sa
wysoce zawodne. O ile jednak metoda Boxa-Jenkinsa ma walory prak-
tyczne w przypadku szeregéw bardzo diugich, to oméwiony w pracy test
stacjonarnosci jest pozbawiony takich waloréw.

PROPOZYCJA METODY BADANIA STACJONARNOSCI
PROCESOW LOSOWYCH

Podstawe proponowanej w nijnieszej pracy metody badania stacjonar-
no$ci stanowi hipoteza, ze w przypadku rozwazania niestacjonarnego
procesu losowego jako procesu AR(1), uzyskana klasyczng metodg naj-
mniejszych kwadratow ocena parametru a, przyjmuje wartosé wickszg
lub réwng 1. Powyzszg hipoteze weryfikowano w oparciu o wyniki badan
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Tab. 5. Empiryczny rozkiad estymatora parametru an
Empirical distribution of the estimator of parameter an

AR (1) a11=0,99 AR (1) an=1 ‘ AR (1) a11=1,01

Przedzial

klasowy n=50 n=100 n=200 |n=50 n=100 n=200 {n=50 n=100 n=200

) n=300 n=300 n=300
ponizej 0,8 12 0 0 0 1 1 0 0 9 0 0 0
0,8—0,825 7 0 1 0 4 1 0 0 4 0 0 0
0,825—0,85 6 2 0 0 10 4 0 0 2 2 0 0
0,85—40,875 T 5 0 0 12 4 1 0 3 1 0 0
0,875—0,9 11 3 3 1 8 4 1 0 8 0 1 0
0,9—0,925 6 9 2 0 14 12 1 [\ 15 1 0 0
0,925—0,95 22 27 12 14 20 20 6 6 9 8 0 0
0,95—0,975 16 28 37 34 14 23 31 21 15 15 5 3
0,975—1 10 24 44 49 8 27 55 64 17 31 10 ki

1—1,025 3 2 1 2 3 4 5 9 15 42 84 90
1,025—1,05 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0
1,05—1,075 0 0 0 0 0 0 0 1] 1 0 0 0
1,075—1,1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1}
1,1—1,125 0 1} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1,125—1,15 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0
1,15—1,175 0 0 0 0 0 0 0 0 1] 0 0 0

Zrodio: Obliczenia wtasne.

symulacyjnych przeprowadzonych dla wybranych stacjonarnych i niesta-
cjonarnych autoregresyjnych proceséw losowych.

Procesy te dobierano w ten sposéb, by pierwiastki odpowiadajgcych
im réwnan charakterystycznych znajdowaly sie¢ w poblizu lub na granicy
stacjonarnosci. Zgodnie z formulg (14) generowano realizacje nastepuja-
cych procesow losowych:

AR(1):a,;,=0,99; oy =1; a,;,=1,01
o=—0,99; a,=—1; a,=—1,01
AR(2):ay=1,1; a,=—0,1 — proces niestacjonarny (pierwiastek na
granicy stacjonarno$ci),
ay=1,1; 0@,=-—0,09 — proces niestacjonarny,
any=1,1; a,=—0,11 — proces stacjonarny,
ay=—0,21; a,,=0,808 — proces niestacjonarny,
ay:—0,2; a;,,=0,8 — proces niestacjonarny (pierwiastek
na granicy stacjonarnosci
0, =—0,19; @,=0,792 — proces stacjonarny

AR(3)'oy=1,1; @;,=0,32; oa;p=—0,42 — proces niestacjonarny
(pierwiastek na granicy
stacjonarnoéci)

a;=1,11; 0,=0,319; o5=—0,4242 — proces niestacjonarny

7
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Tab. 6. Empiryczny rozklad estymatora parametru an
Empirical distribution of the estimator of parameter an

AR (2) az1=1,1 AR (2) a21=1,1 AR (1) a21=11
Przedziat az2=—0,11 az2==—0,1 az2==—0,09
klasowy n=50 n=100 n=200 |{n=50 n=100 n=200 |n=50 n=100 n=200
n=300 n==300 n=300
ponizej 0,8 11 0 0 0 4 0 0 0 8 0 0 0
0,8—0,825 2 1 1} 0 4 1 0 0 1 0 0 0
0,825—0,85 8 0 (1] 0 4 1 0 0 0 0 0 0
0,85—0,875 4 4 0 0 2 3 0 0 8 0 0 0
0,875—0,9 14 4 0 0 13 3 0 0 6 2 0 0
0,9—0,925 14 13 3 1 20 9 2 0 8 4 0 0
0,925—0,95 18 25 5 3 15 11 6 0 11 1 1 0
0,95—0,975 15 29 30 23 16 33 27 20 17 9 4 0
0,975—1,0 9 22 61 68 15 37 57 9 23 22 7 4
1,0—1,025 5 2 1 0 7 2 8 1 20 61 88 96
1,025—1,05 0 0 0 0 0 0 0 0 3 1 0 0
1,05—1,075 o o 0 o0 o0 ©O0 O o0 0 o0 o0 ©
1,075—1,1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 14 1}
1,1—1,125 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o
1,125—1,15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a
1,15—1,175 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Zré6dlo: Obliczenia wtlasne.
a,=1,11; @3,=0,319; oa;=—0,4242 — proces niestacjonarny
o,y =1; 0.5,==0,33; a3=—0,37 — proces stacjonarny

Pojedynczy eksperyment polegal na 100-krotnym wygenerowaniu rea-
lizacji jednego z wymienionych wyzej proceséw. Na podstawie kazde]
realizacji w oparciu o metode najmniejszych kwadratéow szacowano pa-
rametr o, modelu AR(1). Uwzgledniajac wyniki dla wszystkich 100 po-
wtérzen uzyskiwano empiryczne rozklady estymatora parametru o,. Ba-
dania przeprowadzono dla préb o liczebnoSciach n=>50, 100, 200 i 300.
Uzyskiwane wyniki zamieszczono w tabelach 4, 5, 6, 7 i 8.

Szczegdélowa analiza informacji zawartych w tabelach 4—8 pozwala
stwierdzi¢, ze dla 200 i 300 elementowych realizacji proceséw niestacjonar-
nych o pierwiastkach réwnania charakterystycznego znajdujgcych sie wew-
natrz okregu o promieniu jednostkowym w okolo 90% eksperymentow
uzyskiwano ocene o, powyzej wartosci 1 lub poniezj wartoSci — 1. Dla
préb 50 i 100 elementowych wyniki te nie byly juz tak korzystne i ksztatto-
waly sie odpowiednio na poziomie okoto 15—20%0 oraz 42—60%0. Wida¢ jed-
nak wyraznie, ze w przypadku, gdy bezwzgledna warto$¢ z oceny parame-
tru a,, jest wieksza lub réowna 1, to proces reprezentowany przez dang pro-
be mozna zakwalifikowaé¢ do klasy niestacjonarnych. Rozklad estymatora
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Tab. 7. Empiryczny rozkiad estymatora parametru an
Empirical distribution of the estimator of parameter an

AR (2) az1=—021 | AR azm=—02 | AR(2) azi=—0,19

Przedziat az22=0,808 a22=0,8 022=10,792

klasowy n=50 n=100 n=200 [n=50 n=100 n=200 |n=50 n=100 n=200
n=300 n=300 n=300

ponizej (—1,175) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(—1,175)——1,15) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(—1,15)—(—1,125) 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0
(—1,125—~—1,1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(—1,1)—(—1,075) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(—1,075)—(—1,05) 0 0 0 0 0 0 ] 0 0 0 0 0
(—1,05)—(—1,025) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 0
(—1,025)—(—1,0) 35 61 75 90 4 7 2 3 1 0 0 0
(—1,0)—(—0,975) 36 16 10 5 23 36 40 48 6 10 2 1
(—0,975)—(—0,95) 7 7 2 2 19 13 21 20 7 8 10 15
(—0,95)—(—0,925) 7 3 4 2 9 7 14 7 15 15 19 16
(—0,925)—(—0,9) 2 1 3 0 4 8 7 5 10 9 13 19
(—0,9)—(—10,875) 2 3 3 0 2 1 2 5 9 10 10 19
(—0,875)—(—0,85) 1 1 0 0 6 5 1 4 10 8 8 8
(—0,85)—(—0,825) 2 2 1 1 3 2 4 3 3 7 9 1
(—0,825)-«—0,8) 1 3 0 0 4 2 2 1 2 4 4 4
powyzej (—0,8) 7 3 2 0 26 13 0 4 31 2 25 11

Zrédlo: Obliczenia wlasne.

uzyskany dla proceséw stacjonarnych wyraznie wskazuje, ze przy wyko-
rzystaniu powyzszej uwagi do badania stacjonarnosci prawdopodobienstwo
popeinienia bledu polegajgcego na zakwalifikowaniu procesu stacjonarne-
go do klasy niestacjonarnych jest bardzo mate i nalezy do przedzialu od
0 do 0,05. Latwo zauwazy¢, ze w przypadku proceséw niestacjonarnych
dla préb o liczbie obserwacji 200 i 300 prawdopodobienstwo tego, ze bez-
wzgledna warto$¢ oceny parametru a; jest mniejsza od 0,95 jest male
i nalezy do przedzialu od 0 do 0,1. Dla 100 prob elementowych male jest
prawdopodobienstwo tego, ze bezwzgledna wartos$¢ oceny parametru ay; jest
mniejsza od 0,925. Nalezy ono do przedzialu od 0 do 0,2. W przypadku
préb 50 elementowych trudno jest méwi¢ o jakiejkolwiek prawidlowoscei.

W $wietle powyzszych uwag mozna stwierdzi¢, ze zaré6wno dla préb
matych, jak i duzych wystagpienie wiekszej lub réwnej 1, bgdz mniejszej
lub réwnej —1 warto$ci estymatora parametru o, pozwala stwierdzi¢
niestacjonarnos¢ procesu reprezentowanego przez dany szereg czasowy
z niewielkim prawdopodobienstwem popelnienia bledu. W przypadku
prob o liczbie obserwacji wiekszej lub rownej 100 wystgpienie bezwzgle-
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Tab. 8. Empiryczny rozklad estymatora parametru an
Empirical distribution of the estimator of parameter an

AR (3) as1=1 AR (3) as1=1,1 AR (3) ann=1,11
32=0,33 as2=0,32 o32=0,32
Wartoséé o3s=—0,378 as=—0,42 ass=—0,42
estymatora
n=50 n=100 n=200 {n=50 n=100 n=200 |n=50 n=100 n=200
n=300 n=300 n=300
ponizej 0,8 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,8—0,825 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0
0,825—0,85 1 0 1] 0 1 0 0 0 3 0 0 0
0,85—0,875 8 3 0 0 4 0 0 0 5 0 0 0
0,875—0,9 11 3 0 0 6 0 0 0 2 0 0 0
0,9—0,925 16 17 2 0 8 2 0 ] 6 0 0 0
0,925—0,95 19 21 21 13 21 6 0 0 12 3 0 0
0,95—0,975 23 41 61 179 19 24 8 0 28 6 1 0
0,975—1 14 15 10 g 21 48 66 1 24 32 7 4
1—1,025 3 0 0 0 13 19 26 22 11 52 92 96
1,025—1,05 1 0 0 0 4 1 0 0 8 7 0 0
1,056—1,075 1 0 0 0 1 0 0 o 1 0 0 1]
1,075—1,1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1,1—1,125 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1,125—1,15 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0 0
1,15—1,175 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Zré6dlo: Obliczenia wlasne.

dnej wartosci estymatora parametru a,, na poziomie nizszym od 0,925
pozwala zakwalifikowaé proces reprezentowany przez dany szereg czaso-
wy do klasy stacjonarnych. Przedstawione powyzej wnioski stanowig
przekonywajacg podstawe proponowanej w pracy metody badania sta-
cjonarnosci.

Metoda ta nie rozstrzyga problemu stacjonarnosci badz niestacjonar-
nosci w sytuacji, gdy bezwzgledna warto$¢ oceny parametru a; nalezy
do przedzialu (0,925; 1). Proponuje sie, by w takiej sytuacji proces byt
niestacjonarny, czyli, aby badaniu stacjonarnosci zgodnie z przedstawio-
nymi wyzej uwagami poddany zostal szereg pierwszych badZz kolejnych
roéznic.

ZAKONCZENIE

Przeprowadzone w pracy badania upowazniaja do sformulowania na-
stepujacych wnioskéw:

1. Medianowy test serii nie daje mozliwo$ci wiarygodnego rozstrzy-
gania problemu stacjonarno$ci bgdz niestacjonarno$ci proceséw losowych;
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2. Rozroznienie realizacji proceséw losowych stacjonarnych i niesta-
cjonarnych w oparciu o analize zachowania warto$ci estymatora funkeji
autokorelacji jest w przypadku realizacji 50, 100 i czesto nawet 200 ele-
mentowych praktycznie niemozliwe;

3. W przypadku, gdy uzyskane w oparciu o metode najmniejszych
kwadratow oceny parametru e, procesu AR(1) charakteryzujg sie bez-
wzgledng wartoscig wiekszg lub réwng 1, to proces nalezy zaliczyé¢ do
klasy niestacjonarnych;

4. W przypadku, gdy bezwzgledna warto$¢ oceny parametru a, jest
mniejsza od 0,925, to proces mozna zaliczy¢ do klasy stacjonarnych;

5. Jezeli bezwzgledna warto$¢é oceny parametru oy, nalezy do przedzia-
tu (0,925; 1) nie ma mozliwosci okre$lenia, do jakiej klasy nalezy proces.
W takim przypadku nalezy proces ten rozwaza¢ jako proces niestacjo-
narny.
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PE3IOME

B craTbe 00CYXXAalOTCA NpPMMEHSEeMbI€ B HACTOALIEEe BPEMA METOMLI MCCJEeNoBa-
HMA CTAllMOHAPDHOCTM OJHOMEDHBIX CJyYaMHbBIX IPOLIECCOB, T.e. MeTo] Bokca-
-JIXKCHKMHCA ¥ MeOMaHHbUI TecT cepuy. OnmmMpasdch Ha Pe3yJNbTAThI CUMYJIALMOHHBIX
MCCIEIOBAHUI, aBTOp OOHApyXMBAaeT HECOBEDIIEHCTBO  HA3BAaHHBIX  METOMAOB,
B crarbe npepsiaraeTrca NpOlLleAypa, KOTOPas IPEACTABISAETCA KOHKYDEHTHON IIO
OTHOIUEGHUIO K HA3BaHHBIM BbIIO. llpeajaraeMas IpoLeAypa mpeacTasBiaser coboit
pe3yJbTaT CUMYJALMOHHBIX MCCJIEJOBAHMI, IPOBEAEHHBIX /MJA IIMPOKOTO Kiacca
CTALIMOHaPHBIX Y HECTALIMOHAPHBIX aBTOPErPECCUMBHBIX IIPOLECCOB,
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SUMMARY

The paper presents an evaluation of the methods which so far have been ap-
plied to study stationarity of one-dimensional Stochastic processes. These methods
are Box-Jenkins’ method and a median series test. The results of simulation stu-
dies prove the deceptiveness of the methods under discussion. A procedure was put
forward which seems to be competivite in relation to the ones mentioned above.
This procedure is a result of simulation studies conducted for a wide class of sta-
tionary and non-stationary auto-regressive processes.



