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UWAGI TERMINOLOGICZNE

Prognozowaniem nazywamy oparte o naukowe podstawy przewidywanie prze-
biegu i stanu mozliwych (prawdopodobnych) przyszlych zdarzeii. Konkretny wynik
procesu przewidywania okreslamy mianem prognozy. W wielu osrodkach badaw-
czych na calym swiecie konstruuje si¢ obecnie szereg réznego rodzaju prognoz. W li-
teraturze polskiej najczesciej mozna spotkad si¢ z nastepujaca klasyfikacja prognoz:!

Kryterium podzialu Rodzaje prognoz
horyzont czasowy prognozy krétko-, srednio- i dlugoterminowe, perspek-

tywiczne i ponadperspektywiczne, operacyjne i stra-
tegiczne (rozpoznawcze),

charakter lub struktura prognozy proste i zlozone, prognozy zjawisk tvpu
ilosciowego i jakosciowego,
stopieni szczegdlowosci prognozy ogolne i szczeglowe, prognozy calosciowe

(globalne lub kompleksowe) i czesciowe (fragmenta-
ryczne lub odcinkowe), makro- i mikroekonomiczne,

zasigg terenowy prognozy $wiatowe, miedzynarodowe, krajowe i regio-
nalne, ,
. metoda opracowania prognozy indukcyjne i dedukcyjne, minimalne,

srednie 1 maksymalne, czyste (pierwotne) i weryfiko-
wane, modelowe,
cel lub funkcja prognozy ostrzegawcze, badawcze i normatywne, pa-

sywne i aktywne.

1 K. Secomski: Prognostyka. Wiedza Powszechna, Warszawa 1971, s. 51.
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Wydaje sie, ze najwazniejszym kryterium klasyfikacji prognoz jest horyzont cza-
sowy, tj. zbior tych wszystkich przyszlych okreséw, dla ktérych budowane sa pro-
gnozy. Prognozami krétkookresowymi nazywamy takie, ktore zostaly sporzadzone
na okres nie przekraczajacy roku. Prognhozy sredniookresowe dotycza okresu od
2 do 5 lat, a dlugookresowe — obejmuja ponad 5 lat. Dodaé przy tym nalezy,
ze podzial ten ma orientacyjny charakter. Klasyfikacja prognoz z punktu widze-
nia horyzontu czasowego jest bowiem uzalezniona od dziedziny prognozowania
{obiektéw prognozy), np. A. Filasiewicz dzieli prognozy wedlug kryterium czaso-
wego w nastepujacy sposéb:?

Rodzaje prognoz  Dlugoterminowe Srednioterminowe Krétkoterminowe

gospodarcze 10-13 lat 2-10 lat ponizej 2 lat
rozwoju techniki 7-15 lat 3-7 lat 1-3 lat
meteorologiczne 10-100 dni 3-10 dni 1-2 dni
morskie ' 10 dni 1-10 dni 1-24 godzin
lawin 2-5 dni 15-48 godzin 2-15 godzin

W miar¢ wydluzania horyzontu czasowego prognozy, jej trafnosé (pewnosé)
ulega zmniejszeniu. W otaczajacej nas rzeczywistosci obserwujemy bowiem ciagle
zmiany; jedne zjawiska sa dos¢ stabilne, inne za§ — zmieniaja si¢ w szybkim tem-
pie. W tej sytuacji pewniejsza jest prognoza zbudowana na najblizsze okresy, gdyz
blad prognozy, tj. réznica miedzy prognoza a faktyczna wartoscia, jaka przyjmie
zmienna prognozowana w okresie prognozowanym, bedzie z pewnoscia znacznie
mniejszy niz w przypadku odleglejszego okresu prognozowanego (horyzontu pro-
gnozy). Zwiekszenie pewnosci prognoz mozna — oprdcz skracania horyzontu cza-
sowego — ostagnaé poprzez:

1) zastosowanie kilku metod prognozowania i poréwnanie ich wynikéw,

2) poréwnanie otrzymanej prognozy z innymi podanymi wczesniej w literaturze
przedmiotu, a odnoszacymi sie do tego samego problemu,

3) potwierdzenie otrzymanych wynikéw poprzez logiczne lub matematyczne
wyprowadzenie wnioskéw ze znanych juz prognoz,

4) przeprowadzenie weryfikacji merytoryczne;j.

Przy budowie prognoz wykorzystywane sa rézne metody. Mozna je podzieli¢
na dwie grupy: statystyczno-matematyczne i niematematyczne. Metody staty-
styczno-matematyczne bazuja na modelach ekonometrycznych (jednoréwnaniowych
badZ wieloréwnaniowych). Model ekonometryczny — to réwnanie (lub uklad
réwnan), ktére w sposéb przyblizony przedstawia zasadnicze powiazania ilosciowe
wystepujace miedzy rozpatrywanymi zjawiskami. Proces wnioskowania w przyszloéé
na podstawie modelu ekonometrycznego okreslany jest mianem predykeji ekono-
metrycznej. Przykladem modeli ekonometrycznych jednoréwnaniowych moga byé
funkcje regresji, czy tez klasyczne modele trendu. Z niematematycznych metod pro-
gnozowania mozna wymieni¢ metody ankietowe, intuicyjne, metode ekspertyz, ko-

2 A. Filasiewicz: Prognoza, program, plan. Wiedza Powszechna, Warszawa 1971, s. 57.
3 A. Zeliaé: Teoria prognozy, PWE, Warszawa 1984, s. 21.
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lejnych przyblizeii, delficka, metody analogowe, modelowe, metode refleksji.* W dal-
szej czgsel tego artykulu zajmiemy si¢ jedynie metodami prognozowania opartymi
o funkcje regresji i trendu (tendencji rozwojowe}). Funkcje te sluza do konstrukeji
prognoz ilosciowych, tj. takich, w ktorych chodzi o liczbowa ocene wartosci zmien-
nej prognozowanej w okresie prognozowanym. Prognozy ilosciowe mozna podzielié
na punktowe i przedzialowe. Prognoza ilosciowa punktowa dana jest za pomoca
jednej liczby, stanowiacej mozliwie dobre przyblizenie przyszlej realizacji zmicnnej
prognozowanej. Predykcja przedzialowa polega na wyznaczeniu przedziatu liczbo-
wego, o ktorym z okreslonym prawdopodobienistwem mozna twierdzié, ze bedazie
zawieraé przyszla realizacje zmiennej prognozowanej, czyli:

Plyrprel}=1-a (1)
gdzie ypp oznacza warto$¢ prognozy dla zmiennej prognozowanej Y7 okresie
prognozowanym T, I, jest przedzialem liczbowym, natomiast 1 — a jest z géry
obranym, bliskim jednosci prawdopodobieiistwem. Za 1 — o najczesciej przyjmuje
si¢ prawdopodobienstwa 0,901 0,95. W literaturze przedmiotu prawdopodobienstwo
1 — a okreslane jest mianem wiarygodnosci prognozy.

Z uwagi na zakladane z gory duze prawdopodobiefistwo 1 — a spelnienia sie
prognozy, predykcja przedzialowa jest bardziej przydatna w praktyce niz punktowa.
Dla zbudowania prognoz przedzialowych konieczna jest jednak znajomosé typu
rozkladu skladnika losowego modelu wykorzystywanego dla celéw predykcji (model
ten okreslamy mianem predyktora).

Na podkreslenie zasluguje fakt, ze nie kazdy model ekonometryczny moze sta-
nowi¢ podstawe do budowy prognoz. Dla celéw prognozowania moga byé wykorzy-
stywane tylko takie modele, ktére spelniaja tzw. podstawowe zalozenia ekonome-
trycznego wnioskowania w przyszlosé, ktérymi sa:®

1) znajomosé postaci analitycznej, ocen parametréw strukturalnych i para-
metrow struktury stochastycznej modelu opisujacego ksztaltowanie si¢ zmiennej
prognozowanej, _ '

2) stabilnos¢ czasowa struktury opisywanych przez dany model zjawisk. Zaloze-
nie to dotyczy nie tylko przedzialu czasowego, z ktdrego pochodzily dane dotyczace
przeszlosci (tzw. przedzialu czasowego préby), ale réwniez okresu prognozowanego.
Dopuszczalne sa tylko powolne i regularne zmiany struktury,

3) stabilnos$é rozkladu skladnika losowego w przedziale czasowym préby i w
okresie prognozowanym,

4) znajomo$é wartosci zmiennych objasniajacych modelu w okresie prognozowa-
nym. Przewidywane wartosci zmiennych objasniajacych dla okresu prognozowanego
mozna ustalié nastepujaco:

a) jezeli zmienne objasniajace sa wskaznikami bedacymi przedmiotem planowa-
nia gospodarczego (np. wielkosé¢ dochodu narodowego, placa realna, wielkosé¢ inwe-

4 Szersze informacje dotyczace tych metod moina znaleié m.in. w pracach: A. Zelia$:
Teoria. .., op. cit.; Praktyczne metody predykcyi, SGPiS, Warszawa 1975 oraz w pracy -zbiorowej
pod red. M. Cieslak: Nicklasyczne metody prognozowania, PWN, Warszawa 1983,

5 2. Pawlowski: Elementy ekonometrii, PWN, Warszawa 1981, s. 283-284.



340 - Mieczyslaw Sobczyk

stycji), to wartosci zmiennych objasniajacych wystepujacych w modelu w okresie
prognozowanym ustalane sa na poziomie zalozonym w planie,

b) poprzez wykorzystanie istniejacych juz prognoz tych zmiennych,

¢) wdrodze wyznaczenia trendéw tych zmiennych, a nastepnie ich ekstrapolacje,

d) poprzez budowe dla kazdej zmiennej objasniajacej nowego modelu i wyzna-
czenie prognoz w oparciu o te modele,

5) dopuszczalnosé ekstrapolacji modelu poza zaobserwowany w probie obszar
zmiennosci zmiennych objasniajacych. W przypadku, gdy zmienne objasniajace w
okresie prognozowanym beda charakteryzowaé si¢ istotnymi zmianami dynamiki
znacznie odbiegajacymi od przedzialu czasowego préby, to ekstrapolacja modelu
poza zaobserwowany w prébie obszar zmiennosci zmiennych objasniajacych bedzie
nieuzasadniona. Dodaé przy tym trzeba, ze zalozenie dopuszczalnosci ekstrapolacji
modelu — w przeciwienstwie do pozostalych — jest trudne do empirycznej weryfi-
kacji.

W procesie wnioskowania w przyszlosé moga byé wykorzystywane rézne zasady,
tj. reguly postepowania na podstawie ktérych budowane sa prognozy. W przypadku
predykeji ilosciowej najczesciej bierze sie pod uwage dwie zasady, a mianowicie:
zasade predykcji nieobciazonej oraz zasade predykcji wedlug najwiekszego praw-
dopodobieristwa. Zasada predykcji nieobciazonej polega na ustaleniu prognozy na
poziomie wartosci oczekiwanej zmiennej prognozowanej w okresie prognozowanym
T, tzn.: '

Yrp = E(YT) 2)

gdzie YT jest zmienna prognozowana w okresie prognozowanym, Yy p jest wartoscia
prognozy dla okresu T, natomiast symbol E jest operatorem wartosci oczekiwanej
(nadziei matematycznej).

Jezeli proces wnioskowania w prayszloéé jest wielokrotnie powtarzany (np.
systematycznie sporzadzane prognozy popytu konsumpcyjnego), to prognozujac
zgodnie z zasada predykcji nieobciazonej otrzymujemy — srednio — ani nie
zawyzone, ani nie zanizone oceny przyszlych realizacji zmiennej prognozowanej.
Wynika to z tego, ze w dostatecznie dlugim ciagu prognoz popelnione bledy
dodatnie réwnowaza sie z ujemnymi.

W przypadku, gdy wnioskowanie w przyszlosé ma charakter jednorazowy lub
jest powtarzane w dlugich odstepach czasu nalezy postepowaé w taki sposéb, aby
zapewnié¢ maksimum szans realizacji tej jednej prognozy. W takich sytuacjach znaj-
duje zastosowanie zasada predykcji wedlug najwiekszego prawdopodobieiistwa. Po-
lega ona na ustaleniu prognozy na poziomie najbardziej prawdopodobnej wartosci
zmiennej prognozowanej, czyli na poziomie dominanty:

Yrp = mr(y) . (3)

gdzie mr(y) oznacza dominante rozkladu zmiennej prognozowanej Yy w okresie
T. Tak wigc, jesli zmienna prognozowana ma charakter skokowy, za prognoze tej
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zmiennej przyjmuje sie wéwczas te jej wartosé, ktdrej odpowiada najwicksze praw-
dopodobieristwo realizacji w okreste T. Natomiast w przypadku zmiennej ciaglej,
za prognoz¢ przyjmujemy te warto$¢ zmiennej prognozowanej, ktore) odpowiada
maksimum funkcji gestosci prawdopodobieristwa rozkladu tej zmienne;j.

Podstawowe zalozenia teorii predykcji ekonometrycznej uzupelniane sa zazwy-
cza] dwoma dodatkowymi postulatami. Pierwszy z nich glosi, e efektem pre-
dykeji powinna byé nie tylko odpowiednia prognoza, lecz takze ocena rzedu jej
dokladnosci. Drugi postulat wskazuje, ze gdy mozliwa jest konstrukcja prognozy
kilkoma sposobami, to nalezy wybraé ten, ktérego miernik rzedu dokladnosci pre-
dykcji jest najlepszy. ——

Ocena dokladnosci skonstruowanych prognoz moze by¢ przeprowadzona w dwo-
Jjaki sposéb: 1) przez podanie oczekiwane]j wartosci odchylen rzeczywistych realiza-
¢ji zmiennej prognozowanej od prognozy (blad sredni predykeji), 2) przez oblicze-
nie sredniego bledu prognozy. Pierwszy sposéb jest miernikiem dokladnosci ez ante,
drugi za§ — miernikiem dokladnosci ex post. Przy predykeji przedzialowej mierni-
kami rzgdu dokladnosci wnioskowania w przyszlosé sa: 1) z gory przyjete prawdo-
podobienistwo 1 — a, 2) dlugosé przedzialu predykeji I,. Przy ustalonej dlugosci
przedzialu sytuacja jest tym korzystniejsza, im wyzsze (blizsze jednosci) jest praw-
dopodobienstwo 1—a. Natomiast przy ustalonym prawdopodobienstwie 1 —a wnio-
skowanie jest tym korzystniejsze, im krotszy jest przedzial predykeji .

Blad sredni predykcji (miernik dokladnosci predykcji ez ante) definiujemy
nastepujaco:

Vr = VE(Yr — yrp)? (4)

Roéznica migdzy zmienna prognozowana w okresie prognozowanym a wartoscia
prognozy nazywana jest bledem predykcji. Przy stosowaniu zasady predykcji
nieobciazonej spelniona jest réwnosé (2). Stad tez blad sredni predykcji jest miara
rzedu odchylen zmiennej prognozowanej od postawionej prognozy w dlugim ciagu
okreséw prognozowanych charakteryzujacych sie tymi samymi wartosciami zmien-
nych objasniajacych. W praktyce wygodniej jest poslugiwaé si¢ wzglednym srednim
bledem predykeji obliczanym wedlug wzoru:

Vr = T 100% (5)
yrp
Wizgledny Sredni blad predykeji informuje o tym, jaka procentowo cze$é prognozy
stanowi sredni blad predykcji. Prognoza jest tym lepsza, im mniejsze sa wartosci
Vr. Korzystajac z tego formuluje si¢ czesto kryterium dopuszczalnosci prognozy w
postaci nieréwnosci:

Vr<y dla >0 (6)

gdzie v jest dana z géry liczba (zwykle wyrazona w procentach), zalezna od
konkretnej sytuacji oraz praktycznych potrzeb w zakresie wymaganej dokladnosci
formulowanych prognoz. Oznacza to, ze wielkosci ¥ moga ksztaltowal sie réznie
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dla réznych zmiennych prognozowanych i odiniennych warunkéw dokonywania
predykcji. Prognozy spelniajace relacje (6) nazywamy prognozami dopuszczalnymi.
W przypadku prognoz przedzialowych kryterium dopuszczalnodei formuluje sig
jako:

P{Yr —yrprl<e}>21~a (7)

gdzie € > O oraz 0 < 1 —a < 1 s3 z géry obranymi liczbami. W zastosowaniach
praktycznych liczbg £ ustala si¢ na stosunkowo niskim poziomie, natomiast prawdo-
podobielistwo 1 —a na mozliwie wysokim poziomie. Konkretny dobér tych wielkosci
zalezy od okreslonych warunkéw, decydujacych o praktycznej przydatnosci prognoz.

Sredni blad prognozy (miernik dokladnosci ex post) jest pierwiastkiem kwadra-
towym z wariancji bledu prognozy, tzn.:

l n+m
Sp=,= Y (Yr-wrp)? (T=n+1,...,n+m) (8)
T=n+1

gdzie yr oznacza rzeczywiste realizacje zmiennej Y w okresie prognozowanym
T,yrp — wartosci prognozy dla zmiennej Y w okresie 7', natomiast m jest liczba
naturalng okreslajaca odleglosé okresu prognozowanego od okresu biezacego.

Sredni blad prognozy informuje, o ile — grednio rzecz biorac — rzeczywiste re-
alizacje zmiennej prognozowanej réznia si¢ od wyznaczonych prognoz. Oczywistym
jest, ze miernik (8) mozna obliczy¢ dopiero po zrealizowaniu si¢ m prognoz wskutek
uplywu czasu (prognozy takie okreslamy mianem prognoz wygaslych).

PROGNOZOWANIE NA PODSTAWIE FUNKCJI REGRESIJI

Metoda prognozowania wykorzystujaca funkcje regresji wymaga uprzedniego
rozwigzania szeregu probleméw, a mianowicie: wyboru analitycznej postaci funkeji,
doboru najlepszego zbioru zmiennych objasniajacych, wyboru metody estymacji
parametrow, wyznaczenia wartosci zmiennych objasniajacych w okresie prognozo-
wanym, wreszcie — wyboru odpowiedniej metody predykcji. Podstawa predyk-
¢ji moze byé tylko taka funkcja regresji, ktéra charakteryzuje sie wlasno$ciami
predyktywnymi, tzn. dobrym dopasowaniem do danych empirycznych. Na dobre
‘dopasowanie funkcji do danych empirycznych wskazuja niskie érednie bledy sza-
cunku parametréow strukturalnych, mala wariancja skladnikéw resztowych oraz nie-
wielka wartosé wspélczynnika zbieznosci p?. Majac dang funkcjg regresji spelniajaca
powyzsze warunki oraz przyjmujac zasade ,status quo” (tzn. zakladajac nie-
zmiennos¢ funkcji w okresie prognozowanym) mozemy przystapi¢ do ustalenia
wartosci zmiennej prognozowanej w okresie prognozowanym 7. W tym celu do
funkeji regresji podstawiamy wartosci zmiennych objasniajacych w okresie objetym
prognoza. Czynnos¢ ta nosi nazwe ekstrapolacji funkeji regresji poza prébe, a otrzy-
mane w jej wyniku prognozy ckreslane sa mianem prognoz zlozonych (z uwagi
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na wystepujaca zazwyczaj wieksza liczbe zmiennych objasniajacych). Po ustaleniu
prognozy, mozna przystapié¢ do okreslenia bledu predykeji. Procedure wyznaczania
prognoz w oparciu o funkcje regresji zilustrujemy konkretnym przykladem.

W celu zbadania zaleznosci pomiedzy wysokoscia obrotéw (Y') w sklepach pew-
nej branzy a liczba zatrudnionych (X'}) i powierzchnia uzytkowg sklepéw wyrazona
w dziesiatkach m?(X,) zebrano niezbedne informacje w 7 kolejnych jednostkach
czasu (jédnostkami tymi moga by¢ np. lata). Informacje te przedstawiaja sie
nastepujaco:

3 4 5 6 7
7 9 12 15 20
9 15 8 12 16
3 9 17 14 16

Jednostki czasu 1
Obroty w mid zi 2
Zatrudnienie w osobach 3
Powierzchnia uzytkowa 5

O Db

1

Jednoréwnaniowy model ekonometryczny o postaci liniowej funkcji regresji
mozna w tym przypadku zapisa¢ w nastepujacej postaci ogélnej:

i = a0+ a1 Xn +a2Xi2 + & (9

gdzie Y; jest zmienna objasniana, X, i Xi2 — zmiennymi objasniajacymi, a,,
a1, az — parametrami strukturalnymi, §; — skladnikiem losowym, natomiast
t=1,2,...,7 oznacza numer okresu (obserwacji na zmiennej).

Przy szacowaniu funkcji (9) niezwykle wygodny jest zapis wektorowo-macie-
rzowy. Réwnanie (9) w notacji wektorowo-macierzowej przyjmuje postaé:

Y =Xa+¢ (10)

W postaci rozwinigtej réwnanie macierzowe (10) zapisujemy jako:

N 1 213 -+ znik a, &
v2 1 2z -+ zn ay 2
N el B . . A I (11)
Yn Yn 2Zp2 - Znk Qp én
Natomiast relacje, w ktérej wartosci parametréw strukturalnych a; (i = 0,1,2,...,k%)

zastapiono ich ocenami a;, a skladnik losowy &, jego realizacjami u, (resztami)
mozna zapisa¢ w postaci:

Y=Xa+u (12)

gdzie: Y — wektor kolumnowy realizacji wartoéci zmiennej objasnianej o wymiarach
nzl, X — macierz realizacji wartosci zmiennych objasniajacych o wymiarach
nz(k + 1), u — wektor kolumnowy reszt o wymiarach nz1.

Podstawowa metoda estymacji parametréw strukturalnych jednoréwnaniowego
modelu ekonometrycznego jest klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw (KMNK).



344 Mieczyslaw Sobczyk

Przy zalozeniu, ze spelnione sa warunki stosowalnosci KMNK, oceny parametréw
strukturalnych otrzymujemy ze wzoru:

a=(X'X)"tX'y (13)
gdzie symbol ’ jest znakiem transpozycji. _
Przystepujac do wyznaczenia wektora ocen parametréw strukturalnych a
wedlug wzoru (13) naleiy w pierwszej kolejnosci wyznaczy¢ iloczyn macierzy trans-
ponowanej (przestawionej) X’ i macierzy X. Macierz transponowana X’ otrzymu-
jemy z macierzy X poprzez zastapienie wierszy kolumnami, kolumn zas.— wier-
szami. Wykorzystujac dane liczbowe z naszego przykladu mamy:

1 3 5
1 6 9
11 1 1 1 1 1]|1 9 13 7 69 83
X'X={36 915 8 12 16 ||1 15 9|=]|69 815 881
59 13 9 17 14 16 (1 8 17| | 83 881 1097
1 12 14
| 1 16 16 |

Z kolei nalezy wyznaczyé macierz odwrotna (X’'X)~!. Warunkiem koniecznym i
dostatecznym istnienia macierzy odwrotnej do danej macierzy kwadratowej jest,
aby macierz ta byla nieosobliwa, tzn. aby jej wyznacznik byl rézny od zera. W na-
szym przypadku mamy det X'X = 78880 # 0. Macierz X'X jest zatem macierza
nieosobliwa. Istnieje wigc macierz odwrotna do niej. W celu wyznaczenia macierzy
odwrotnej (X’X)~! znajdujemy najpierw dopelnienia algebraiczne wszystkich ele-
mentéw macierzy X’X. W naszym przykladzie macierz dopelnien algebraicznych
(X'X)P ma postaé:
117894 -2570 —6856
(X'X)P =] ~2570 790 —440
—6856 —440 944

Dzielac elementy macierzy dopelnieri algebraicznych (X’X)P przez wyznacznik
det(X’'X) otrzymujemy macierz odwrotna (X’'X)~1:

1 117894 ~2570 -~6856 [ 1,4946 -0,0326 —0,0868
(X'X)"! = 78880 —~2570 790 -440 | = | -0,0326 0,0100 -0,0056
-6856 —440 944 | —0,0869 —0,0056 0,0120

W kolejnym etapie nalezy znaleié iloczyn transponowanej macierzy X' i wektora y:
[ 2]
4
11 1 1 1 1 1 7 69
Xy=]13 6 9 15 8 12 16 9| =] 824
5 9 13 9 17 14 16 12 952

15
| 20

|
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Podstawiajac wszystkie wyniki posrednie do wzoru (13) otrzymujemy:

1,4946 -0,0326 -0,0869 69 —-6,4628
a=}{ -0,0326 0,0100 -0,0056 824 | = 0,6594
-0,0869 -0,0056  0,0120 952 0,8135

Liniowa funkcja regresji wysokosci obrotéw sklepéw (YY) wzgledem liczby zatrud-
nionych (X;) i powierzchni uzytkowej (X;), ma wigc nastepujaca postaé:

Uy = —6,4628 + 0,6594z,, + 0,8135x,

Wspdlczynnik regresji czastkowej ay = 0,6594 oznacza, ze przy stalej powierzchni
uzytkowej sklepéw (X3 = constans), wzrostowi liczby zatrudnionych o jedna osobe
odpowiada przecigtny wzrost obrotéw sklepdw réwny 0,6594 mid zl w skali rocznej.
Wspdlezynnik regresji czastkowej a; = 0,8135 oznacza, ze przy stalej liczbie
zatrudnionych (X; = constans) wzrostowi powierzchni uzytkowej sklepéw o kazde
10 m? odpowiada przecietny wzrost wartosci rocznych obrotéw o 0,8135 mln zl.

Dokonujac statystycznej weryfikacji oszacowanego modelu, obliczymy bledy
standardowe ocen parametréw strukturalnych a;. Oceny srednich bledéw szacunku
parametréw strukturalnych otrzymujemy w drodze pierwiastkowania elementéw
lezacych na gléwnej przekatnej macierzy wariancji i kowariancji. Macierz wariancji
i kowariancji powstaje przez przemnozenie wariancji skladnika resztowego S*(u)
przez macierz (X’X)~!. Oznaczajac macierz wariancji i kowariancji symbolem
D?*(a) otrzymujemy:

D*(a) = §*(u) (X' X)™ (14)

Macierz D?(a) ma wymiary kxk (k — liczba szacowanych parametréw). Elementy

znajdujace si¢ na gléwnej przekatnej macierzy D?(a) sa réwne wariancjom esty-

matoréw poszczegdlnych parametréw, tzn. element lezacy na przecigciu sig i-tego

wiersza i j-te) kolumny jest réwny wariancji estymatora a; (i = 0,1,...,k). Ele-

menty znajdujace si¢ poza gléwna przekatna sa réwne kowariancjom estymatoréw,

tzn. sa parametrami okreslajacymi stopien skorelowania dwéch estymatordéw.
Wariancje skladnika resztowego S?(u) obliczamy nastepujaco:

2y Yy—da'X'y
sty = L2 (15)
Wykorzystujac dane liczbowe z naszego przekladu mamy:
F g
4
7
vYy=[2 47 9 12 15 20]| 9 | =919
12
15
| 20 |
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69
adX'y= [ -6,4628 0,6594 0,8135 ] 824 | = 871,8644
952
Stad:
S(u) = 919 —871,8644 _ 1) 7g39

7-3
Macierz wariancji i kowariancji jest zatem réwna:
1,4946 —0,0326 -0,0869 ] [ 17,6122 —0,3842 —1,0240

D%*(a) = 11,7839 | —0,0326  0,0100 —0,0056 -0,3842 0,1178 -0,0660
—-0,0869 -0,0056 0,0120 -1,0240 ~0,0660 0,1414

Srednie bledy szacunku parametréw strukturalnych oszacowanej funkcji regresji
obliczymy nastepujaco:

D(a,) = /17, 6122 = 4,1967
D(a;) = /0,1178 = 0, 3432

D(az) = /0, 1414 = 0, 3760

Oszacowang w naszym przykladzie funkcje regresjo mozna wigc ostatecznie zapisaé
w postaci:

§o = -64628 + 0,659z, + 0,8135z4
(4,1967) (0,3432) (0,3760)

gdzie pod ocenami parametréw strukturalnych zapisane sa w nawiasach ich érednie
bledy szacunku.

Zbadamy teraz istotnosé¢ statystyczna otrzymanych ocen. Hipotez¢ zerowa
zapiszemy w postaci: H, : o; = 0, a hipotezg¢ alternatywna jako: Hy : o; # 0.
Statystyki t-Studenta obliczymy ze wzoru:

ai
"= Dl (16)
Podstawiajac odpowiednie dane z naszego przykladu do wzoru (16) mamy:

—6,4628

11067 - b

t(ao) =
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0,6594 .
o) = Gayg = L9213
0,8135

= 6
taz) = §razes =2, 1636

Przyjmujac poziom istotnosci o = 0, 1 odezytujemy z tablic rozkladu Studenta —
dla 4 stopni swobody — wartosé krytyczna t, = 1, 132. We wszystkich przypadkach
zachodzi |t| > t,. Oznacza to, ze zmienne objasniajace ry i ro wywicraja istotny
wplyw na ksztaltowanie sie zmiennej objasnianej Y.

Z kolei sprawdzimy, czy oszacowana funkcja regresji jest dobrze dopasowana do
danych empirycznych. W tym celu obliczymy wspdlczynnik zbieznosci p* wedtug

wzoru: i
502 _ vy—aX'y
yy— +(l'y)?
gdzie 1’ jest transponowanym wektorem jedynek.
Podstawiajac odpowiednie dane liczbowe z naszego przykladu do wzoru (17)
otrzymujemy:

(1m

2 919- 817 8644

= =0,1973
919 — — - 4761

Oszacowana funkcje regresji nalezy wiec ocenié jako do$é dobrze dopasowana do
danych empirycznych, gdyz jedynie 19,73% calkowitej zaobserwowanej zmiennosci
(wariancji) zmiennej Y jest dzielem przypadku. Pozostala cz¢éé (80,27%) calkowite;
zaobserwowanej zmiennosci zmiennej Y jest wyjasniona zmiennoscia przyjetych
zmiennych objasniajacych z; i 5. Ostatecznie mozemy wiec stwierdzié, ze oszaco-
wana funkcja regresji dobrze opisuje ksztaltowanie si¢ wielkosci obrotéw i moze byé
wykorzystana dla celéw prognozowania.

Tak wiec do prognozowania poziomu obrotéw w sklepach tej branzy w okresach

1 n 4+ 2 zostanie wykorzystany predyktor o postaci:

yr = —6,4628 + 0,6594z,7 + 0, 8135z,1

wartosci zmiennych objasniajacych (zatrudnienie i powierzchnia

»kresie n + 1 wyniosa odpowiednio: 18 i 22, natomiast w okresie

n+z—. 4, prognozy obrotéw wyznaczymy nast¢pujaco: dla okresu n + 1 :
P = —6,40z5 + 0,6594 - 18 + 0,8135-22 = 23,3034 mld zl, dla okresu n + 2 :
Yr = —6,4628 + 0,6594 - 20 + 0, 8135 - 24 = 26, 2492 mld zl. Srednie bledy predykecji

obliczamy ze wzoru:

k-1
Vr = ZX D2(a,)+2§: ZX,TX,Tcov(a,,a )+ 0% (18)
i=1 >3
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gdzie: X;r, X,7 — zalozone wartosci zmiennych objasniajacych w okresie prognozo-
wanym, D?*(a;) — wariancja estymatora a;, cov(a;, a,) — kowariancja estymatoréw
parametréw a;, a,, 03 — wariancja skladnika losowego w okresie prognozowanym
(praktycznie przyjmuje si¢, ze 0% = S%(u)).
Wstawiajac odpowiednie dane z naszego przykladu do wzoru (18) mamy:
— dla okresu n + 1:

VE=1%.17,6122 + 187 .0,1178 + 222 . 0, 1414 + 2 [1. 18 - (-0, 3842)+

+1-22-(~1,0240) + 18 - 22 - (~0,660)] + 11,7839 =
= 124,217 — 111,1592 + 11,7839 = 24, 8417
Stad Vi = /74,8417 = 4,98

— dla okresu n 4 2:
V2 =1-17,6122+20% - 0, 1178 + 242 - 0, 1414 + 2 [1. 20 - (=0, 3842)+

+1-24-(-1,0240) + 20 - 24 - (—0,660)] + 11,7839 =
= 146,1786 — 127,88 + 11,7839 = 30,0825
Stad Vr = /30,0825 = 5, 48.
Dla modelu jednoréwnaniowego wariancje predykcji mozna réwniez obliczyé
stosujac wzdr macierzowy o postaci:

V# = X.D*(a)) X + o (19)
gdzie X, jest wektorem zalozonych wartosici zmiennych objasniajacych w okresie

prognozowanym.
Podstawiajac odpowiednie dane liczbowe z naszego przykladu do wzoru (19)

otrzymujemy:
— dla okresu n 4 1:

17,6122 —0,33842 -1,0240 ] [ 1
VE=[1 18 22]| -0,3842  0,1178 —0,0660 | | 18 | + 11,7839 =

~1,0240 —0,0660 0,1414 | | 22
1

= [ ~11,8314 0,2842 0,8988 | | 18 | + 11,7839 = 24,8417
22

— dla okresu n + 2:
17,6122 -0,3842 -1,0240 1
VT? = [ 1 20 24 ] -0,3842 00,1178 -0,0660 20
24

+11,7839 =
-1,0240 -0,0660 0,1414
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1
= [ -14,6478 0,3878 1,0496 ] 20 | + 11,7839 = 30,0825
24

Otrzymane wyniki s3 identyczne z tymi, ktore uzyskano przy zastosowaniu wzoru
(18). Obydwa sposoby mozna wiec stosowa¢ zamiennie. Stosowanie wzoru macie-
rzowego (19) jest jednak mniej czasochlonne. .

Wzgledne bledy s$rednie predyl\cp (wzdr 5) sa natomiast réwne:
— dla okresu n+ 1: Vp = 55'5'63_4 100 = 21,37%

— dla okresu n + 2: Vp = 2—;%%3 -100 = 20, 88%

Przy prognozowaniu technika przedzialowa konieczne jest dodatkowe zalozenie o
normalnosci rozkladu skladnikéw losowych & modelu (9). Przy tym dodatkowym
zalozeniu wzdr na przedzial ufnosci dla przyszlej wartosci yr zmiennej objasnianej
Y ma postaé:®

Plyrp—taVr <Yr <yrp+taVr}=1-«a (20)

gdzie yrp oznacza prognoze punktowa, Vr jest srednim bledem predykcji, 1 — o
okreslonym z géry wspdlczynnikiem ufnosci, t, — wartoscia zmiennej {-Studenta
odczytana z tablicy tego rozkladu dla poziomu istotnosci « 1 dla n — k — 1 stopni
swobody w taki sposdb, aby spelniona byla relacja: P{jt| > to} = a.

Dlal—-a = 0,95 0oraz 7T—2—1 = 4 stopni swobody wartosé t, = 2,776. Prognoze
przedzialowa wysckosci obrotéw zbudujemy zatem w nastepujacy sposéb:
— dla okresu n + 1:

23,3034 —2,776- 4,98 < Y41 < 23,3034+ 2,776 - 4,98

9,4789 mld z} < Y41 < 37,1279 mid zl
— dla okresu n + 2:

26,2492 — 2,776 -5,48 < Y42 < 26,2492+ 2,776 - 5,48

11,0367 mld zl < Y, 42 < 41,4617 mld z1

Dlugos¢ przedzialu prognozy (czyli réznica migdzy gérna i dolna granica przedziatu)
zalezy przede wszystkim od wielkosci sredniego bledu predykeji. Im blad ten jest
wiekszy, tym przedzial dluzszy, a prognoza mniej dokladna. Ponadto, dlugosé prze-
dzialu prognozy nie jest wielkoscig stala, gdyz sredni blad predykcji wystepujacy
we wzorze (20) jest funkcja zalozonych na okres prognozowany wartoéci zmiennych
objasniajacych.

6 Praca zbiorowa pod red. W. Sadowskiego: Elementy ekonometrii i programowania
matematycznego, PWN, Warszawa 1985, s. 58.
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EKSTRAPOLACJA TENDENCJI ROZWOJOWEJ

Wykorzystanie modeli lendencji rozwojowej dla celéw prognozowania eliminuje
problem ustalania wartosci zmiennych objasniajacych w okresie prognozowanym,
gdyz jedyuq zmienng objasniajaca jest tu czas. Prognozowanie w oparciu o predyk-
tor trendu moze byé stosowane jedynie w tym przypadku, gdy nie ma wyraznych
okolicznosci przemawiajacych przeciw zasadzie dynainicznego ,status quo”. Zasada
ta glosi, ze postaé analityczna funkcji trendu i wartoscl jej parametréw w okresie
prognozowanym 7" nic moga ulec istotnej zmianie w poréwnaniu z okresem, ktdrego
dotyczyly informacje liczbowe sluzace za podstawe szacowania modelu trendu. W
przeciwnym przypadku metoda ekstrapolacji funkcji trendu jest zawodna i prowadzi
— na ogdél — do duzych bledéw wnioskowania w przyszlosc.

Technik¢ budowy prognozy w oparciu o funkcje tendencji rozwojowej zilustru-
jemy przykladem dotyczacym zuzycia energii elektrycznej w pewnej galezi prze-
myslu. Dysponujemy nastepujacymi danymi wyjsciowymi:

Jednostki czasu 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zuzycie energii 116 117 122 115 118 126 135 138 140 146
(w mln kWh)
Opierajac si¢ na graficznej ocenie przebiegu szeregu czasowego wielkosci zuzycia
energii elektrycznéj, za analityczna postaé badanej zmiennej przyjeto liniowa
funkcje trendu o postaci:

Yi=ac+at+& (t=1,2,...,n) (21)

Parametry a, i o; funkcji (21) oszacowano metoda najmniejszych kwadratéw.
Stosowanie MNK do szacowania parametrow funkcji (21) sprowadza sie do
rozwiazania ukladu réwnan normalnych o postaci macierzowe;j:

T'y=T7Ta (22)
gdzie:
n 11 :
Y2 1 2 a,
=) T|or=|s i | e=[k]
Yn I n

Przeksztalcajac relacje (22) otrzymujemy:

a=(T'T)"'T'y (23)

Okreslajac macierz odwrotna wzorem:
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trpy - A =C
en= % 5 | (24)
gdzie a, i a; otrzymujemy z réwnania:
. n A n _ C n t
a= [ A —C ] fgl b —_ tgl b t:zl b (25)
-C B U - n : n
> tu -C Y w + B Y tu
t=1 t=1 t=1
Stad
G=AY u-CY tn
t=1 t=1
n _ n
01="Czyt+32tyt (26)
t=1 t=1
Wykorzystujac z kolei réwnosci:
< 1
t= "(";’ ) (27)
=1
oraz
Zt2=n(n+l)(2n+1) (28)
t=1 6

otrzymujemy nastepujace wzory na wartoéci A, B, C (uzaleznione tylko od n)7:

_ 220 +1)
T n(2n+1) - 3n(n + 1) (29)
5o 12 o)
T 2n(n+ 1)(2n+1) - 3n(n + 1)2 (
C= 6 31)

m(2n+1)-3n(n+1)

Wariancje skladnika resztowego funkcji (21) obliczamy wedlug wzoru (15). Pier-
wiastkujac wartos¢ wariancji otrzymujemy odchylenie standardowe skladnika resz-
towego S(u). Srednie bledy szacunku znajdujemy natomiast ze wzoréw:

D(a,) = S(u)VA (32)

7" T. Grabiniski, S. Wydymus: Uproszczone procedury estymacyi modeli tendencyi roz-
wojowej i wykorzystania ich do predykcyi, AE, Krakéw 1982, s. 16.
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oraz

D(ay) = S(v)VB (33)

W przypadku wykorzystywania oszacowanej funkeji (36) do prognozowania, nalezy
obliczyé sredni blad predykcji ez ante. W przypadku liniowej funkcji trendu wzér

na sredni blad predykeji ma postaé:

Vr = /D2(a,) + D*(a1) + 2c0u(ap, a1)T + 0} (34)

gdzie 02 = S%(u). Wiedzac, ze cov(ao,a1) = S?(u)v/C oraz dokonujac dosé
skomplikowanych przeksztalcen wzoru (34) otrzymujemy nastepujacy wzér na
$redni blad predykcji w przypadku liniowej funkeji trendu:

33T —n—1)

= (35)

Vr =S(u)y/1+nt+
Wykorzystujac dane liczbowe z naszego przykladu — przy n'= 10 — mamy:

22-10+1)

510 10+ 1) =3 10(i0+ 1) ~ 667

A=

12 -
2-10(10 + 1)(2- 10 + 1) — 3~ 10(10 + 1)?

B = =0,0121.

6

C=

VA = 0,6832, VB = 0,11, VC = 0,2583, S g = 1273, S ty, = 7291.
=1 t=1
Wykorzystujac uklad (26) otrzymujemy:
a, = 0,4667 - 1273 — 0, 0667 - 7291 = 107, 7994
a; = -0,0667 - 1273 + 0,0121 - 7291 = 3,312

Odchylenie standardowe skladnika resztowego obliczone na podstawie danych licz-
bowych z naszego przykladu wynosi S(u) = 4,8731. Srednie bledy szacunku poli-
czone przy wykorzystaniu wzoréw (32) i (33) sa zatem réwne:

D(a,) = 4,8731-0,6832 = 3,3293
D(a,;) = 4,8732-0,11 = 0, 536.

Oszacowana liniowa funkcja trendu zuzycia energii elektrycznej przyjmuje wiec
postaé:
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5‘: = 107) 7994 + 3, 312t + U
(3,3293) (0,536) (4,8731) (36)

gdzie w nawiasach pod ocenami parametréw strukturalnych podane sa srednie bledy
ich szacunku.

W kolejnym etapie dokonamy statystycznej weryfikacji istotnosci otrzymanych
ocen. Stawiamy hipoteze zerowa: H, : a; = 0, wobec hipotezy alternatywnej (kon-
kurencyjnej): Hy : a; # 0. Test istotnosci pozwalajacy na weryfikacje postawionej
hipotezy zerowej oparty jest na rozkladzie statystyki ¢-Studenta (wz6r 16). W na-
szym przykladzie mamy:

107, 7994

Ha0) = 3553

= 32,379

oraz

3,312

Wartoéé krytyczna statystyki ¢ odczytana z tablic rozkladu Studenta dla poziomu
istotnosci @ = 0,05 i dla 10 ~ 2 = 8 stopni swobody wynosi: t, = 2,306. Dla
obydwu parametrow spelniona jest wigc nieréwnosé: |t| > t,. Stad tez hipoteze
zerowa nalezy odrzucié na korzy$¢ hipotezy alternatywnej. O dobrym opisie przez
oszacowana funkcje trendu (36) zuzycia energii elektrycznej swiadczy réwniez mala
wartosé wspélczynnika zbieznosci (p? = 0, 16).

Ekstrapolacja wyznaczonej funkcji trendu na okres przyszly wymaga wyraznego
sformulowania zalozenia, ze czynniki ksztaltujace poziom zuzycia energii elek-
trycznej nie ulegna istotnej zmianie w okresie objetym prognoza. Przyjmujac to
zalozenie, dla zbudowania prognozy zuzycia energii korzystaé bedziemy z predyk-
tora o postaci:

Yr =107,7994 + 3, 312T (37

Z uwagi na to, ze okres n+ 1 ma numer 11 (10+1), prognoza zuzycia energii w tym
okresie bedzie réwna:

Yrp = 107,7994 + 3,312 - 11 = 144, 2314mIn kWh

Wykorzystujac z kolei wzér (35) obliczymy sredni blad predykeji:

ko 1 32 11-10-1)7 _
VT_4,8;31\ﬁ+T6+ T = DT

Wazgledny sredni blad predykeji (wzér 5) jest natomiast réwny:
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N 7,1472
S L =4
r 144, 8314 100 = 4,96%

Dokladnosé zbudowanej prognozy nalezy wiec uznaé za zadowalajaca.
Dla o = 0,05 i 8 stopni swobody wartos¢ krytyczna statystyki ¢ Studenta wynosi
te = 2,306. Prognoze przedzialowa zuzycia energii elektrycznej wyznaczymy zatem

nastepujgco:
144,2314 - 2,306 - 7,1472 < Yr < 144,2314 + 2,306 - 7, 1472
127,75 mln kWh < Yr < 160, 71min kWh

Z prawdopodobienistwem 0,95 mozua zatem twierdzi¢, ze zuzycie energii elektrycz-
nej przez rozpatrywang galaz przemyslu w okresie n + 1 bedzie wielkoscia z prze-
dzialu (127,75-160,71 mln kWh).

SUMMARY

The article makes use of two most frequent methods in the process of prediction. These are
the functions of regression and trend (progressive tendency). Both procedures of prediction are
included within the group of statistical — mathematic methods. Besides a purely theoretical
discussion, the article presents definite numerical examples, which make it easier to understand
the substance of the methods discussed here and their possibilities of practical application.



