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Redukcje ontologiczne w matematyce. CzeS¢ 111
Zagadnienie rekonstrukcji fragmentéw matematyki

Ten tekst stanowi trzecia czgs¢ cyklu prac poswigconych problemowi redukcji
ontologicznych w matematyce (pierwsze dwie czgsci, w ktorych zarysowany jest
sam problem oraz zaprezentowane sa ogo6lne problemy oraz stanowiska realistyczne,
z punktu widzenia ktoérych analizowany jest problem redukcji, to [Wojtowicz 2008],
[Wojtowicz 2011]). W tej czgSci pracy rozwazam problem rekonstrukcji matematyki
w teorii slabszej niz ZFC. Nie jest to problem czysto teoretyczny — taka rekonstruk-
cja faktycznie moze zosta¢ przeprowadzona w stosunku do pewnych fragmentow
matematyki, co ma istotne znaczenie z punktu widzenia problemu wyboru bazy on-
tologicznej dla matematyki. W zwiazku z tymi wynikami technicznymi mozna sfor-
mutowa¢ problem swoiste] wzglgdnos$ci ontologicznej, ktory bedzie omawiany
w czes$ci IV. Niniejsza czg$¢ pracy zawiera rowniez analiz¢ problemu metateoretycz-
nej roli teorii mnogosci jako narzgdzia formalizacji naszych wnioskowan i znaczenia
tego faktu dla problemu redukcji ontologicznych.

1. MATEMATYKA STOSOWANA — PROBLEM REKONSTRUKCJI
ARYTMETYKA Z,

Niewatpliwie waznym (cho¢ oczywiscie nie jedynym) czynnikiem stymulujacym
rozw¢j matematyki jest fakt stosowalno$ci matematyki w naukach przyrodniczych.
Inspiracje te przenikaja cata matematyke, fakt zas zastosowan jest niewatpliwie jed-
nym z centralnych probleméw wspoélczesnej filozofii matematyki. Dlatego tutaj sku-
pig si¢ wlasnie na tych fragmentach matematyki, ktore sa blizsze praktyki naukowe;.
Techniki matematyczne stosowane w naukach empirycznych stanowia stosunkowo
luzne skupisko technik, teorii i twierdzen, ktdre czgsto sa konstruowane ,,na bieza-
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co”, na potrzeby konkretnych zastosowan. Nie sa one bynajmniej budowane w po-
rzadku logicznym, z dbaloscia o pojgciowa ,,czystos¢” i porzadek. Stanowia jedynie
narzedzia, o ich wartosci za§ $wiadczy to, czy przydaja si¢ w opisie pewnych zja-
wisk, a nie to, czy uzyskalyby od logika wysokie noty za elegancka strukturg pojg-
ciowa i dobrze sformutowana liste poje¢ pierwotnych i aksjomatow.'

Ten fakt uwazam za znaczacy dla dyskusji filozoficznej. Punktem wyjscia tej
dyskusji powinno by¢ to, jaka jest faktycznie uprawiana matematyka (a nie jaka jej
wizj¢ nosi w swym sercu filozof), i dopiero wychodzac od tego faktu, nalezy badac¢
problem rekonstrukcji. Standardowym narzedziem formalnej rekonstrukcji matema-
tyki jest teoria mnogosci — jest bowiem teorig na tyle silna, ze mozna w niej w wy-
godny sposdb odtworzy¢ praktycznie wszystkie pojecia matematyczne i udowodnié
twierdzenia znane z praktyki matematycznej. Jednak przyjecie teorii mnogosci jako
bazy formalnej wiaze si¢ z pewnymi problemami natury filozoficznej (o nich byla
mowa w [Wojtowicz 2008]). Naturalne staje si¢ wigc postawienie pytania, czy
(przynajmniej fragmentaryczna) rekonstrukcja matematyki stosowanej nie moze by¢
dokonana w teorii stabszej niz ZFC. Tak faktycznie jest, istnienie za$ takich rekon-
strukcji stanowi — w mojej ocenie — fakt bardzo inspirujacy filozoficznie. Tutaj
skupig si¢ na zagadnieniu rekonstrukcji fragmentéw matematyki w ramach programu
tzw. matematyki odwrotnej, ktorej wyniki sa bardzo wazne z punktu widzenia anali-
zy problemu redukcji ontologicznych.

Inspiracja dla tworcow tego programu byty wyniki Hilberta i Bernaysa, ktorzy
w pracy [Hilbert, Bernays 1934] pokazali, jak mozna w pewnej stosunkowo stabej
(w poréwnaniu z ZFC) teorii, a mianowicie w arytmetyce drugiego rzedu Z, formal-
nie zrekonstruowa¢ znaczace fragmenty matematyki.” Program matematyki odwrot-
nej zostatl zainicjowany przez Friedmana w latach siedemdziesiatych XX w. [Fried-
man 1975], najwazniejsze za§ wyniki w tym zakresie osiagnat Simpson i jego
wspotpracownicy.” Méwiac w pewnym uproszczeniu, zasadniczym celem badaf
w zakresie matematyki odwrotnej jest zbadanie, jak silne zatozenia sa konieczne do
udowodnienia poszczeg6lnych twierdzen zwyklej matematyki. Zazwyczaj korzysta-
my w swobodny sposob z dostepnych zatozen,* program matematyki odwrotnej ma

! Nie twierdze oczywiscie, ze narzgdzia matematyki stosowanej sa tworzone ad hoc i nie wiaza
si¢ z calym gmachem pojgciowym matematyki. Taka teza bylaby w jawny sposob absurdalna. Cheg
jedynie podkresli¢ fakt, Ze nie sa tworzone zgodnie z wyobrazeniami (czy raczej: marzeniami) filo-
zofa, a fakt, ze czgsto sq tworzone jako narzgdzia do konkretnych zastosowan powoduje, ze potrze-
ba ich formalnego, precyzyjnego ujgcia schodzi na dalszy plan. W tej sytuacji problem jednolitej
rekonstrukcji staje si¢ bardzo wyrazny.

2 Méwiac o rekonstrukeji w Z,, mam na mysli — podobnie jak w przypadku rekonstrukeji ma-
tematyki w teorii mnogo$ci — fakt, ze pojgcia matematyczne daja si¢ zdefiniowaé w jezyku teorii
Z, i daja si¢ w ramach niej udowodni¢ stosowne twierdzenia matematyczne (oczywiscie po dokona-
niu odpowiednich ttumaczen — por. dalej).

? Podstawowa monografia to [Simpson 1999].

* Z logicznego punktu widzenia te granice sa ustalone przez ZFC (cho¢ w codziennej praktyce
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natomiast charakter swoistej metamatematycznej refleksji, uprawianej w ,,odwrot-
nym” kierunku: zamiast dowodzi¢ nowe twierdzenia na podstawie przyjetych zato-
zen, jako ,,dana” naszych badan i punkt wyjscia traktujemy wtasnie twierdzenia,
a celem staje si¢ identyfikacja sity zalozen egzystencjalnych (mierzonych sita aksjo-
matdéw istnienia zbiorow — por. dalej) niezbednych do udowodnienia tych twier-
dzen. Chodzi przy tym o znane z codziennej praktyki twierdzenia zwyklej matema-
tyki.” Podzial matematyki na ,,zwykla” i teoriomnogo$ciowa jest oczywiscie nieostry
i do pewnego stopnia umowny, jednak bedeg si¢ do niego odwolywal, idac za Simp-
sonem, ktory charakteryzuje matematyke teoriomnogosciowa jako obejmujaca te
fragmenty matematyki, do badania (i sformulowania) ktérych konieczne jest odwo-
lywanie si¢ do metod, poje¢ i srodkow stricte teoriomnogosciowych (mozna tu wige
mysle¢ o np. pozaskonczonej iteracji operacji tworzenia zbioru potggowego, bada-
niach dotyczacych arytmetyki liczb kardynalnych, badaniach dotyczacych zalezno$ci
migdzy rozmaitymi modelami dla ZFC, wynikach dotyczacych relatywnej nie-
sprzecznosci rozszerzen teorii mnogosci, etc.). Matematyce teoriomnogosciowej
przeciwstawia matematyke nieteoriomnogosciowa, czyli fragment matematyki

pierwotny, lub niezalezny od wprowadzenia abstrakcyjnych pojeé¢ teoriomnogos$ciowych. Cho-
dzi tutaj o takie gatgzie jak geometria, teoria liczb, rachunek rézniczkowy i catkowy, rownania
rézniczkowe, analiza rzeczywista i zespolona, przeliczalna algebra, topologia osrodkowych
przestrzeni metrycznych, logika matematyczna i teoria obliczen. [Simpson 1999, 1].°

Oczywiscie, aby mozna bylo prowadzi¢ analizy dotyczace zobowiazan ontologicz-
nych i precyzyjnie opisa¢ sitg niezbednych zatozen, konieczne jest przeprowadzenie
rekonstrukcji stosownych poje¢ matematycznych w jednolitym systemie formalnym.
Systemem, ktéry stanowi podstawe analiz jest wlasnie wspomniana juz wcze$niej
arytmetyka drugiego rzedu Z,. Nie bede tu szczegdlowo opisywat technicznych
szczegOlow takiej rekonstrukcji, uwazam jednak za konieczne zapoznanie Czytelnika
z 0golng idea i pewnymi podstawowymi faktami dotyczacymi tej problematyki. Styl
prezentacji bedzie jednak do$é¢ swobodny.”

te granice sg znacznie blizej). Mam tutaj na mysli fakt, ze matematyk dowodzac twierdzenia, nie
martwi si¢ tym, ze akurat skorzystat z aksjomatu istnienia zbioru potggowego, lematu Kuratowskie-
go—Zorna czy aksjomatu zastgpowania.

* A wiec nie chodzi tu np. o twierdzenia dotyczace relatywnej niesprzeczno$ci CH z aksjoma-
tem istnienia liczby mierzalnej albo o inne stricte teoriomnogo$ciowe twierdzenia, ale o twierdzenia
»zwykle”, takie jak twierdzenie Bolzano—Weierstrassa, Banacha—Steinhausa, Stokesa efc.

® Mozna tu przytoczyé jeszcze inna charakterystyke podana przez Simpsona: ,przez zwyklg
matematyke rozumiemy bedqcq w glownym nurcie badan matematycznych matematyke nie-teorio-
mnogosciowa, tj. matematyke, z jake mielismy do czynienia, zanim zabrali sie za niq specjalisci od
abstrakcyjnej teorii mnogosci. (Lub raczej: matematyke takq, jakq bytaby, gdyby nie zabrali sie do
niej specjalisci od abstrakcyjnej teorii mnogosci.)” [Simpson 1984, 783].

7 Czytelnik zainteresowany szczegélami technicznymi znajdzie je np. w podstawowej mono-
grafii [Simpson 1999], bardziej za§ popularna prezentacj¢ np. w [Murawski 1993], [Wojtowicz
2003].
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Arytmetyka Z, to teoria, w ktorej mowa jest o liczbach naturalnych i o zbiorach
liczb naturalnych. W jezyku L, (w ktérym sformutowana jest teoria Z,) mamy wigc
zmienne indywiduowe x,),z..., ktére reprezentuja liczby naturalne, oraz zmienne
X Y Z..., ktore reprezentuja zbiory liczb naturalnych. Zamierzony model dla Z, to (o,
P(®)), a zatem mamy tam prawdziwe liczby naturalne oraz ich podzbiory.® Symbole
pozalogiczne jezyka L, to: +, -, <, €, 0, 1.0 Nalezy tu dodaé, ze sama nazwa
Harytmetyka drugiego rzedu” jest niezbyt trafna — Z, jest bowiem dwusortowa teo-
ria pierwszego rzedu.'’

Aksjomaty Z, to:
(1) Standardowe aksjomaty dla dodawania i mnozenia.
(i) Aksjomat ekstensjonalnosci: Vx(xe X <xe Y) = X=Y
(iii) Aksjomat indukcji: [0e X A (Vx (xe X = (x+1)e X)] = Vx xe X.

oraz schemat aksjomatow istnienia zbiorow:
(iv) (CA)'":  IXVx (xe X & ¢(x)),
dla wszystkich formut ¢ z jezyka L,, w ktorych zmienna X nie jest wolna.

Ostatni schemat stwierdza, ze dla wszystkich formut ¢ jezyka arytmetyki Z, ist-
nieje pewien zbior, skladajacy si¢ doktadnie z tych elementow, ktore spetniaja for-
mule @. Dlatego tez jest szczegodlnie wazny z punktu widzenia dyskusji dotyczacej
zobowiazan ontologicznych. Schematowi (CA) mozna nadaé stabsza postaé, postu-
lujac istnienie zbiorow dla wezszej klasy formut. W ogdlnym wypadku taki ostabio-
ny schemat mozna wigc sformutowac¢ tak:

(CA-F): AXVx (xe X © @(x)),

dla wszystkich formul ¢ z interesujacej nas klasy formut F (X nie moze by¢ tu
zmienna wolna).

Taki schemat jest stabszy, niz ogdélny schemat (CA), gdyz zaklada tylko istnienie
zbioréw definiowanych formutami z klasy F. Nie zaklada wigc istnienia wszystkich

8 Modelem jest (o, P()), czyli zakresem zmiennoéci zmiennych x,)z... sa liczby naturalne,
zakresem za$ zmiennosci zmiennych X, Y,Z... — zbiory liczb naturalnych. Méwiac o ,,prawdziwych
liczbach naturalnych” (nie jest to oczywiscie termin techniczny) chcg wyrazi¢ fakt, ze zamierzona
interpretacja sa liczby 1,2,3... a nie elementy dowolnego (takze niestandardowego) modelu dla
arytmetyki PA. Sytuacja jest tu podobna do sytuacji arytmetyki Peano, gdzie rowniez mowimy
0 modelu zamierzonym.

? Czyli symbole dla odpowiednio: dodawania, mnozenia, mniejsznosci, nalezenia, zera i jedynki.

' W szczegolnosci nie jest ona teoria tak silna, jak teorie drugiego rzedu, nie jest kategoryczna,
ma niestandardowe modele (podobnie jak arytmetyka pierwszego rzgdu PA). Taki niestandardowy
model ma posta¢ (M, G), gdzie M jest modelem dla PA, G za$ jest klasa podzbioréw M (czyli
GcP(M)).

"' CA to skrot od Comprehension Axiom.
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zbioréw definiowalnych formutami z jezyka Z,. Méwiac swobodnie — istnieje mnie;j
zbiorow. Taka modyfikacja — polegajaca m.in. na ostabieniu przyjmowanych ak-
sjomatoéw egzystencjalnych — prowadzi do teorii stabszych niz Z,, sposrod ktorych
niektore okazuja si¢ bardzo naturalne z matematycznego punktu widzenia. Przed-
miotem badan matematyki odwrotnej sa whasnie te teorie, czyli podsystemy Z,."

W jezyku L, mozliwe jest znalezienie formalnej reprezentacji wielu poje¢ mate-
matycznych. Méwiac w pewnym uproszczeniu, odbywa si¢ to w ten sposob, ze defi-
niowalne sa odpowiedniki (swoiste kody) dla zwyklych obiektéw matematycznych.
Dzigki temu mozna sformutowa¢ odpowiedniki zwyklych twierdzen matematycz-
nych (z zakresu np. algebry, rownan rézniczkowych, analizy funkcjonalnej etc.) Po-
mijam tutaj szczegodly techniczne tych kodowan, istotny dla naszej dyskusji jest na-
tomiast sam fakt, ze kodowania te moga zosta¢ wykonane w jezyku L, (za$ odpo-
wiednie podsystemy Z, sa odpowiednio silne, aby udowodni¢ istnienie badanych
obiektow)."

Dzigki tej rekonstrukcji poje¢ matematycznych w jezyku Z,, mozliwe jest tez
sformutowanie odpowiednikow interesujacych nas twierdzen i badanie dowodliwo-
$ci tych twierdzen w podsystemach Z,. Oczywiscie to, jakie twierdzenia daja si¢
udowodni¢ w danym podsystemie Z,, zalezy od sily tego podsystemu, a t¢ mierzymy
wlasnie sita zatozen egzystencjalnych wyrazonych w schemacie aksjomatow (CA-F).
Podstawowym celem badan w zakresie matematyki odwrotnej jest zidentyfikowanie
sity zalozen niezbgdnych dla dowodzenia konkretnych twierdzen matematycznych.
Problem, bedacy przedmiotem zainteresowania, mozna wigc postawi¢ w sposob na-

stgpujacy:

P) W jakim najstabszym podsystemie Z, mozna udowodni¢ dane twier-
dzenie matematyczne o.?

Dla podsysteméw Z, mozna wprowadzi¢ naturalng miarg ich sily — bedzie to
sita zalozen egzystencjalnych dotyczacych istnienia zbioréw — czyli po prostu to,
jak szeroka klasa formut wystgpuje w przyjmowanym schemacie CA-F. Problem (P)
mozna wigc rowniez sformutowacé jako:

P*) Jakie aksjomaty istnienia zbiorow CA-F trzeba przyja¢, aby mozliwe
byto udowodnienie danego twierdzenia matematycznego o.?

"2 Powiemy, ze teoria S* jest podsystemem teorii S (S*CS), gdy kazde twierdzenie, dajace si¢
udowodni¢ w ramach S* daje sig tez udowodnic¢ w teorii S.

'3 Na przyklad liczby calkowite sa kodowane jako klasy rownowaznosci par liczb naturalnych;
liczby wymierne jako klasy réwnowaznos$ci par liczb catkowitych; liczby rzeczywiste jako ciagi
liczb wymiernych spemiajacych warunek zbieznosci Cauchy’ego efc. Nastgpnie mozemy zdefinio-
wac ciagi liczb rzeczywistych, potem funkcje ciaglte (jako zbiory czworek liczb rzeczywistych, kto-
re interpretujemy jako czgsciowe informacje dotyczace wartosci funkcji, tzn. jesli taki zbior F ma
reprezentowac funkcjeg £, to (¢,d,u,v)e F = usfix)<v, gdy c<x<d.). Dalej rozszerzamy t¢ procedurg
kodowania na kolejne obiekty matematyczne (przestrzenie metryczne, przestrzenie Hilberta ezc.).
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Hierarchia podsysteméw Z,, uporzadkowana ze wzgledu na site aksjomatow ist-
nienia zbiorow okazuje si¢ do$¢ naturalna z punktu widzenia praktyki matematycz-
nej. Pewnym grupom twierdzen zwyklej matematyki odpowiadaja bowiem podsys-
temy Z,, w ktorych twierdzenia te mozna formalnie zrekonstruowac i udowodnic¢. Ta
hierarchia obejmuje stosunkowo szeroka klase klasycznych twierdzen matematycz-
nych — zaliczajacych si¢ (zgodnie z przyjeta wczesniej charakterystyka) do mate-
matyki nieteoriomnogosciowej. Badania w ramach matematyki odwrotnej pozwalaja
wigc na precyzyjna klasyfikacje sily aksjomatow istnienia zbioréw, niezbednych dla
udowodnienia interesujacych nas twierdzen matematycznych. Jest to szczegdlnie
wazne do dyskusji realizm-antyrealizm, w ramach ktérej problem identyfikacji zo-
bowiazan ontologicznych jest badany intensywnie.'* Warto podkresli¢, ze jest to re-
konstrukcja w systemie poje¢ opierajacym si¢ na znacznie stabszych zalozeniach niz
teoria mnogosci. Ta rekonstrukcja jest zdecydowanie bardziej zlozona (mamy bo-
wiem do dyspozycji stabsze $rodki, i rekonstrukcja okazuje si¢ bardziej klopotliwa).
Pojawia si¢ fundamentalny problem — co istnienie takiej rekonstrukcji méwi nam
o naturze obiektow matematycznych?'> Problem ten podjety zostanie pdzniej, teraz
za$ wyniki matematyki odwrotnej zostang poddane analizie z punktu widzenia r6z-
nych wersji matematycznego realizmu.

2. DYSKUSJA
2.1. Z punktu widzenia platonizmu Gédla

Moéwiac w pewnym uproszczeniu, punktem wyjscia argumentacji Godla na rzecz
matematycznego realizmu jest praktyka matematyczna i konstatacja, ze w matematy-
ce celem jest rozwiazywanie otwartych probleméw — takze poprzez (m.in.) wzmac-
nianie zatozen. Godel w swej argumentacji na rzecz realizmu matematycznego nie
powotuje si¢ jednak bynajmniej na fakt zastosowan matematyki w naukach empi-
rycznych.'® Przywotana wyzej rekonstrukcja (fragmentéw) matematyki w podsyste-

'* Np. problem stosowalnosci matematyki i rekonstrukcji technik matematycznych stosowanych
w naukach empirycznych jest kluczowy dla koncepcji Fielda ([Field 1980]); por. tez analizy Hell-
mana dotyczace granic nominalistycznej rekonstrukcji technik matematyki stosowanej w [Hellman
1989].

"% Przy takiej rekonstrukcji, podstawowymi obicktami staja si¢ liczby naturalne (i zbiory tych
liczb). Jesli bedziemy traktowac te liczby naturalne jako obiekty per se (a nie jako pewne zbiory,
a mianowicie skonczone liczby porzadkowe), to bazowa staje si¢ zupehie inna klasa obiektow niz
w przypadku rekonstrukcji w ZFC.

' Mozna powiedzieé, ze 99,9% wspolczesnej matematyki zawiera sie w pierwszych trzech
szczeblach hierarchii mnogosciowej. A zatem z praktycznego punktu widzenia, cata matematyka
moze zosta¢ zredukowana do skonczonej ilosci aksjomatow. Jest to jednak jedynie pewien historycz-
ny zbieg okolicznosci (historical accident), ktory nie ma znaczenia dla samej zasady. Co wiecej, nie
Jjest catkiem nieprawdopodobne, zZe taki wlasnie charakter wspolczesnej matematyki ma zwiqzek
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mach Z, nie ma wigc — z punktu widzenia argumentacji Godla — istotnego znacze-
nia. Przypuszczam, ze nawet gdyby cala matematyka niezbedna w zastosowaniach
w naukach empirycznych mogla zosta¢ zrekonstruowana w jakims$ stabszym od ZFC
systemie, fakt ten nie stanowilyby dla Godla argumentu przeciwko przyjeciu bogatej
ontologii mnogo$ciowej i nie zmienitby jego pogladu na charakter uniwersum mate-
matycznego. Zdaniem Gddla bowiem, celem badan matematycznych jest rozwiazy-
wanie probleméw, wzbogacanie wiedzy matematycznej, i to uzasadnia sigganie po
silne zalozenia (a nie zastosowanie matematyki w naukach empirycznych). Teoria
mnogosci jest za§ wlasnie ta teorig, w ramach ktorej (m.in. poprzez wprowadzanie
nowych, silnych zatozen — np. aksjomatéw dotyczacych istnienia duzych liczb kar-
dynalnych) mozna rozwiazywaé otwarte problemy matematyczne — na przyktad
problemy teorii liczb, nierozstrzygalne w samej arytmetyce. Godel byl przekonany
o tym, ze w rozwiazywaniu probleméw teorii liczb moze by¢ przydatne uzycie sil-
nych aksjomatow teorii mnogosci. Twierdzil np., ze ,,Dzisiejsza matematyka nie na-
uczyla sie jeszcze korzystaé z aksjomatow teorii mnogosci dla rozwiqzywania pro-
blemow teorii liczb. [...] Teoriomnogosciowa teoria liczb, [...] czeka na swoje od-
krycie” [Godel 1951, 307-308]. O aksjomatach istnienia duzych liczb kardynalnych
pisat zas: ,,[T]e aksjomaty zwiekszajq ilos¢ rozstrzygalnych problemow nawet w za-
kresie teorii réwnar diofantycznych” [Godel 1947/64, 264]." Przyjmowanie no-
wych, silnych zatozen jest w pelni uzasadnione, jesli tylko pozwoli to na uzyskanie
nowych wynikéw."® Mowiac metaforycznie, brzytwa Ockhama winna by¢ stepiona,
jesli dzigki temu mozna bedzie rozwigza¢ nowe problemy matematyczne.

Zdaniem Godla, uniwersum matematyczne jest opisane przez teori¢ mnogosci,
wigc ograniczanie naszej uwagi do stabszych teorii nie ma sensu. Kazda taka staba
teoria T opisuje jaka$ dziedzing matematyczna, bedaca po prostu fragmentem uni-
wersum matematycznego, w ktorym — modwiac swobodnie — ,zamieszkuja”
wszystkie byty matematyczne. Ten fragment uniwersum mozna scharakteryzowac,
odwolujac si¢ do teorii mnogosci. Godel przyznatby by¢ moze, ze problem zobowia-

z innq jej cechq, a mianowicie niemozliwosciq udowodnienia pewnych podstawowych twierdzen,
takich jak np. hipoteza Riemanna, pomimo wieloletnich wysitkow” [Godel 1951, 307].

' Pisat o tym w wielu miejscach: ,,[[stniejq tez zdania arytmetyczne, ktére nie mogq by¢ udo-
wodnione nawet w ramach analizy, ale jedynie poprzez zastosowanie metod w ktorych odwotujemy
sie do bardzo duzych nieskonczonych liczb kardynalnych” [Godel ¥1933o0, 47]. ,, [I]stniejq problemy
teorioliczbowe, ktore mogq byc¢ rozwiqzane tylko przy uzyciu analitycznych lub teoriomnogoscio-
wych technik” [*Godel 19312, 35].

'8 W szezegolnosei, Godel sadzit, ze rozwiazanie problemu kontinuum moze byé mozliwe dzie-
ki aksjomatom duzych liczb kardynalnych. Przewidywania te byly jednak bledne. Za pomoca od-
krytej przez Cohena metody forcingu udowodniono, ze aksjomaty duzych liczb kardynalnych nie
pozwalaja na rozstrzygnigcie problemu kontinuum. Okazuje si¢ bowiem, ze z zalozeniami o istnie-
niu takich liczb daje si¢ pogodzi¢ zarowno CH, jak i =CH (sa z nimi niesprzeczne). Warto przypo-
mnie¢, ze Godel sam poszukiwat aksjomatow, ktore umozliwityby rozwiazanie problemu kontinu-
um (sa to tzw. square axioms ([*Godel 1970a, 1970b]), ktore jednak nie dotyczyly duzych liczb
kardynalnych.
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zan ontologicznych stosowanych teorii 7 jest ciekawym zagadnieniem metateore-
tycznym, ale nie uznalby tego problemu za istotny dla naszego rozumienia tego,
czym jest (obiektywnie istniejace) matematyczne uniwersum. Platonik przyjmujacy
silne zatozenia (jak Godel) uwaza, ze odwotywanie si¢ do argumentu z niezbg¢dnosci
skutkuje tym, ze nie dostrzega si¢ pewnych waznych pytan dotyczacych rzeczywi-
stosci matematycznej. Z punktu widzenia takiego stanowiska, argumentacja oparta
na koncepcji Quine’a (i tym samym ograniczenie realistycznej interpretacji do ma-
tematyki stosowanej) prowadzi do znieksztalconego pogladu na matematyczna rze-
czywistos¢.

Reasumujac, wyniki dotyczace rekonstrukcji matematycznego instrumentarium
w ramach teorii stabszych od ZFC nie mialyby — z punktu widzenia stanowiska
Godla — istotnego znaczenia. Stanowityby techniczng ciekawostke, ale — z punktu
widzenia ,,Programu Poszukiwania Prawdy o Swiecie Matematycznym” — nie byly-
by brane pod uwagg.

2.2. Z punktu widzenia realizmu Quine’a

Z punktu widzenia stanowiska Quine’a, sprawa wyglada oczywiscie zupetie
inaczej. Poniewaz jedyne racje, jakie przemawiaja za przyjeciem stanowiska reali-
stycznego opieraja si¢ na analizie roli matematyki w naukach empirycznych, wigc
rowniez dyskusja problemu redukcji ontologicznych musi by¢ prowadzona w tym
kontekscie. Teoria mnogosci jest teorig o wiele za silna z punktu widzenia potrzeb
matematyki stosowanej, mozna tu mowi¢ o swoistej ,,nadwyzkowosci”.' Rekon-
strukcja technik matematycznych stosowanych w naukach empirycznych (a méwiac
innymi stowy — redukcja ontologiczna) powinna zatem odbywac si¢ relatywnie do
mozliwie najstabszej teorii, przy mozliwie najstabszych ontologicznie zatozeniach,
dotyczacych istnienia obiektéw matematycznych. Narzedziem takich ilosciowych
analiz ontologicznych, pozwalajacych na zidentyfikowanie zobowiazan ontologicz-
nych jest wlasnie rekonstrukcja w ramach Z,. Inaczej wigc niz z punktu widzenia
stanowiska Godla (i — jak zobaczymy — FBP), dla stanowiska Quine’a wyniki pre-
zentowane wyzej maja bardzo istotne znaczenie, wyniki za§ matematyki odwrotne;j
daja niejako gotowe kryterium ilo$ciowe dotyczace sity zalozen ontologicznych ko-
niecznych dla rekonstrukcji fragmentéw matematyki stosowanej.

19 Ta cze$¢ matematyki, ktdra jest potrzebna w naukach empirycznych ma ten sam status, co
reszta nauki. Pozaskonczone rozgalezienia majq ten sam status, o ile pelniq role upraszczajgcego
usystematyzowania (simplificatory rounding out), jednak reszta ma status niezinterpretowanych
systemow” [Quine 1984, 788). ,, Uznaje nieprzeliczalne nieskonczonosci tylko dlatego, ze sq one
konieczne dla systematyzacji zagadnien. Obiekty wykraczajqce poza te potrzeby, np. Beth, lub liczby
nieosiqgalne uwazam za matematycznq rozrywke i za pozbawione statusu ontologicznego” [Quine
1986, 400].
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2.3. Z punktu widzenia stanowiska FBP

Z punktu widzenia ogélnej strategii argumentacji na rzecz stanowiska FBP,
przytoczone wczesniej wyniki dotyczace rekonstrukcji fragmentéw matematyki
w pewnych systemach formalnych nalezy uzna¢ za pozbawione znaczenia. Zasadni-
cza teza FBP jest teza ontologicznego maksymalizmu. Akceptacja tez dotyczacych
istnienia obiektow matematycznych nie zalezy od wynikéw analiz dotyczacych tego,
czy dana teoria matematyczna stosuje si¢ w naukach empirycznych, czy tez nie. Ar-
gumentacja na rzecz stanowiska FBP nie odwotuje si¢ do zastosowan matematyki,
ale do tej naczelnej ,,maksymalistycznej metareguty”. Moéwiac swobodnie, w przeci-
wienstwie do stanowiska swoistego minimalizmu ontologicznego, ktérego wyrazem
jest brzytwa Ockhama, stanowisko FBP glosi regule ,,im wigcej obiektow matema-
tycznych, tym lepiej”. Nie ma przy tym znaczenia, czy dana teoria matematyczna ma
jakiekolwiek zastosowania w naukach empirycznych, bo linia argumentacji na rzecz
FBP przebiega zupelnie inaczej.”” Z punktu widzenia stanowiska FBP, fragment ma-
tematyki pojawiajacy si¢ w zastosowaniach nie jest w zaden naturalny sposob wy-
rézniony — réwnie dobrze (czy raczej: rownie zle) mozna byloby rozwazac te teorie
matematyczne, ktére badane sa szczegdlnie intensywnie w osrodkach matematycz-
nych w Australii albo w Matopolsce. A zatem fakt, ze pewna klasa poje¢ matema-
tycznych daje si¢ zrekonstruowa¢ w ramach pewnej teorii nie ma znaczenia z punktu
widzenia dyskusji dotyczacej redukcji ontologicznych. Zadna teoria matematyczna
nie ma wyrdznionego statusu — nie jest nia ani ZFC, ani tez Z, (czy podsystemy Z,),
nie ma wigc sensu poszukiwac zadnej wyrdznionej teorii redukujacej. Pytanie za$
o wskazanie takiej ontycznie pierwotnej klasy obiektow ma negatywna odpowiedz:
po prostu nie mozna wskaza¢ klasy obiektow matematycznych, ktorym mozna byto-
by przypisa¢ taki status. Mozna powiedzie¢, ze z punktu widzenia stanowiska FBP,
uniwersum, w ktérym interpretowana jest Z, istnieje niejako ,,0bok”, w sposob nie-
zalezny od uniwersum mnogo$ciowego (i — zgodnie z maksymalistycznym duchem
FBP), niezaleznie od innych obiektéw matematycznych.?!

Pojawia si¢ tu subtelny problem: czy mamy tutaj do czynienia z réznymi uniwer-
sami, ale tylko uniwersami teoriomnogos$ciowymi, czy tez raczej sa do uniwersa

2 Por. czesé 1. Mozna powiedzieé, ze argumentacja Balaguera stanowi raczej swoisty ekspery-
ment myslowy badajacy posta¢ jedynego (potencjalnie) dopuszczalnego stanowiska realistycznego.
W s$wietle maksymalizmu stanowiska FBP, problem zastosowan nie ma dla tej argumentacji zadne-
g0 znaczenia.

2! Warto dodaé, ze ta uwaga dotyczy rowniez réznych wariantéw teorii mnogosci. Na pytanie,
czy teoriag matematyczng prawdziwie opisujaca uniwersum matematyczne jest ZFC czy ZF+—AC,
czy jest prawdziwa hipoteza kontinuum, czy jej negacja efc., zwolennik stanowiska FBP odpowie,
ze zadna z tych teorii nie opisuje prawdziwie matematycznego uniwersum — czy raczej: ze kazda
z nich opisuje pewien fragment matematycznego uniwersum. Rézne warianty teorii mnogosci opi-
suja wigc rozne fragmenty matematycznego $wiata. Szczegdtowa analiza stanowiska FBP i poja-
wiajacych si¢ z w zwiazku z nim watpliwo$ci zawarta jest w pracy [Wojtowicz 2003].
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matematyczne per se, nieredukujace si¢ do uniwersow teoriomnogosciowych? Pyta-
nie to nie dotyczy wylacznie problemu redukcji do teorii mnogos$ci, ale mozna je po-
stawi¢ w szerszym kontek$cie. Czy np. liczby naturalne istnieja jako takie, niezalez-
nie od liczb catkowitych, czy tez sa po prostu szczegélnego typu liczbami catkowi-
tymi?** Czy liczby wymierne istnieja niezaleznie od rzeczywistych (czy tez sa to
pewnego szczegblnego typu liczby rzeczywiste)? Jakie sq migdzy tymi klasami by-
tow relacje ontyczne? Czy liczby naturalne istnieja samoistnie, ale maja swdj odpo-
wiednik (,,kopi¢”) wewnatrz zbioru liczb calkowitych (a te z kolei wewnatrz liczb
rzeczywistych... etc.), czy tez istnieja tylko jako fragment R?*

3. TEORIA MNOGOSCI JAKO METASRODOWISKO

W przypadku zwyklych poje¢ matematycznych mozna zasadnie twierdzi¢, ze
pojecia te potrafimy rozumieé per se, bez odwotywania si¢ do ich teoriomnogoscio-
wej rekonstrukcji. Nie budzi zadnych watpliwo$ci fakt, ze matematyka byta upra-
wiania bez teoriomnogosciowej formalizacji.”* Jednak w dyskusji dotyczacej pod-
staw matematyki obowiazuje teoriomnogo$ciowy paradygmat. Pojecia metalogiczne
sa zdefiniowane standardowo w teorii mnogos$ci (poczynajac od definicji spelniania

2 Przy formalnej rekonstrukeji w teorii mnogosci nie ma tu problemu — liczby naturalne to
skonczone liczby porzadkowe, liczby za$ catkowite to klasy abstrakcji par liczb naturalnych, takich,
ze...efc., wige jest jasne, ze to nie sa te same obiekty — mozemy je natomiast utozsamié za pomoca
odpowiedniego, kanonicznego wlozenia. To jednak nie daje nam odpowiedzi na pytanie o naturg
ontyczna tych obiektow. Co wigcej, uwazam, ze mozna zasadnie twierdzi¢, iz nasza pierwotna in-
tuicja nie jest raczej taka, ze liczby naturalne to po prostu nieujemne liczby catkowite (a liczby wy-
mierne, to takie liczby rzeczywiste, ktore daja si¢ przedstawi¢ w postaci utamka ezc.).

2 Sadze, ze takie pytania sa stosunkowo naturalne z punktu widzenia codziennej praktyki ma-
tematycznej. Matematycy pracuja w naturalnym srodowisku pojgciowym, definiuja pojgcia mate-
matyczne i prowadza rozumowania w ,,naturalnym jezyku matematycznym”, nie podejmujac by-
najmniej problemu, czy liczby, rozmaito$ci, przestrzenie Hilberta to elementy hierarchii teoriomno-
gosciowej czy jakiej$ innej hierarchii. S raczej sklonni do przyjecia ,,naturalnego nastawienia on-
tologicznego”, czyli traktowania obiektow matematycznych per se, niezaleznie od istnienia reduk-
cji. W jednym z artykutéw Feferman pisze: ,,Tak diugo, jak nauka przyjmuje system liczb rzeczywi-
stych jako dany, filozofowie nauki muszq w koncu postawié sobie podstawowe pytanie podstaw
wspolczesnej matematyki: ,,Czym, tak naprawde, sq liczby rzeczywiste? ™ [Feferman 1998]. Czy
redukcje do podsystemoéw Z; (lub jakichkolwiek innych formalnych systeméw) daja odpowiedz na
to pytanie? W praktyce matematycznej interesuje nas raczej rozwiazywanie probleméw, a nie redu-
kowanie poje¢¢ do bazowej klasy. W tym sensie stanowisko Quine’a — cho¢ mozna je uznac za
swoiste lekarstwo na ,,ontologiczne ekscesy” — jest odlegte od praktyki matematyczne;j.

* Pojecia matematyczne (rdzniczkowalnosci, ciaglosci, prawdopodobiefistwa, krzywizny po-
wierzchni, calki oznaczonej etc.) byly badane na dlugo przed powstaniem teorii mnogosci, w sposob
catkiem niezalezny od tego, jak wygladaja ich (p6zniejsze!) teoriomnogos$ciowe reprezentacje.
Twierdzenie, iz 6wcze$ni matematycy tak naprawdg (nie wiedzac o tym) badali pewne zbiory, jest
silnym twierdzeniem dotyczacym ontycznej natury obiektdéw matematycznych. Nie sadzg, aby moz-
na je bylo tatwo uzasadnic.
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Tarskiego).” Kiedy prowadzimy formalne badania na temat np. tego, co wynika
z danej teorii, to w nieuchronny sposéb odwolujemy si¢ do poje¢ np. teoriomodelo-
wych, scil. teoriomnogos$ciowych. Sformalizowanie metamatematyki w teorii mno-
gosci ma ogromne zalety, bo pojecia konsekwencji logicznej, prawdy, mozliwosci,
niesprzeczno$ci etc. zyskuja precyzyjna definicj¢ i moga by¢ poddawane ,,obrébce
formalnej” (prowadzacej do bardzo nietrywialnych i wyrafinowanych rezultatow).
Nasze intuicyjne rozwazania dotyczace podobienstwa struktur, sily teorii, sity wyra-
zeniowej, definiowalnosci poje¢, wynikania logicznego moga zosta¢ doprecyzowane
w ramach paradygmatu teoriomnogosciowego. Jako przyktad mozna podaé twier-
dzenie o pelnosci: fakt, ze kazda niesprzeczna teoria ma model dowodzi si¢ w teorii
mnogosci, nie dbajac bynajmniej o to, by ten model byt jakkolwiek naturalny; twier-
dzenia o zwarto$ci dowodzi si¢ przez ultraprodukt, czyli konstrukcje o ,,bardzo teo-
riomnogosciowej” naturze (ingeruje bowiem pewnik wyboru). Mozna wigc powie-
dzie¢, ze dzigki przyjeciu takiego wlasnie bogatego systemu poje¢ mamy mozliwosé
precyzyjnego zdefiniowania pojecia, ktore rozumiemy w sposob nieformalny, a mia-
nowicie tego, co to znaczy, ze pewne zdanie matematyczne wynika z danych prze-
stanek. Definicja Tarskiego umozliwia podanie definicji (i stanowi zarazem swoisty
wzorzec dla catej klasy semantyk). Teoria mnogosci umozliwia precyzyjne posta-
wienie i wyjasnienie tego zagadnienia.*®

Fakt, ze badania metalogiczne prowadzone sa w ramach teorii mnogosci, narzuca
pewna perspektywe metodologiczna i ontologiczna.”” Ma to istotne znaczenie takze
z punktu widzenia dyskusji ontologicznej. Naturalny zdawaé si¢ wowczas moze po-
glad, ze baza ontologiczna dla matematyki jest po prostu identyczna z baza ontolo-
giczna dla teorii mnogosci (czyli ze to teoria mnogosci dostarcza poprawnej ontolo-
gii dla matematyki). Co wigcej, wydaje si¢, ze w dyskusji dotyczacej podstaw mate-
matyki pojawia si¢ taki ,teoriomnogos$ciowy odruch” — sklonni jeste§my bowiem
wszelkie pojecia interpretowaé w ramach paradygmatu teoriomnogos’ciowego.28

¥ Sa autorzy, ktérzy kwestionuja to ujecie, ale sa oni w mniejszosci.

*6 Problem formalizacji poje¢ metalogicznych stanowi szczegélny przypadek pewnego og6lniej-
szego problemu: jak si¢ ma preformalne rozumienie poje¢ matematycznych do ich formalizacji?
W jakim sensie mamy do czynienia z tymi samymi pojgciami? W jakim sensie pewnego rodzaju
konstrukcja teoriomnogosciowa jest odzwierciedleniem pojgcia krzywej, rozmaitosci, prawdopodo-
biefistwa efc.? Co stanowi kryterium takiej tozsamos$ci? Zauwazmy, ze przeciez takie kryterium nie
moze by¢ sformutowane wewnqtrz teorii mnogosci.

“ Méwiac nieco zartobliwie, niemal juz na poziomie odruchu bezwarunkowego sformutowanie
,,00 wynika z T” interpretujemy jako stwierdzenie, ze w kazdym modelu dla T spetnione jest zdanie
o (za$ stwierdzenie, ze o jest sprzeczne z f3, interpretujemy jako stwierdzenie, ze nie istnieje model,
w ktorym prawdziwe byloby jednoczesnie o i B). Tym samym okazuje sig, ze ,,ladujemy” w teo-
riomnogosciowym sposobie myslenia.

28 Zwolennicy myslenia teoriokategoryjnego sa w mniejszosci, cho¢ sadze, ze ich glosy sa coraz
bardziej styszalne.
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Sadze jednak, ze mimo to warto rozwazy¢ alternatywny sposob mys$lenia. Bylo-
by rzecza niewlasciwa, gdyby juz sam wybor narzedzi formalizacji dyskursu meta-
teoretycznego rozstrzygat problem wyboru bazy ontologicznej. Wybdr narzegdzi for-
malizacji dyskursu metateoretycznego powinien by¢ bowiem neutralny z punktu wi-
dzenia dyskusji.”’

Dotykamy tutaj problemu znalezienia neutralnego jezyka (meta)ontologicznego:
w ramach jakiego systemu poj¢¢ mozemy prowadzi¢ rozwazania dotyczace wzajem-
nej interpretowalnosci roznych teorii czy wzajemnej redukowalno$ci réznych onto-
logii? Byltoby oczywiscie zle, gdyby sam wybor jezyka rozstrzygat dyskusje (albo
nawet sugerowatl wybor ktorejs z mozliwosci) — podobnie jak byloby niewtasciwe,
gdyby np. przyjeta definicja obiektu abstrakcyjnego nie byla neutralna wobec sporu
o istnienie tych obiektow. Ideatem byloby znalezienie neutralnego jezyka dyskursu,
w ramach ktérego moglibySmy rozwaza¢ np. problem tlumaczenia z jednego jezyka
na drugi czy ontologicznej redukcji jednego typu obiektéw do obiektéw innego typu.

Oczywiscie, w stosunku do tego jezyka dyskursu mozna rowniez postawi¢ pew-
ne pytania o charakterze metateoretycznym, a w stosunku do tych pytan dalsze efc.
— pojawia si¢ doskonale znany problem regresu ad infinitum. Trzeba podjac¢ decy-
zjg, czy na poziomie tego (meta)dyskursu uznamy, ze uzywane przez nas pojgcia
maja dostatecznie uchwytny sens. Gdyby ten dyskurs odbywat si¢ w systemie pojec
teorii mnogosci, to od razu ustawialoby pewna perspektywe ontologiczng i narzuca-
loby pewne rozstrzygnigcia. Nie bylaby to sytuacja wlasciwa. Najwygodniej bytoby
mie¢ do dyspozycji dostatecznie ogolny, silny jezyk, w ktorym moglibySmy mowic
o zbiorach, ale takze o innych kategoriach ontologicznych dotyczacych matematyki.
By¢ moze w takim jezyku moéwiliby$Smy o zbiorach, ale tez kolekcjach, bytach, sys-
temach, strukturach, faktach, sytuacjach matematycznych, stanowiace ontologiczne

* Jako podobny przyklad rozwazmy problem rekonstrukcji pojeé modalnych. Mamy pewne
intuicyjne rozumienie tych pojeé, i rozumowania modalne byty prowadzone nieformalnie na dtugo,
zanim zostaly poczynione jakiekolwiek proby formalizacji. Pierwsze formalizacje mialy charakter
syntaktyczny — ,,oficjalna” dzi§ semantyka Kripkego zostata podana kilkadziesiat lat po sformuto-
waniu wersji syntaktycznych. Pojgcie mozliwego $wiata, podstawowe w semantyce, to po prostu
pojecie teoriomodelowe, jako struktury relacyjnej. Ogolne intuicje, zwiagzane z pojeciem mozliwego
stanu rzeczy (mozliwego $wiata) zostaja tutaj sformalizowane w teorii mnogosci: mozliwy §wiat to
struktura relacyjna, czyli czworka uporzadkowana, w ktdrej wyrdzniono pewna klas¢ podzbio-
roéw...etc, zdania za$ dotyczace mozliwosci sa interpretowane jako zdania dotyczace pewnej klasy
Swiatow dostepnych.

Czy to znaczy, ze — z punktu widzenia dyskusji ontologicznej — faktycznie pojgcie mozli-
wego §wiata powinni$my traktowac jako pojgcie teoriomnogosciowe? Czy wygoda tej teoriomno-
gosciowej semantyki dla poje¢ modalnych $wiadczy o tym, ze modalny realista powinien uznaé
mozliwe $wiaty po prostu za pewnego typu zbiory (opisane w ZFC)? Nie sadz¢ bynajmniej, aby taki
whniosek byl uprawniony. To, Ze my pewne pojgcia modelujemy w teorii mnogosci nie stanowi roz-
strzygajacego argumentu na temat mnogosciowego charakteru korelatow ontycznych tych pojgc.
Nie jest wcale jasne, czy takie modelowanie trafnie ujmuje istotg tego, czym mozliwe §wiaty sa.
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korelaty poje¢, zdan, teorii matematycznych efc. Taki wymarzony jezyk to intuicyj-
nie uchwytny, ale zarazem nieredukowalny do teorii mnogosci jezyk ontologiczny.™

Jednak, aby moéc prowadzi¢ debatg ontologiczna, musimy zaakceptowaé fakt, ze
konieczne bedzie w niej oparcie si¢ na intuicyjnym rozumieniu pewnych pojec,
w szczegblnosci pojecia np. ,,obiektu matematycznego ktory nie jest zbiorem”.’'
W przeciwnym razie dyskusja bylaby rozstrzygnigta juz na poziomie wyboru jezyka.
Pojawia si¢ tu oczywiscie ryzyko niedookreslonosci jezyka dyskursu i pewnej nie-
uchwytno$ci pojeé etc. Jednak, aby w ogdle moc prowadzi¢ analizy filozoficzne,
trzeba podjac to ryzyko i zgodzi¢ si¢ na prowadzenie dyskusji w jezyku niedoprecy-
zowanym, rozumianym tylko intuicyjnie, bez wyposazenia w formalna aparature,
jakiej dostarcza nam teoria mnogosci. W przeciwnym razie musieliby$Smy od razu
zlozy¢ bron i stwierdzi¢, ze problem redukcji ontologicznej nie moze nawet zostaé
jasno sformutowany.
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