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Fakty matematyczne w Swietle logiki niefregowskiej*

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie dowodu tezy, ze wprowadzenie
funktora identycznosci zdaniowej do jezyka dowolnej teorii arytmetycznej pierwsze-
go rzedu oraz nadbudowanie danej teorii nad minimalnym niefregowskim rachun-
kiem zdaniowym (SCI) generuje — na gruncie semantyki przyjmujacej zasad¢ Bar-
wise’a i Perry’ego (BP) — falszywe zdania stwierdzajace identycznos$¢ faktow ma-
tematycznych.' Jesli dowod jest poprawny, to nalezy wyprowadzi¢ wniosek, ze logi-
ka niefregowska jest nieskuteczna jako narzedzie formutowania formalnych ontolo-
gii faktow matematycznych. Pierwsza czes¢ artykutu obejmuje rozwazania uzasad-
niajace zastosowana strategi¢ argumentacyjna. W drugiej czesci jest przeprowadzony
dowdd tezy artykutu. Trzecia czg$¢ jest poswigcona wyprowadzeniu najwazniej-
szych ,,implikacji filozoficznych” zaprezentowanego dowodu.

Dotychczas konstrukcje arytmetyczne pierwszego rzedu nadbudowane nad logi-
ka niefregowska nie zostaly przebadane na gruncie metamatematyki. W zwiazku
z tym nie skonstruowano niefregowskich modeli semantycznych dla niefregowskich
teorii arytmetycznych. Wynik uzyskany w niniejszym artykule mozna interpretowaé
jako pokazujacy to, ze w pewnej klasie zamierzonych modeli, w ktorych prawdziwe

* Artykut zostal napisany w ramach projektu sfinansowanego ze $rodkéw Narodowego Cen-
trum Nauki przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2011/01/B/H51/04029.

! Niniejszy artykut rozwija wige my$l R. Wojcickiego, ktéry w swoim bardzo wplywowym arty-
kule (Wojcicki 1984) wyraza ogromna rezerwg wobec projektu logiki oraz semantyki niefregowskie;.
Wojcicki stwierdza: ,,Swe badania traktowal Suszko jako szczegodlnie wazne. [...] Z cala wigec pewno-
Scig, przykra dla niego byta swiadomos¢, ze jego entuzjazm podziela tylko niewielu, a logika niefre-
gowska spotyka si¢ z bardzo skromnym zainteresowaniem” (s. 3-4). Logika niefregowska zaprezento-
wana jest w pracy (Omyla 1986), a problematyka faktow i stanow rzeczy w (Bitat, red. 2009).
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sa arytmetyczne teorie pierwszego rze¢du, niefregowskie arytmetyczne teorie pierw-
szego rzedu (z reguta Churcha—Curry’ego lambda-konwersji) sa falszywe.

1. STRATEGIA ARGUMENTACYJNA

Zaprezentowana w paragrafie drugim argumentacja przebiega wedlug nastepuja-
cego schematu: (1) Pierwsza faza argumentacji sprowadza si¢ do przeprowadzenia
aksjomatycznego dowodu zdania o postaci: [(Ax)[x + 1](2) = 3] e [(Ax)[2 + x](1) = 3]
(gdzie ,,0” jest funktorem identycznosci migdzyzdaniowej), na gruncie dowolnej teorii
arytmetycznej pierwszego rzedu wzbogaconej o aksjomat refleksywnosci dla funk-
tora identycznosci migdzyzdaniowej oraz Churcha—Curry’ego regule lambda-kon-
wersji (Art + KL + A + A-conv). (2) W drugiej fazie argumentacji zaprojektowany
jest model semantyczny dla wczesniej skonstruowanej teorii arytmetycznej. Nastepnie
w ramach teorii opisujacej ten model konstruuje si¢ zdanie (Z), ktére stanowi teorio-
modelowa parafraze zdania [(Ax)[x + 1](2) = 3] e [(Ax)[2 + x](1) = 3]. (3) W trzeciej
fazie argumentacyjnej, zakladajac zasade BP, wykazuje si¢ falszywo$¢ zdania (Z),
a wigc tym samym posrednio — zdania [(Ax)[x + 1](2) = 3] e [(Ax)[2 + x](1) = 3].
Przedstawiona strategia wymaga wigc swojego uzasadnienia pod nastgpujacymi
wzgledami: (1) zasadno$ci akceptacji w semantyce dla teorii arytmetycznych zasady
BP; (2) uzycia teorii mnogo$ci w konstrukcji modelu dla 4r¢ + KL + A + A-conv; (3)
uzycia spojnika identycznos$ci migedzyzdaniowej w konstruowaniu modelu dla Art +
KL + A + A-conv.

1.1. Zasada Barwise’a—Perry’ego

Zasada BP stwierdza, ze fakty pojmowane jako uprawdziwiacze zdan, ktoére po-
siadaja rézne skladniki, sa réznymi faktami (uprawdziwiaczami) (Barwise, Perry 1981,
s. 387-403; Barwise, Perry 1983, s. 24-26).> Zasada BP posiada zastosowanie tylko
w odniesieniu do tych formalnych ontologii sytuacji (faktow, stanéw rzeczy i innych
bytow propozycjonalnych), w ktorych sytuacje, fakty czy stany rzeczy sa traktowane
jako struktury zsyntetyzowane z indywidudw, klas (ewentualnie wlasnosci) czy tez
funkcji. Nie mozna wigc tej zasady stosowac do koncepcji ontologiczno-semantycz-
nych, zgodnie z ktorymi sytuacje (fakty, stany rzeczy) sa bytami pierwotnymi.

Akceptacja lub odrzucenie zasady BP jest motywowane zalozeniami metafizycz-
no-epistemologicznymi. Zwolennicy zasady BP wskazuja na to, ze sktadniki sytu-
acji, faktdw czy stanéw rzeczy umozliwiaja ich identyfikowanie. Aby wigc rozstrzy-
gnac to, czy dwa zdania denotuja t¢ sama sytuacje, nalezy sprawdzié, czy korespon-

2 Barwise i Perry nie formuluja zasady BP w sposob wyrazny. Dopiero na podstawie analizy
ich wypowiedzi krytykujacych argumenty typu: slingshot, mozna zasadnie przypisa¢ im akceptacjg
tej zasady. Tak, na przyktad, czyni Donaho, przypisujac Barwise’owi i Perry’emu twierdzenie glo-
szace to, ze fakty, ktore posiadaja rozne sktadniki, sa roznymi faktami (Donaho 1998, s. 38).
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dujace terminy skladowe denotuja te same obiekty sktadowe. Z kolei zwolennicy
pierwotnosci sytuacji zaktadaja, ze
[...] o sytuacjach (a nie przedmiotach) potrafimy w pierwszej kolejnosci rozstrzygnaé, ze sa

identyczne [...], ze przedmioty same z siebie sa przezroczyste, a staja si¢ widoczne dopiero
wowczas, gdy znajda si¢ w okreslonej sytuacji (Wojtowicz 2009, s. 27).

Identycznos¢ przedmiotdéw jako sktadowych sytuacji jest wowczas definiowana jako
wspotwystepowanie w tych samych sytuacjach: x =y =4 (Vs)(W(x, s5) = Wy, 9)),
gdzie W jest relacja wystgpowania przedmiotu w sytuacji (Wojtowicz 2009, s. 27-28).
Czy z punktu widzenia semantyki teorii matematycznych nalezy przyja¢ BP, czy tez
odrzuci¢ te zasade?

Z punktu widzenia praktyki matematycznej, aby formulg: 2 = 1 + 1 uznaé za
prawdg, nalezy przeprowadzi¢ jej dowdd na gruncie arytmetyki PA. Zaktadajac
prawdziwo$¢ PA, na mocy dowodu stwierdzamy prawdziwos¢ udowodnionych zdan
identycznosciowych. W takich dowodach wykorzystujemy definicj¢ dodawania, de-
finicje stalych (w tym wypadku: 1 oraz 2) i w koncu regulg zastgpowania definicyj-
nego. Przeksztalcenia sktadajace si¢ na dowod analizowanej formuty nie prowadza
na zadnym etapie przeprowadzania dowodu do formuly wyrazajacej nieodréznial-
no$¢ kontekstowa terméw: 2 oraz 1 + 1. JeSli wigc mozna zidentyfikowaé dwa
przedmioty matematyczne bez stwierdzenia tego, ze termy oznaczajace dane przed-
mioty sa nieodréznialne kontekstowo, to zabieg redukcji identycznosci przedmiotow
do wystgpowania ich w tych samych sytuacjach jest matematycznie zbgdny i nie-
zgodny z praktyka badawcza matematyki.’ Jesli wiec zasada pierwotnosci ontolo-
gicznej sytuacji wzgledem przedmiotow jest nie do utrzymania na gruncie praktyki
matematycznej, to wowczas nalezy przyjac jakas wersjg zasady BP, aby moc, ewen-
tualnie, identyfikowa¢ w jaki§ sposob sytuacje denotowane przez zdania matema-
tyczne. Znaczy to, ze zasady semantyki niefregowskiej dla teorii matematycznych
musza inkorporowac jaka$ wersje zasady BP.*

Akceptacjg zasady BP mozna réwniez uzasadni¢ na gruncie teoriomnogosciowe-
go paradygmatu modelowania sytuacji, faktow czy stanow rzeczy. Jesli korelatami

? Oto dowdd formuty 1+ 1 =2: 1+ 1 =1+ Seq(0) = Seq(l + 0) = Seq(1) = SeqSeq(0) = 2.
W dowodzie tym nie jest uzyta zadna wersja zasady redukujacej identycznos¢ terméw : 1 + 1 oraz 2
do ich nieodréznialnosci kontekstowej. Oczywiscie, reguta zastgpowania definicyjnego jest wersja
zasady nieodroznialnosci kontekstowej dla terméw: definiowanego i definiujacego. W tym wypadku
jedynie stwierdza sig, ze nieodroznialne kontekstowo sa: (i) 1 oraz Seq(0); (ii) 2 oraz SeqSeq(0).
W wypadku dowodu formuty: Seq(0) + Seq(0) = SeqSeq(0), nawet reguta zastgpowania definicyj-
nego nie jest uzyta (o ile definicja dodawania jest traktowana jako dodatkowy aksjomat PA).

* Odpowiednikiem zasady semantycznej BP w niefregowskim rachunku logicznym pierwszego
rzgdu mogtby by¢ nastgpujacy aksjomat: P(xj,...,Xn) ® P(Y1,...,¥n) = X1 = Y1 A ... A Xn = Yn, gdzie
,»®” jest funktorem identycznosci migdzyzdaniowej. Aksjomat ten nie wystepuje w aksjomatyce
podstawowej logiki niefregowskiej (zob. Wojtowicz 2007, s. 128-129). Nalezy dodaé, ze w takiej
wersji zasada BP jest za staba, aby wyprowadzi¢ sprzeczno$¢ logiczng teorii: (4rt + KL + A +
A-conv + BP).
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semantycznymi zdan sa konstrukcje teoriomnogos$ciowe nad korelatami semantycz-
nymi sktadnikéw zdan, to jesli dwie konstrukcje teoriomnogo$ciowe, rozumiane jako
korelaty semantyczne zdan, sa identyczne, to sktadniki tych konstrukcji rowniez sg
identyczne. Stad, poprzez transpozycje, wynika to, ze jesli korelaty sktadnikéw zdan
sa rozne, to korelaty semantyczne zdan s3 rdéwniez rdzne.

Zasad¢ BP mozna sformutowaé w rozmaitych wariantach w zalezno$ci od wybo-
ru kategorii wyrazen, dla ktorych okreslona jest funkcja posiadania korelatu seman-
tycznego. Mozna wigc mowi¢ o wersjach oszczednych zasady BP oraz jej wersji
nieoszczednej. Zgodnie z wersjami oszczednymi, nie wszystkie wyrazenia sktadowe
dowolnego zdania posiadaja swoje korelaty semantyczne. W wypadku wersji nie-
oszczednej, dla kazdego wyrazenia skladowego dowolnego zdania okreslona jest funk-
cja posiadania korelatu semantycznego. Wersje oszczedne sg uzasadniane na gruncie
rozmaitych koncepcji filozoficznych, w ktorych podaje si¢ kryteria demarkacji po-
miedzy kategoriami wyrazen posiadajacych korelaty semantyczne a kategoriami wy-
razen nieposiadajacych takich korelatow. Takie kryteria zwykle sa interpretowane jako
kryteria istnienia bytow okreslonych kategorii.” Stad, wersje oszczedne zasady BP sa
zwykle uwiktane w metafizyczno-teologiczng kwesti¢ dotyczaca tego, co istnieje. Na
gruncie wersji nieoszczednych zasady BP unika si¢ takich metafizyczno-teologicz-
nych dyskus;ji.

° Recenzent niniejszego artykutu formutuje nastgpujaca, oszczgdna wersj¢ zasady BP: Jesli
zbior denotacji kwantyfikowalnych skladnikow zdania o jest rézny od zbioru denotacji kwantyfi-
kowalnych skladnikow zdania B, to zdania o i B opisuja dwa rozne fakty. Recenzent nastepnie
wnioskuje, na podstawie tak sformulowanej zasady BP, ze zdania: [(Ax)[x + 1](2) = 3] oraz [(Ax)[2
+ x](1) = 3] moga denotowac ten sam fakt, gdyz zbior denotacji kwantyfikowalnych sktadnikow
obu zdan jest taki sam. Otoz, przyjecie zasady BP w przywotanej wersji wymaga uzasadnienia. Mo-
ze nim by¢ Quine’a koncepcja, zgodnie z ktora jedynie wyrazenia kwantyfikowalne spetniajg funk-
cj¢ desygnacyjna. Jak wiadomo, koncepcja Quine’a wikta si¢ w metafizyczna kontrowersjg pomig-
dzy nominalizmem a realizmem pojgciowym. Wobec analizowanej wersji zasady BP, mozna takze
przyjac strategi¢ celujaca w jej odrzucenie. Skoro akceptacja BP w wersji kwantyfikacyjnej prowa-
dzi do mozliwos$ci uznania tego, ze zdania [(Ax)[x + 1](2) = 3] oraz [(Ax)[2 + x](1) = 3] denotuja ten
sam fakt, a poniewaz taka konsekwencja jest intuicyjnie fatszywa, to nalezy odrzuci¢ BP w anali-
zowanej wersji. Niech pierwsze ze zdan stanowi model matematyczny nastgpujacej sytuacji: (i) Jas
ma milion ztotych dtugu. Po x latach dlug Jasia wynosi x + 1 milionéw ztotych. Po osiagnigciu
przez Jasia dlugu 3 milionéw zlotych Jas popetnia samobdjstwo. Niech z kolei drugie ze zdan sta-
nowi model matematyczny takiej oto sytuacji: (ii) Ja§ ma dwa miliony ztotych dlugu. Po x latach
diug Jasia wynosi 2 + x milionéw zlotych. Po osiagnigciu dtugu 3 miliondéw zlotych przez Jasia Jas
popelnia samobojstwo. Bez watpienia obie sytuacje sa rozne. W sytuacji (i) Jas popeinia samobdj-
stwo po dwoch latach, natomiast w sytuacji (ii) nieco szybciej, bo juz po roku szuka gatezi, na kto-
rej si¢ powiesi. Obie sytuacje roznia si¢ jedynie pod wzgledem swoich modeli matematycznych.
Jesli zgodnie z analizowang wersja zasady BP, oba modele matematyczne reprezentujq t¢ sama sy-
tuacj¢ matematyczna, to wowczas nie istnieja zadne czynniki (sytuacje sktadowe) roéznicujace obie
analizowane, empiryczne sytuacje ztozone. Skoro jednak sa one w sposob ewidentny roézne, to nale-
zy jednak przyjaé, ze [(Ax)[x + 1](2) = 3] oraz [(Ax)[2 + x](1) = 3] denotuja rézne fakty i w konse-
kwencji, ze BP w wersji kwantyfikacyjnej jest falszywa.
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Nieoszczedna wersje zasady BP mozna uzasadni¢ w nastgpujacy sposob: Kazde
wyrazenie w dowolnym zdaniu sformutowanym na gruncie jezyka matematycznego
danej teorii posiada swoje znaczenie rozumiane jako jego sposob uzycia. Znaczenia
wyrazen jezykéw matematycznych sa wyznaczone przez ich korelaty semantyczne.
Innymi stowy, to, jak wyrazenie matematyczne jest uzywane, zalezy od tego, do cze-
go si¢ odnosimy za pomoca tego wyrazenia. Stad kazde wyrazenie posiada swoj ko-
relat semantyczny wyznaczony na mocy funkcji denotacji (ekstensji czy korelacji
semantycznej). Zaprezentowane uzasadnienie wspiera si¢ na zalozeniu, zgodnie
z ktorym w jezykach matematycznych nie funkcjonuja wyrazenia posiadajace wy-
lacznie znaczenia w sensie syntaktycznym — z racji wylacznie bycia obiektem prze-
ksztatcen jezykowych. Z punktu widzenia standardowej praktyki konstruowania mo-
deli semantycznych teorii poprzez narzedzia: funkcji interpretacji oraz funkcji warto-
$ciowania logicznego, zalozenie o ,nieoszczednos$ci semantycznej” wyrazen jezy-
kéw matematycznych jest zasadne.’

W pracy przyjmuje si¢ wigc zasad¢ BP w nastgpujacym sformutowaniu:

(BP) Jesli zbidr semantycznych korelatow skladnikéw danego zdania jest
rézny od zbioru semantycznych korelatéw sktadnikéw drugiego zda-
nia, to dane zdania denotuja dwie rézne sytuacje.

Takie sformutowanie zasady BP nie rozstrzyga o tym, ktore sktadniki zdan posiadaja
swoje korelaty semantyczne; zalezy to od stopnia ,,0szcz¢dnosci” teorii semantycz-
nej, na gruncie ktorej akceptuje si¢ zasade BP.

1.2. Teoriomnogosciowe modelowanie sytuacji

Arytmetyczne teorie pierwszego rzedu sa teoriami, w ktorych kwantyfikowane sg
jedynie zmienne indywiduowe. Teorie te wigc presuponuja istnienie indywiduow re-
prezentowanych w modelu semantycznym przez zmienne. Modele dla teorii arytme-
tycznych pierwszego rzedu podpadaja pod schemat: <X, ay, a,, Oy, ... O>, gdzie X

® W standardowej semantyce logicznej, zasadniczo, wszystkim wyrazeniom przyporzadkowy-
wane sg, na mocy funkcji interpretacji lub funkcji wartoSciowania logicznego, korelaty semantycz-
ne. Stalym predykatywnym, stalym funkcyjnym oraz statym indywiduowym sa przyporzadkowy-
wane, na mocy funkcji interpretacji, odpowiednio: relacje (lub wilasnosci), funkcje oraz indywidua.
Zmienne kwantyfikowane sg z kolei w odpowiedni sposob warto$ciowane. Funkcja warto§ciowania
rowniez jest okreslona na wszelkich formutach zdaniowych. Warunki dla funkcji warto$ciowania
dla odpowiednich typéw zdan z uwagi na to, z jakiego glownego funktora sa zbudowane, mozna
ujac¢ jako warunki przypisujace odpowiednim funktorom operacje okreslone na wartosciach logicz-
nych. Jedynie kwantyfikatory stanowia wyrazenia, ktore jest trudno traktowaé, z punktu widzenia
standardowej metody konstrukcji modeli semantycznych, jako posiadajace korelaty semantyczne
w postaci, na przyklad, jakich§ operacji (na temat ,,nieoszczgdnosci” standardowej semantyki lo-
gicznej, por. Grzegorczyk 1981, s. 254-255; Grzegorczyk nie postuguje si¢ takim terminem, ale
w swoim podrgczniku postgpuje ,,nieoszczgdnie”, definiujac funkcjg warto$ciowania logicznego).
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jest dziedzing modelu, a;, a, sa elementami wyr6znionymi, nalezacymi do X, a Oy,
... O;sa funkcjami (operacjami) okreslonymi i wykonalnymi w zbiorze X. Przy czym
elementy zbioru X funkcjonuja jako wartosci funkcji wartoSciowania logicznego dla
zmiennych indywiduowych danej teorii. Natomiast funkcje Oy, ... O; stanowia war-
tosci funkcji interpretacji dla statych pozalogicznych danej teorii pierwszego rzedu.
Pod wptywem stynnego dictum Quine’a przyjmuje si¢, ze istnienie jest atrybutem
przypisywanym wylacznie warto$ciom zmiennych kwantyfikowanych z uwagi na
funkcje warto$ciowania logicznego w modelu. Oczywiscie, jest to jednostronne uj¢-
cie istnienia, gdyz pomija si¢ w nim funkcj¢ interpretacji statych pozalogicznych da-
nej teorii. Dlaczego nie mozna rozszerzy¢ rozumienia pojecia istnienia w taki spo-
sob, ze istnie¢ znaczy tyle, co by¢ wartoscia, z uwagi na funkcj¢ wartosciowania lo-
gicznego zmiennej zwiazanej lub by¢ wartoscia funkcji interpretacji statej pozalo-
gicznej? Zwolennik Quine’owskiej koncepcji istnienia musi poda¢ uzasadnienie te-
go, dlaczego jedynie funkcja warto§ciowania logicznego zmiennych presuponuje eg-
zystencj¢ ich wartos$ci semantycznych, podczas gdy funkcja interpretacji statych po-
zalogicznych w modelu nie presuponuje egzystencji wartosci semantycznych tych
statych. W literaturze przedmiotu ta kwestia jest pomijana. Mozna przypuszczac, ze
z powodu takiego, iz funkcj¢ interpretacji stalych pozalogicznych mozna zreduko-
waé do funkcji warto$ciowania logicznego.” Wowczas wszelkie wartoéci funkcji in-
terpretacji rowniez istnieja w modelu, gdyz funkcja interpretacji stanowi szczegdlny
przypadek funkcji wartosciowania logicznego. Jeéli tak, to w modelach teorii aryt-
metycznych pierwszego rzedu, obok liczb, istnieja rowniez funkcje (operacje) okre-
$lone i wykonalne na liczbach. W przypadku arytmetyki Peano, w jej modelach ist-
nieja nie tylko liczby naturalne, ale rowniez funkcje arytmetyczne (nastgpnika, do-
dawania, mnozenia, pot¢gowania i inne).

Jesli wigc w modelach semantycznych teorii arytmetycznych pierwszego rzedu
istnieja funkcje arytmetyczne, to musza by¢ one ,,jako$ rozumiane”. W praktyce me-
tamatematycznej sg one rozumiane w sposob teoriomnogosciowy jako zbiory n-tek
obiektow; w wypadku teorii arytmetycznych — sa one rozumiane jako zbiory n-tek
liczb.® I whasnie wizualizacje funkcji arytmetycznych za pomoca wykresow w karte-
zjanskim uktadzie wspoétrzednych w sposob dobitny pokazuja ich takie rozumienie.
Zatem w modelach semantycznych teorii arytmetycznych pierwszego rzedu istnieja

7 Z dang teoria i jej modelem sprzezonych jest wiele funkcji warto$ciowania logicznego. Jesli
dziedzina modelu jest nieskonczona, to tych funkcji warto$ciowania logicznego sprzgzonych z da-
nym modelem jest nieskonczenie wiele. Funkcja interpretacji statych pozalogicznych w danym mo-
delu jest to funkcja warto$ciowania charakteryzujaca si¢ sztywnoscia w odniesieniu do wartoscio-
wanego wyrazenia. Warunek sztywno$ci mozna zapisac¢ nastgpujaco: (Vi)Val; y(o) = const.

¥ Mozna funkcje rozumie¢ jako przeksztatcenia w sensie teorii kategorii. Na gruncie tej teorii,
pojecie przeksztalcenia jest definiowane jako trojka o postaci: < a, X, Y>, gdzie o jest podzbiorem
produktu kartezjanskiego X X Y. Teoria kategorii nie jest jednak powszechnie stosowana w konstru-
owaniu modeli semantycznych na gruncie metamatematyki (nie znaczy to, ze nie moze okazac si¢
interesujacym narz¢dziem modelowania semantycznego teorii).
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n-tki uporzadkowane liczb i ich zbiory w postaci funkcji arytmetycznych. Podsumo-
wujac, na modele semantyczne arytmetycznych teorii pierwszego rzedu mozna spoj-
rze¢ z trzech punktow widzenia: (i) z punktu widzenia funkcji warto§ciowania lo-
gicznego zmiennych modelowanej teorii; (ii) z punktu widzenia funkcji interpretacji
statych pozalogicznych modelowanej teorii; (ii) z punktu widzenia unifikujacego oba
wczesniejsze, czyli z punktu widzenia zaréwno funkcji warto§ciowania logicznego,
jak i funkcji interpretacji. Zgodnie z pierwszym punktem widzenia, arytmetyka Pe-
ano, na przyklad, opisuje liczby naturalne. Zgodnie z drugim punktem widzenia,
arytmetyka Peano opisuje funkcje arytmetyczne: nastgpnika, dodawania i mnozenia.
Zgodnie z trzecim punktem widzenia, arytmetyka PA opisuje zarowno liczby natu-
ralne, jak i funkcje arytmetyczne.

Powiedzenie wigc, ze trojka uporzadkowana <1, 2, 3> nie istnieje w modelu aryt-
metyki Peano, gdyz ,,[...] istnienie takich trojek nie nalezy do zakresu jej zobowia-
zan™, jest jedynie zasadne z pierwszego punktu widzenia, ktéry wikta si¢ w dogma-
tyczne stanowisko, zgodnie z ktérym jedynie zmienne kwantyfikowane teorii, poprzez
funkcje wartosciowania logicznego, wyznaczajq to, co istnieje w modelu teorii. Do-
gmat kwantyfikacji jako wylacznego kryterium istnienia wyklucza inne kryteria istnie-
nia obiektow w modelu. W niniejszym artykule przyjmuje si¢, ze nie tylko funkcje
warto$ciowania logicznego zmiennych w modelu sa nosnikami zobowiazan ontolo-
gicznych, ale takze funkcja interpretacji stalych pozalogicznych w modelu niesie z soba
takie zobowiazania egzystencjalne (nie wida¢ intuicyjnych nawet racji na to, dlaczego
miatyby istnie¢ poszczegolne liczby naturalne, a nie moglaby istnie¢, na przyktad, ope-
racja ich dodawania, o ktdrej si¢ nawet ,,méwi” w aksjomatach arytmetyki PA).

Przyjecie zaprezentowanego stanowiska nie jest uwiktane w zaden spor z zakre-
su filozofii matematyki dotyczacy statusu ontologicznego liczb. Stwierdzajac istnie-
nie operacji: nastgpnika, dodawania czy mnozenia, niczego, poprzez to stwierdzenie,
nie rozstrzyga si¢ o statusie ontologicznym liczb; czy sa one, na przyklad, reduko-
walne do struktur teoriomnogos$ciowych (zgodnie ze stanowiskiem Fregego czy tez,
na przyklad, neologicyzmem Hecka) czy tez nie. Stwierdzajac istnienie operacji
arytmetycznych, rozstrzyga si¢ jedynie to, ze w modelach istnieja struktury teoriom-
nogo$ciowe ufundowane na liczbach definiujace te operacje.

Warto przypomnieé, ze wlasnie modelowanie sytuacji matematycznych za po-
moca narzedzi teoriomnogos$ciowych wymusza akceptacje¢ zasady BP. A skoro mo-
delowanie sytuacji matematycznych poprzez rozmaite struktury teoriomnogosciowe
jest zdeterminowane poprzez zobowiazania ontologiczne funkcji interpretacji staltych
pozalogicznych teorii arytmetycznych pierwszego rzedu, to ostatecznie akceptacja
zasady BP jest presuponowana wtasnie przez to, ze funkcja interpretacji statych po-
zalogicznych teorii arytmetycznych pierwszego rzedu jest nos$nikiem okre$lonych
zobowiazan ontologicznych (chocby takich, ze w modelach teorii matematycznych
istnieja operacje: nast¢pnika, dodawania, mnozenia, poprzednika, potggowania itd.).

? Jest to wypowiedz recenzenta niniejszego artykutu.
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1.3. Identyczno$¢ migdzyzdaniowa
w sytuacyjnych modelach teorii arytmetycznych

Modele semantyczne arytmetycznych teorii pierwszego rz¢du sa konstrukcjami
teoriomnogosciowymi, ustanawianymi przy pomocy odpowiednio zdefiniowanego
predykatu teoriomnogosciowego. W standardowo rozumianej teorii mnogosci nie
funkcjonuje Zzaden operator tworzenia (generowania) sytuacji czy tez faktow. Na
gruncie teorii mnogosci mozna méwic jedynie o elementach, zbiorach, klasach, ro-
dzinach zbiorow, porzadkach, funkcjach, algebrach, przestrzeniach i o innych, jesz-
cze bardziej skomplikowanych obiektach. Z punktu widzenia teorii mnogosci, sytu-
acje czy tez fakty jako byty sui generis nie istnieja. Nie znaczy to jednak, ze nie
mozna wzbogaci¢ teorii mnogosci o pewien operator tworzenia faktéw czy tez sytu-
acji. Bez watpienia taka strategia konstruowania modeli semantycznych dla teorii
arytmetycznych z uzyciem teorii mnogo$ci wzbogaconej o operator tworzenia fak-
tow teoriomnogosciowych jest niestandardowa. Ta jej cecha jest dziedziczona przez
niestandardowos¢ pojecia sytuacji. Jesli bowiem majg istnie¢ sytuacje arytmetyczne
w modelach semantycznych arytmetycznych teorii pierwszego rzedu, to sytuacje
arytmetyczne musza mie¢ charakter teoriomnogosciowy. A skoro w teorii mnogosci
nie mowi si¢ o sytuacjach, faktach czy stanach rzeczy, to nalezy, przynajmniej ad
hoc, wprowadzi¢ jaki§ operator (funktor) tworzenia bytow propozycjonalnych do
jezyka teorii mnogosci, aby zbada¢ ewentualna jego przydatno$¢ w modelowaniu
,faktowych” §wiatow arytmetycznych.

Strategia wprowadzenia takiego operatora do jezyka teorii mnogo$ci moze prze-
biegaé poprzez zabieg ,,zadania” logiki niefregowskiej jezykowi i aksjomatyce teorii
mnogosci. Na uzytek tezy niniejszego artykulu jest wystarczajace to, aby teoria
mnogosci byta rozumiana jako ufundowana nad logika klasyczna rozszerzona o ak-
sjomaty podstawowego niefregowskiego rachunku zdan SCI. Na gruncie tak rozu-
mianej teorii mnogosci mozna formutowaé, przyktadowo, zdania o postaci: [<2, 3>
e fi] o [<I, 3> € f;], gdzie ,,#” oznacza relacj¢ identycznosci faktowej (sytuacyjnej).
Niefregowskie, teoriomnogo$ciowe zdania identyczno$ciowe na gruncie zamierzonej
interpretacji maja wlasnie wyraza¢ identyczno$¢ pomiedzy faktami denotowanymi
przez zdania zwiazane funktorem identycznosci migdzyzdaniowej. Dlatego tez poni-
zej wprowadzona zasada (W) jest zasadna.

Zakwestionowanie zasadnosci zasady (W) implikowatoby zakwestionowanie za-
sadnosci nadbudowywania teorii mnogos$ci nad niefregowskim rachunkiem zdan SCI.
To za$ prowadziloby do niemozliwos$ci zdefiniowania ontologicznej kategorii faktow
teoriomnogo$ciowych i w rezultacie — do niemozliwosci zdefiniowania kategorii fak-
tow arytmetycznych istniejacych w modelach semantycznych teorii arytmetycznych
pierwszego rzedu. Z takiego punktu widzenia, kwestia istnienia faktoéw arytmetycznych
w modelach semantycznych teorii arytmetycznych bytaby juz rozstrzygnigta na mocy
zakazu konstruowania modeli semantycznych teorii arytmetycznych na gruncie teorii
mnogosci ufundowanej nad KL + SCI (gdzie KL to logika klasyczna).
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Nalezy doda¢, ze uzycie logiki niefregowskiej w funkcji narzedzia konstruowania
modeli semantycznych teorii jest zgodne z celem, dla ktorego zostala przez R. Suszke
zaprojektowana. Ot6z, logika niefregowska zostata stworzona dla celu precyzyjnej
artykulacji formalnej ontologii sytuacji wyrazonej w Traktacie Wittgensteina. Z kolei
praktyke konstruowania modeli semantycznych dla rozmaitych, sformalizowanych
teorii mozna okresli¢ jako konstruowanie formalnych ontologii tych teorii.'” Meta-
matematyka jako, migdzy innymi, teoria semantycznych modeli sformalizowanych
teorii dedukcyjnych obejmuje wigc ontologi¢ formalna (obok semantyki formalnej).
Tym samym konstruowanie rozmaitych struktur formalnych jako potencjalnych mo-
deli semantycznych dla teorii arytmetycznych przynalezy do kompetencji dyscypliny
zwanej ontologia formalng. Rozszerzenie wigc jezyka teorii mnogosci o funktor
identycznosci zdaniowej w celu konstruowania faktéw arytmetycznych w modelach
teorii arytmetycznych jest wigc w pelni zgodne z celem, dla ktorego logika niefre-
gowska zostata obmyslona.

Funktor identyczno$ci migdzyzdaniowej jest rowniez uzyty w ponizej zaprezen-
towanej argumentacji w charakterze narzgdzia formalizacyjnego teorii arytmetycz-
nych pierwszego rzedu. Wystepuje on bowiem w aksjomacie (A) w teoriach aryt-
metycznych typu: (Art + KL + A + A-conv), bedacych przedmiotem badania meta-
matematycznego w niniejszym artykule. Z uwagi na to, ze dowolna logika moze
spelnia¢ dwie rozne funkcje wzgledem danej teorii: formalizacyjna (wowczas dana
logika jest zadana jezykowi danej teorii) oraz ontologiczna (woéwczas dana logika
jest zadana metajezykowi danej teorii, w ktorym konstruowany jest jej model se-
mantyczny), mozna wyrézni¢ nastgpujace sytuacje metodologiczne: (i) dana logika
spetnia zardwno funkcje formalizacyjna, jak i ontologiczna wzgledem danej teorii;''
(il) dana logika spelnia funkcj¢ formalizacyjna wzgledem danej teorii i nie spetnia
funkcji ontologicznej wzgledem danej teorii;' (iii) dana logika nie spetia funkcji
formalizacyjnej wzgledem danej teorii, ale spetnia funkcje ontologiczna.'? Poniewaz

' A. Grzegorczyk, rozpoczynajac rozdzial ,Modele arytmetyki” w swoim podreczniku [Grze-
gorczyk 1983], tak oto charakteryzuje modelowanie teorii matematycznych: ,,Badania nad teoriami
matematycznymi w duzym stopniu dotycza zwiazku teorii matematycznej z matematyczng rzeczywi-
stodcia, o ktorej w teorii mowa. Jesli badamy teori¢ matematyczna, mozemy zapomnie¢ na chwilg,
w celu opisu jakiej matematycznej rzeczywistosci byt ona budowana, i pomysle¢, czy nie opisuje ona
tez przypadkiem jakiej$ innej rzeczywistosci, ktora nie byla celem teorii” (s. 224). Parafrazujac przy-
wolane stowa, celem niniejszego artykutu jest zbadanie, czy czasami teorie matematyczne nie opisuja
jakiej$ innej rzeczywisto$ci — rzeczywistosci faktow matematycznych — , ktéra nie byta celem teorii”.

! 7 taka sytuacja mamy do czynienia np. w wypadku logiki klasycznej, na gruncie ktorej skon-
struowana jest arytmetyka PA, a takze modele tejze arytmetyki w metajgzyku teoriomnogosciowym.

12 7 taka sytuacja mamy do czynienia w wypadku logiki intuicjonistycznej, na gruncie ktérej
konstruowane sa pewne teorie, ktérych modele semantyczne sa, jednakze, konstruowane na gruncie
logiki klasycznej (na przyktad, modele Kripkego dla intuicjonistycznych teorii).

'3 Jest to sytuacja analogiczna do sytuacji (ii). Logika klasyczna nie spelnia funkeji formaliza-
cyjnej wzglgdem teorii formutowanych na gruncie logiki intuicjonistycznej, cho¢ w modelowaniu
semantycznym tych teorii jest uzyta.
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sytuacje (ii) oraz (iii) sa zasadniczo tego samego typu, nalezy wigc wyrdzni¢ dwa
sposoby uwiklania metodologicznego dowolnej logiki wzgledem danej teorii.

Procedury modelowania semantycznego danej teorii w tych sytuacjach sa od-
mienne. Jesli przyjmie sig, ze state logiczne danej logiki, na gruncie ktorej jest sfor-
mulowana badana teoria, denotuja w modelu semantycznym danej teorii okre§lone
operacje logiczne, to w sytuacji: (i) operacje logiczne istniejace w modelu badane;j
ne istniejace w modelu danej teorii sa poddane redukcji do okreslonych struktur on-
tologicznych wyznaczonych przez logike w funkcji ontologicznej wzgledem dane;j
teorii."* Argument zaprezentowany w niniejszym artykule zaktada sytuacje metodo-
logiczna typu (i). Jesli bowiem w modelach semantycznych teorii arytmetycznych
pierwszego rzedu maja istnie¢ sytuacje (fakty) matematyczne, to aby wyrazi¢ w jg-
zyku przedmiotowym relacj¢ identyczno$ci pomigdzy nimi, nalezy teorie arytme-
tyczne pierwszego rzedu formulowac na gruncie, przynajmniej, rachitycznej logiki
niefregowskiej (obejmujacej przynajmniej aksjomat zwrotnosci identycznos$ci fakto-
acji (faktow) matematycznych w modelu teorii arytmetycznej musi skutkowaé nad-
zwyczaj kontrowersyjnymi konsekwencjami epistemologicznymi, zgodnie z ktérymi:
(i) z punktu widzenia jezyka przedmiotowego teorii arytmetycznych sytuacje mate-
matyczne istniejace w modelach sa ,,niewidoczne”; (ii) ,,ujrzenie” sytuacji matema-
tycznej w modelu teorii arytmetycznej wymaga jej konstrukcji, za pomoca §rodkéw
niefregowskich, z obiektow teoriomnogos$ciowych wyznaczonych przez reguly se-
mantyczne okre§lone na wyrazeniach jezyka danej teorii. Akceptujac jednakze kon-
sekwencje (ii), poprzez konstrukcje kategorii sytuacji w metateorii, ma si¢ tym sa-
mym uzasadnienie rozszerzenia logiki klasycznej do logiki niefregowskiej, na grun-
cie ktorej mozna formutowac teorie arytmetyczne pierwszego rzedu. Skoro bowiem
w modelu umiemy konstruowaé sytuacje matematyczne i pordéwnywac je pod wzgle-
dem identycznosci, to dlaczego nie wprowadzi¢ do jezyka przedmiotowego funktora
identyczno$ci zdaniowe;j?

Podsumowujac, konstrukcja przedmiotu badania o postaci: (Art + KL + A + A-
conv) jest motywowana zatozeniem, iz istnieja w modelach teorii arytmetycznych
pierwszego rzedu takie byty, jak sytuacje (fakty czy stany rzeczy) arytmetyczne. Ar-
gumentacja przedstawiona ponizej pokazuje, ze zalozenie to — na mocy semantycz-
nej zasady BP — prowadzi do wyprowadzenia fatszywych zdan teorii arytmetycznej
(4rt + KL + A + A-conv) w jej zamierzonym modelu semantycznym.

' Na przyktad, dla teorii sformufowanych na gruncie logiki modalnej, konstruowane sa modele
Kripkego na gruncie logiki klasycznej. W tych modelach korelaty funktorow modalnych sa reduko-
wane do okre$lonych struktur teoriomnogo$ciowych okreslonych na $wiatach mozliwych.
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2. DOWOD

Niech Art bedzie pierwszego rzedu arytmetyka liczb rzeczywistych. Jezyk Art
obejmuje wigc zmienne indywiduowe, nazwy operacji arytmetycznych, nazwy funk-
cji arytmetycznych, stale liczbowe, zlozone wyrazenia oznaczajace wartosci liczbo-
we rozmaitych funkcji od rozmaitych argumentéw. Niech logika takiego jezyka be-
dzie logika klasyczna wzbogacona o aksjomat identyczno$ci zdaniowej oraz definicje
operatora lambda z lambda-rachunku."” Innymi stowy, zaktada sie, ze pierwszego rzedu
arytmetyka liczb rzeczywistych jest nadbudowana nad logika, ktora mozna okresli¢
mianem rachitycznej logiki niefregowskiej, zdefiniowanej jako: KL + A + A-conv.

(A) o @ 0. (gdzie ,,»” jest funktorem identyczno$ci migdzyzdaniowej)
(A-conv)  (A)[P(x)](a) = P(a)

W dowodzie zaprezentowanym ponizej jest wykorzystana restryktywna regula eks-
tensjonalnosci o postaci:

(Ext) Art = (n=m) A Art + o(n) — Art = on/m)

Zgodnie z reguta (Ext), jesli formuta identycznosciowa o postaci: (n = m), gdzie n
oraz m s3 dowolnymi termami arytmetycznymi, jest teza teorii arytmetycznej Art
oraz on) jest teza arytmetyczna, to dowolne zastgpienie termu »n termem m w tezie
o(n) daje w wyniku rowniez tezg teorii Art. Restryktywnos¢ reguty (Ext) polega na
tym, ze jej zasieg aplikacji dotyczy wylacznie tez arytmetycznych; nie mozna ta re-
gula dziata¢ na formuly niebgdace tezami arytmetycznymi. Dowod przedstawia si¢
nastgpujaco:

(DHoea (Aksjomat (A))
(2) 2+1 = (AX)[x + 1] (2) (teza arytmetyczna otrzymana na mocy (A-conv))
(3) 2+1 = (AX)[2 + X] (1) (teza arytmetyczna otrzymana na mocy (A-conv))

(4) (2+1=3) o (2+1=3) (teza otrzymana z (1) w wyniku podstawienia: o/ 2+1 =3)
3) [Ax)[x + 1](2)=3] » (2+1=3) (teza otrzymana z zastosowania (Ext) do: 2, 4)
(6) [AX)[x + 1](2) =3] o [(AX)[2 + x](1) =3] (teza otrzymana z zastosowania (Ext)

do: 5, 3)

Zaprezentowany dowdd jest dowodem aksjomatycznym; kazdy wiersz dowodo-
wy jest badz teza logiczna, badz teza arytmetyczna teorii (4rt + KL + A + A-conv).
Teza (6) jest intuicyjnie formula falszywa, gdyz wyraza tres¢, zgodnie z ktora fakt,
ze funkcja liniowa (Ax)[x + 1] zastosowana do liczby 2 jako jej argumentu daje
warto$¢ w postaci liczby 3 jest identyczny z faktem, ze funkcja liniowa (Ax)[2 + X]

'3 Operator lambda jest podstawowym narzedziem konstrukcji systemow lambda logiki (czy tez
ogolniej: logiki kombinatorow). Za tworcow lambda jezykow uznaje sig: Schonfinkela, Churcha,
Curry’ego. Wyrazenie ksztattu: ,,(Ax)[...]” (czasami zapisywane bez nawiasdw) jest rozumiane jako
symbol funkcji.
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zastosowana do liczby 1 jako jej argumentu daje warto$§¢ w postaci liczby 3. Dlacze-
go zdanie (6) jest fatszywe?

Jesli méwi sig, ze zdanie pewnej teorii jest falszywe, to ma si¢ na mysli to, ze
dane zdanie jest falszywe w pewnym zamierzonym modelu M. Wykazanie wigc fal-
szywosci zdania (6) wymaga konstrukcji zamierzonego modelu teorii (4rt + KL + A
+ A-conv).

Dla celéw argumentacji przyjmijmy nastgpujaca konwencje jezykowa: jesli o
jest wyrazeniem przedmiotowym arytmetyki 4rt, to o jest nazwa tego wyrazenia na
gruncie metateorii. Okreslmy semantyczna funkcje¢ ekstensji Ext), przyporzadkowu-
jaca wyrazeniom jezyka Art obiekty w modelu M w nastepujacy sposob: (i) jesli n
jest liczebnikiem (stata indywiduowa Art), to Ext(n) = k (gdzie k jest pewna liczba
rzeczywista); (ii) jesli f jest wyrazeniem funkcyjnym, to Exty(f ) = f (gdzie f jest
ustalong funkcja okreslona na liczbach rzeczywistych, czyli ustalonym zbiorem n-tek
uporzadkowanych). Ponadto, przyjmijmy na gruncie metateorii zalozenie, ze na wy-
razeniach zdaniowych jezyka Art okreslona jest funkcja ekstensji przyporzadkowu-
jaca wyrazeniom ich korelaty ontologiczne (fakty) w modelu. Zat6zmy dwie nastg-
pujace zasady semantyczno-arytmetyczne (meta-wyrazenie ,,ME 0 oznacza zacho-
dzenie faktu denotowanego przez o. w modelu M):

(Seml) M & (00 e B) = Exty (00) = Exty (B)

Zasada (Seml) stoi u podstaw semantyki niefregowskiej i wyznacza zamierzony
sposob interpretacji funktora identycznos$ci migdzyzdaniowej. Poniewaz nie wiemy,
czym sa fakty matematyczne w teoriomnogos$ciowym modelu M (zakladamy jedynie,
ze one w modelu M istnieja), przyjmijmy nast¢pujaca regule parafrazy zdan meta-
arytmetycznych Art na zdania teorii, w ktdrej model M jest skonstruowany.

(Sem2) Exty(f(n) = m) = fakt, ze < Exty(n), Exty(m) > € Exty(f)

Na mocy zasady (Sem2) mozna przyja¢ umowe, zgodnie z ktora zdanie arytmetycz-
ne o postaci: f{n) = m opisuje w modelu M fakt, ze < Exty(n), Exty(m) > € Exty(f).
Poniewaz w modelu M istnieja fakty (mi¢dzy innymi niefregowskie fakty identycz-
nosciowe), to w jezyku, w ktorym model M jest konstruowany, musi réwniez wystg-
powaé funktor stuzacy do oznaczania tych faktow. Niech tym funktorem bedzie
symbol ,,F” rozumiany jako funktor nazwotwoérczy od argumentu zdaniowego i spet-
niajacy nastgpujacy warunek (gdzie ,,0” jest funktorem identycznosci migdzyzda-
niowej uzytym w jezyku, w ktorym konstruowany jest model M):

(W) Flo)=FP)=oef

Warunek (W) umozliwia przeklad wszelkich zdan opisujacych model M, w ktérych
wystepuje funktor ,,F” na zdania, w ktorych ten funktor nie wystepuje, a zamiast
niego wystepuje funktor identycznosci miedzyzdaniowej. Zasada (W) jest oczywista
z tej racji, ze dwie nazwy faktow oznaczaja ten sam fakt wtedy, gdy odpowiadajace
im zdanie zbudowane z funktora identycznos$ci miedzyzdaniowe;j jest prawdziwe.
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Niech funkcja Ext), w odniesieniu do wyrazen wystepujacych w zdaniach:
((AX)[x + 1](2) = 3 oraz ((Ax)[2 + x](1) = 3 bedzie okre§lona w nastepujacy sposdb
(gdzie f) oraz f, sa funkcjami takimi, ze: fj(x) =x + 1; f,(x) =2 + x):

(2) Exty (AX)[x + 1]) = 1,
3) Exty (A2 +x]) =1,
(4) Exty (2) =2
(5) Exty (3)=3
(6) Exty (1) =1

Na mocy (Seml) otrzymujemy:

(7) M= [(Ax)[x + 1](2) = 3] & [(Ax)[2 + x](1) = 3] = Exty((Ax)[x + 1](2) = 3) = Exty
(A)[2 +x](1) = 3)

Z warunku (Sem2) wnioskujemy:

(8) Exty(AX)[x + 11(2) =3) = F[< Exty; (2), Exty; (3 ) > € Exty (AX)[x + 1])]
(9) Exty(Ax)[2 + x](1) = 3) = F[< Exty, (1), Exty (3 ) > € Exty (AX)[2 +x])]

Na mocy charakterystyki funkcji ekstensji w modelu M, zgodnie z warunkami: (2)-(6),
z (8) oraz (9), odpowiednio, wyprowadzamy:

(10) Exty(Ox)[x + 112) = 3) = F[<2, 3> € 1]
(11) Exty(x)[2 + x](1) = 3) = F[<1, 3> € £,]

Z (7), (10) i (11) wynika:
(12) Me [()[x + 1]2) = 3] o [AX)[2 + x](1) = 3] = F[<2, 3> € fi] = F[<1, 3> € £]

Stosujac do (12) warunek (W), wyprowadzamy:
(13) M= [(AX)[x + 1](2) =3] e [AX)[2 + x](1) =3] =[<2, 3> € fi] o [<], 3> € f;]

Zdanie (Z): ,,[<2, 3> € fj] o [<I, 3> € f,]” stanowi wigc przektad — w jezyku
przedmiotowym, w ktérym skonstruowany jest model M — metajezykowego stwier-
dzenia: ,MEe [(Ax)[x + 1](2) = 3] e [(AX)[2 + x](1) = 3]” z zachowaniem tozsamosci
warto$ci logicznej obu zdah. Poniewaz istnieje dowdd w (4rt + KL + A + A-conv)
zdania [(Ax)[x + 1](2) = 3] & [(Ax)[2 + x](1) = 3] (Wyzej to wykazano), stad nalezy
przyjac:

(14) M= [(Ax)[x + 1](2) = 3] @ [(Ax)[2 + x](1) = 3]

Zatem z (13) i (14) wynika:

(2)[<2,3>€ fi] e [<],3>¢€ f].

Zdanie (Z) nie jest zdaniem j¢zyka teorii arytmetycznej Art. Stanowi ono teoriomo-
delowa parafraze zdania [(Ax)[x + 1](2) = 3] e [(Ax)[2 + x](1) = 3] bedacego twier-
dzeniem teorii (Art + KL + A + A-conv). Relacja parafrazowalno$ci pomiedzy zda-
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niami: [(Ax)[x + 1](2) = 3] e [(Ax)[2 + x](1) = 3] oraz [<2. 3> € fi] e [<], 3> € f,]
polega na tym, ze fakt denotowany przez pierwsze ze zdan w modelu M teorii (4rt +
KL + A + A-conv) jest faktem wyrazanym przez drugie ze zdan nalezace do jezyka
(w tym wypadku drugiego rzgdu jezyka przedmiotowego teorii mnogosci ze stalymi
arytmetycznymi i funktorem identyczno$ci migdzyzdaniowej), w ktorym model M
jest konstruowany. Latwo zauwazy¢, ze meta-twierdzenie (13) podpada pod Tarskie-
go schemat T-rownowaznosci. Jesli meta-jezykowa formuta ,,Mi= [(Ax)[x + 1](2) = 3]
o [(Ax)[2 + x](1) = 3]” zostanie zinterpretowana jako stwierdzajaca prawde w mo-
delu M zdania [(Ax)[x + 1](2) = 3] e [(Ax)[2 + x](1) = 3], to zdanie (Z) po prawej
stronie funktora réwnowaznosci w (13) powinno zosta¢ zinterpretowane jako prze-
ktad badanego zdania na metajezyk, w ktorym konstruowany jest model M. Przy
czym w analizowanym wypadku przektadalno$¢ obu zdan nie jest ustalana konwen-
cjonalnie, lecz jest udowodniona na mocy warunkéw (Sem?2) i (Sem3).

Zbadajmy wigc warto$¢ logiczna zdania (Z) na gruncie teorii mnogo$ci wzboga-
conej o state arytmetyczne i funktor identyczno$ci migdzyzdaniowej. Ot6z, aby zba-
daé warto$¢ logiczna (Z), nalezy znowu postuzy¢ sig semantycznym metajezykiem. '
Przyjmijmy wigc, ze na stalych indywiduowych oraz stalych funkcyjnych okreslona
jest funkcja denotacji Dny, przyporzadkowujaca im odpowiednie przedmioty teo-
riomnogosciowe: stalym funkcyjnym — funkcje, stalym indywiduowym — indywidua,
n-tkom statych indywiduowych — n-tki indywiduéw. Ponadto, przyjmijmy nastgpu-
jace semantyczne zasady okreslajace ,,minimalny” sposéb rozumienia funkcji Dn,,:

(D1) M= oo 3= Dny(cr) = DnyB)
(D2) Me n = k= Dny(n) = Dny(k)
(D3) Me<ny,...,n>=<k,..., k> = Dmy(<ny,..., n>) = Dm(< ky,..., k>)

Analizujac semantycznie zdanie (Z), wyprowadzi¢ mozna nast¢pujace wnioski:

(1) Dinyf(<2.3> € f)) = Dny( <1.3> € £)
Q) Dny(<2.3>) # Diy(<1. 3>)
3) Dny(f)) # Dny(£s)

Z wnioskow (1), (2) 1 (3) wynika, ze zdanie (Z) jest sprzeczne z zasada BP (Barwise,
Perry 1981, s. 387-403), zgodnie z ktéra fakty pojmowane jako uprawdziwiacze, po-
siadajace rézne sktadniki sa réznymi faktami. Jesli stwierdzi sig, ze Dny(<2, 3> )
oraz Dny(f) ) sa sktadnikami faktu Dny(<2, 3> € f; ), a Dny(<1, 3> ) oraz Dny, (f;)
sa sktadnikami Dny, (<1, 3> € f, ), to na mocy (2) i (3) oraz zasady Barwise’a i Per-
ry’ego, Dny(<2, 3> € f| ) oraz Dny, (<1, 3> € ;) sa r6znymi faktami. Zatem zdanie

' Najlepiej bytoby udowodni¢ negacje zdania (Z) na gruncie teorii mnogo$ci nadbudowanej
nad logika niefregowska. Ale poniewaz taka teoria nie dysponujemy, musimy to uczyni¢ poprzez
konstrukcje modelu semantycznego dla zdania (Z).
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(Z) musi zosta¢ uznane za zdanie falszywe. A poniewaz (Z) jest teoriomnogosciowa

parafraza formuty: [(Ax)[x + 1](2) = 3] e [(Ax)[2 + x](1) = 3], to udowodniona for-

ze

>

mula powinna zosta¢ uznana za falszywa. Ostatecznie wigc, nalezy przyjacé

wprowadzenie funktora identyczno$ci zdaniowej w postaci jednego aksjomatu (A)

do dowolnej teorii arytmetycznej, rozszerzonej o lambda-operator Churcha—Curry’ego,
generuje dowody fatszywych identyczno$ciowych zdan o faktach arytmetycznych.

Zaprezentowany wniosek mozna przedstawié, positkujac si¢ wykresami funkcji

liniowych w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.
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Na diagramie widnieja wykresy przebiegéw funkeji liniowych: (Ax)[x + 1] oraz
(Ax)[x + 2] (jest to funkcja identyczna z funkcja (Ax)[2 + x] ). Na kazdej linii zazna-
czone sa dwa punkty: <2, 3> oraz <1, 3>. Obrazem faktu denotowanego przez zdanie:
[(Ax)[x + 1](2) = 3] jest sytuacja polegajaca na tym, ze linia: f(x) = x+ 1, przecina
punkt B =<2, 3>, Z kolei obrazem faktu denotowanego przez zdanie: [(Ax)[2 + x](1)
= 3] jest sytuacja polegajaca na tym, ze linia: f(x) = x+2 przecina punkt A = <I, 3>.
Poniewaz oba obrazy sa rézne i co wigcej, nawet nie posiadaja elementéw wspol-
nych, nalezy wyprowadzi¢ wniosek, ze przedstawiaja one dwa rozne fakty matema-
tyczne.

Obronca faktow matematycznych moze sig upierac, ze oba zdania denotuja ten sam
fakt matematyczny, gdyz dowdd to wykazuje. Woéwcezas jednak musi odpowiedzieé
na pytanie: dlaczego jest tak, ze ten sam fakt matematyczny moze by¢ obrazowany
przez rozne wykresy matematyczne, ktore nie posiadaja zadnych elementéw wspol-
nych? Innymi stowy: jak to jest mozliwe, ze dla pewnych par zdan, dla ktérych zbiory
denotacji ich sktadnikéw rdznig sie, zdania te denotuja ten sam fakt matematyczny?

Ponadto, obronca faktow matematycznych moze argumentowaé w nastgpujacy
sposob: Teorie arytmetyczne sa prawdziwe w pewnych modelach liczb i jednocze-
$nie falszywe w pewnych innych modelach liczb. Na przyklad, arytmetyka liczb
wymiernych jest falszywa w dziedzinie liczb naturalnych, gdyz, na przyktad, formuta:
(@x)(1< x <2) jest fatszywa dla liczb naturalnych. W konsekwencji sytuacja mate-
matyczna denotowana przez t¢ formule nie jest faktem w modelach arytmetyki liczb
naturalnych.!” Kontrargument jest chybiony, gdyz modele liczb naturalnych nie sa
zamierzonymi modelami dla arytmetyki liczb wymiernych. W wypadku teorii (Art +
KL + A + A-conv) skonstruowany model ma posta¢ modelu zamierzonego. Jesli zwo-
lennik faktow matematycznych nadal nie zgadza si¢ z takim odparciem jego kontrar-
gumentu, to na nim ciazy obowiazek zdefiniowania klasy zamierzonych modeli teorii
(Art + KL + A + A-conv). Przy czym modele te musza by¢ tak skonstruowane, aby z ich
warunkow definicyjnych, na gruncie teorii mnogo$ci, wynikata formuta drugiego
rzedu: (F12)3x, Y)[f#g A x#y A P(Ax)) » Y(g(y))], gdzie f oraz_g sa zmiennymi
funkcyjnymi, ¥ za$§ oznacza dowolny kontekst zdaniowy jezyka, w ktorym konstru-
owany jest model teorii (47t + KL + A + A-conv). W zwiazku z tym obrofica faktow
matematycznych musi podaé przyktady takich zdan wynikajacych z definicji klasy
zamierzonych, sytuacyjnych modeli arytmetycznych, ktoére sa rezultatem opuszcze-
nia kwantyfikator6w w wymienionej formule. Jesli to uczyni, natychmiast wyprowa-
dza wniosek, ze zdania: ¥(f(a)) oraz ¥(f(b)), dla f# g i a#b, denotuja ten sam fakt.

3. KOMENTARZ

W zaprezentowanym wyzej dowodzie nie jest wykorzystana zasada Wittgensteina,
ktéra glosi, ze dwa rownowazne logicznie zdania denotuja ten sam stan rzeczy

' Ten kontrargument zostat sformutowany przez recenzenta niniejszego artykutu.
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(uprawdziwiacz); czy tez ze sa ko-ekstensjonalne. Oznacza to, ze zaprezentowany
dowdd jest niezalezny od kwestii logicznego kryterium identyczno$ci stanow rzeczy
(faktéw, uprawdziwiaczy). Jedynym niefregowskim narze¢dziem, ktore dowod wyko-
rzystuje, jest aksjomat refleksywnos$ci identycznoséci migdzyzdaniowej (A). Uznanie
dowodu musi wigc prowadzi¢ do akceptacji wniosku, ze niezaleznie od tego, jak
uprawdziwiacze (stany rzeczy, fakty czy sytuacje) sa pojmowane, zdanie: [(AX)[x +
11(2) = 3]  [(AX)[2 + x](1) = 3] przyjmuje warto$¢ logiczng prawdy. Je$li funkcja
ekstensji jest utozsamiana z funkcja warto$ci logicznej, to analizowane zdanie jest
bezdyskusyjnie prawdziwe. Dlatego tez jego ,,paradoksalno$¢” jest rezultatem za-
mierzonej interpretacji spojnika identycznosci migdzyzdaniowej jako stuzacego wy-
razaniu informacji, ze zdania potaczone tym spojnikiem odnosza do tego samego
faktu (jako bytu réznego od Fregowskich wartosci logicznych). Innymi stowy, falsz
udowodnionego zdania: [(Ax)[x + 1](2) = 3] ® [(Ax)[2 + x](1) = 3] ujawnia si¢ dopie-
ro przy zamierzonej, niefregowskiej interpretacji spdjnika ,,e” oraz przyjecia zasady
BP. Przedstawiony dowod pokazuje wige, ze pojecie uprawdziwiaczy (faktéw) jako
czego$ roznego od wartosci logicznych odnosi do kategorii niewspotmiernej
z kategoriami, ktérymi zajmuja si¢ matematycy.

Mozna uniewazni¢ zaprezentowany dowod, odrzucajac ktora$ z regut inferencji
w nim uzytych. Co wigc z punktu widzenia ontologii matematyki oznaczaloby od-
rzucenie reguly (Ext)? Poniewaz regula (Ext) operuje na tezach matematycznych,
skutkiem jej ewentualnej niepoprawnos$ci musiatoby by¢ uznanie tego, ze zastapienie
koekstensjonalnych wyrazen indywiduowych w pewnych kontekstach produkuje fat-
szywe zdania. Miatoby to miejsce w takich jedynie wypadkach, w ktoérych kontekst
zmienialby ekstensj¢ wyrazen indywiduowych. Jesli w arytmetycznych tezach stwier-
dzajacych identyczno$¢ faktow zabronione byloby wzajemne zast¢powanie koeks-
tensjonalnych wyrazen indywiduowych, to nalezatloby wyciagna¢ wniosek méwiacy,
ze identycznosciowe fakty matematyczne nie sa ekstensjonalnie skonstruowane, ze
standardowo rozumiane zasady kompozycyjnoéci nie stosuja si¢ do nich.'"® Przyja¢
nalezatoby zasadg ontologiczna, zgodnie z ktoéra pewien typ faktéw matematycznych
wyznacza ,,z gory” swoje sktadniki. Takimi faktami bylyby matematyczne fakty po-
legajace na tym, ze pomiedzy pewnymi innymi faktami zachodzi relacja identyczno-
$ci. Poniewaz jednak reguta (Ext) musi obowiazywa¢ w matematyce niefregowskiej
(to znaczy takiej, ktorej jezyk nie jest rozszerzony o spdjnik identycznosci migdzy-
zdaniowej), wowczas nalezaloby przyjac to, ze wszystkie nieidentyczno$ciowe fakty
matematyczne sa zlozone ekstensjonalnie (,,z dotu”). Ostatecznie wigc nalezatoby
zgodzi¢ si¢ z dosy¢ kontrowersyjng teza ontologiczna, ze uniwersum faktow mate-
matycznych z uwagi na zasady kompozycyjnosci nie jest homogeniczne (jest ontolo-
gicznie ,,peknigte”).

Zablokowanie przedstawionego dowodu poprzez uniewaznienie Churcha-Cur-
ry’ego reguty lambda-konwersji rowniez wymusza przyjgcie niestandardowej ontolo-

'8 W pracy (Krysztofiak 2007) przedstawiona jest koncepcja holistycznego sktadania sytuacji.
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gicznej wizji obiektow matematycznych. Zgodnie z ta regula, kazdy obiekt matema-
tyczny, w szczegdlnosci liczby, da si¢ wygenerowac na mocy zastosowania pewne;j
funkcji do pewnego innego obiektu. W ten sposdb generowane sa wszystkie liczby
naturalne rézne od zera (za pomoca funkcji nastepnika). Przyjmujac regute Churcha,
mozna intuicyjnie obja$ni¢ pojecie faktu matematycznego jako faktu polegajacego
na poprawnym zastosowaniu okreslonej funkcji do danego argumentu w celu wyge-
nerowania okreslonego obiektu matematycznego. Fakt, ze 1+ 2 = 3, mozna by rozu-
miec tak oto: ze liczba 3 powstaje w wyniku zastosowania funkcji (Ax)[1 + x] do ar-
gumentu bedacego liczba 2. Poniewaz liczbg 3 mozna wygenerowac rdwniez za po-
moca odmiennej funkcji zastosowanej do odmiennego argumentu, wowczas zdanie:
1+ 2 = 3 nalezatoby potraktowa¢ jako wieloznaczne z uwagi na funkcj¢ denotowania
faktow. Akceptacja reguty lambda-konwersji prowadzi wigc do uznania funkcyjnej
ontologii obiektow matematycznych, ktérych ,,modelami-obrazami” sa fakty mate-
matyczne. Przy czym zdania matematyczne sa wieloznaczne denotacyjnie. Odrzucenie
reguly lambda-konwersji skutkowatoby z kolei negacja funkcyjnej ontologii obiektow
matematycznych za ceng przyjecia zasady jednoznacznosci denotacyjnej w odniesie-
niu do zdan matematycznych. W kazdym razie, na gruncie reguty lambda-konwersji
nie da si¢ mowi¢ o tym, ze zdania matematyczne zbudowane wylacznie ze statych
matematycznych i operatoréw matematycznych denotuja jednoznacznie fakty matema-
tyczne; co wigcej, im takie zdanie jest dtuzsze, tym zbior faktow denotowanych przez
dane zdanie staje si¢ coraz liczniejszy. Jesli wigc przyjmuje si¢ regute lambda-kon-
wersji i chee si¢ mie¢ w dziedzinach matematycznych fakty matematyczne (obok in-
dywiduéw, ich zbioréw oraz funkcji), to trzeba rozumie¢ je inaczej niz zgodnie ze
sposobem rozumienia faktow wyznaczonym przez zasady semantyki i ontologii nie-
fregowskie;j.

4. ZAKONCZENIE

Jesli zaprezentowana argumentacj¢ uzna si¢ za konkluzywna, to nalezy ja zinter-
pretowac¢ jako méwiaca, ze w dziedzinach matematycznych nie ma zadnych faktow
matematycznych. Postawi¢ wigc nalezy w tym kontekscie nast¢pujace pytanie: Jesli
nie ma w modelu danej teorii fizykalnej faktoéw (sytuacji) matematycznych, to czy
mozna wowczas sensownie mowi¢ o faktach (sytuacjach) fizycznych? Obronca on-
tologii sytuacji musi, o ile jego propozycje maja by¢ traktowane ,,powaznie”, przy-
najmniej pokaza¢ to, ze w danej dziedzinie przedmiotowej moga istnie¢ fakty fi-
zyczne bez faktow matematycznych. Na przyklad, ze mozna zatozy¢ istnienie faktu
oddzialywania grawitacyjnego o okres$lonej wartosci pomigdzy dwoma punktami
materialnymi o okreslonej masie i okreslonej odlegltosci pomigdzy nimi, bez zakta-
dania faktu zachodzacego pomigdzy odpowiadajacymi warto$ciami liczbowymi.
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