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Celem artykutu jest skonstruowanie modelu struktury reprezentacyjnej wyja-
$niajacej wyniki niektérych wspoétczesnych badan eksperymentalnych w zakresie
tzw. arytmetyki kognitywnej, w szczegolnosci wyniki nazywane technicznie efektem
SNARC, efektem odleglosci, efektem wielko$ci oraz efektem skali. Nasz cel badaw-
czy moze zosta¢ zinterpretowany jako filozoficzna proba formalnego modelowania,
z uwagi na wyniki badan eksperymentalnych, podstawowej formy poznawczej pro-
cesOW myslenia arytmetycznego. Zakladamy bowiem w duchu neokantowskiej epi-
stemologii, ze umysl wyposazony jest w system form poznawczych, sktadajacych si¢
na tzw. wiedz¢ rdzenna (core knowledge). Umozliwiaja one umystowi wykonywanie
réznych elementarnych czynnosci poznawczych, w szczegodlnosci konceptualizacje
tego, co jest mu dane w codziennym doswiadczeniu'.

Modele formalne jednostek funkcjonalnych umyshu nie s3 tu rozumiane jako
modele formalne ich neuronalnych implementacji, czyli ,,symulatoréw pracy mozgu”

* Praca zostala czgSciowo napisana w ramach projektu sfinansowanego ze srodkow Narodowe-
go Centrum Nauki przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2011/01/B/HS1/04029.

' Badacze podkreslaja, ze na system wiedzy rdzennej sktada sig¢ pigé modutéw ,,odpowiedzial-
nych” za: (1) reprezentowanie nieozywionych przedmiotow i ich wzajemnych interakcji, (2) reprezen-
towanie agentow i ich celowo zorientowanych dziatan, (3) reprezentowanie liczebnosci, porzadkow
i wielkosci, (4) reprezentowanie miejsc geometrycznych w ich przestrzennym rozmieszczeniu, (5) re-
prezentowanie wlasnej grupy spolecznej oraz obcych grup spotecznych, a takze ich cztonkow (Kinzler,
Spelke 2007, Spelke, Kinzler 2007). Moduty te mozna wigc interpretowaé jako mechanizmy poznaw-
cze umozliwiajace umystowi wykonywanie aktow odnoszenia si¢ do: (1) przedmiotoéw i uktadow
przedmiotow nieozywionych, (2) podmiotow i ich dziatan, (3) liczebnosci, pozycji porzadkowych
i wielkosci, (4) miejsc, obszaroéw i regiondw w przestrzeni fizycznej, (5) zbiorowosci ludzkich.
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w okreslonych obszarach poznawczych. Migdzy umystowymi modelami formalnymi
a ,,symulatorami mézgowymi” zachodzi jedno-wieloznaczna relacja realizacji. Dany
formalny model umystowy moze si¢ realizowa¢ w wielu réznych symulatorach moé-
zgowych, ktére sa zbudowane z neurondéw i stanowia systemy obliczeniowe nasla-
dujace prace umystu w danym aspekcie’. Nie konstruujemy symulatora mozgowego
imitujacego pracg moézgu podczas wykonywania przez umyst czynnosci odniesienia
liczebnikowego. Dlatego tez nasze uwagi dotyczace sposobéw implementacji umy-
stowych reprezentacji liczbowych w sieci neuronéw majq charakter wylacznie ilu-
stracyjny. Ich celem jest pokazanie, ze sposob implementacji okreslonych formal-
nych modeli umystu moze wptywaé na ich rozwdj i przeksztalcanie si¢ w inne for-
malne modele umystowe, ktore lepiej spelniaja funkcje poznawcze modeli starszych
ontogenetycznie. W zwiazku z tym przyjmujemy w pracy ,,naiwne” rozumienie im-
plementacji w sieci neuronowej, zgodnie z ktorym implementacjami reprezentacji
liczebnikow sa zbiory aktywacji neurondéw. Abstrahujemy wigc od kategorii ,,rozpro-
szonych populacji neuronowych” rozumianych jako systemy tacznych reakcji pew-
nych neuronéw na impulsy wysylane przez grupy innych neurondéw. Opracowanie
takich $cistych symulatoréw mézgowych dla naszego formalnego modelu postugi-
wania si¢ liczebnikami nalezy do kompetencji informatykéw kognitywnych. Prace
nad takim symulatorem pozostawiamy wigc informatykom-inzynierom.

Wielu badaczy za podstawowa forme poznawcza myslenia arytmetycznego uznaje
umystowa o$ liczbowa, o ktorej istnieniu maja §wiadczy¢ w szczegolnosci efekty
SNARC. Stanowi ona fundament dojrzalej kompetencji arytmetycznej, obejmujace;j
m.in. zdolno$¢ do odniesienia liczebnikowego. Kompetencja ta nie wymaga znajomos-
ci definicji, praw ani algorytmow matematycznych uzywanych podczas rozwiazywa-
nia technicznych problemoéw dotyczacych liczb i jest niekiedy okre§lana w literaturze
jako number sense (zmyst liczby) (Giaquinto 2001, Dehaene 2001, Berch 2005) czy
tez jako arytmetyka poznawcza lub umystowa (Ashcraft 1992). Poniewaz aktywno$¢
umystu ludzkiego obejmuje trzy rozne typy odniesienia liczebnikowego (odnoszenie
si¢ do licznosci, odnoszenie si¢ do wielko$ci oraz odnoszenie si¢ do pozycji porzad-

% Np. perceptron Rosenblatta (skonstruowany w 1958 roku) byt pierwszym komputerem neuro-
nowym (symulatorem mozgowym) nasladujacym czynnosci umystowe klasyfikowania postrzega-
nych wzorcow. Rzecz jasna symulator ten nie stanowit adekwatnej implementacji umystowego mo-
delu rozpoznawania wzorcow percepcyjnych. Aby lepiej zrozumie¢ relacj¢ migdzy formalnym mo-
delem pewnej jednostki funkcjonalnej umysiu a formalnym modelem jej implementacji w systemie
neuronéw, mozna postuzy¢ si¢ nastgpujaca analogia: aksjomatyka arytmetyki Peana (PA) stanowi
opis czegos, co byloby odpowiednikiem pewnego umystowego modelu formalnego, natomiast jej
rozmaite godelizacje (arytmetyzacje) stanowilyby odpowiedniki réznych implementacji PA w ukta-
dach cyfrowych. Symulatory mézgowe opisuja wige fizyczny mechanizm funkcjonowania okreslo-
nego formalnego modelu danej funkcjonalnej jednostki umystu (systemu umystowego), podobnie
jak okreslona godelizacja arytmetyki PA opisuje rekurencyjny mechanizm jej funkcjonowania.
W pracy abstrahujemy od zaproponowanej przez Marra (1982) trdjpoziomowej koncepcji analizy
zjawisk umystowych.
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kowych), wylania si¢ nastgpujacy problem epistemologiczny: w jaki sposdb przetwa-
rzana jest umystowa o$ liczbowa, skoro wynikiem tych proceséw jest powstanie
(synteza) arytmetycznych reprezentacji umystowych, ktoérych aktywacja w umysle
towarzyszy czynnosciom odniesienia liczebnikowego wymienionych typow? Pytanie
to uzasadnia celowos$¢ konstruowania formalnego modelu umystowej osi liczbowe;j.
Przy czym przyjmujemy w naszych analizach zalozenie, ze w umys$le zakodowana
jest doktadnie jedna, zintegrowana (by¢ moze nader skomplikowana ontologicznie)
struktura reprezentacyjna liczb, ktérej model stanowi narzedzie wyjasnienia wielu
efektow eksperymentalnych dotyczacych postugiwania si¢ przez umyst liczebnikami.

1. TYPY ODNIESIENIA LICZEBNIKOWEGO

Czynnosci odniesienia liczebnikowego sa wszelkiego rodzaju czynnosciami in-
tencjonalnego odnoszenia si¢ umystu za pomoca liczebnikéw do rozmaitych przed-
miotow zaréwno doswiadczanych zmystowo, jak i tych, ktore nie sa dane w do-
$wiadczeniu zmyslowym. Kategoria liczebnikéw jest rozumiana szeroko — obej-
muje liczebniki symboliczne oraz liczebniki niesymboliczne.

Liczebnikami niesymbolicznymi sa wszelkie rozmaito$ci indywidudéw doswiad-
czane zmystowo lub przedstawiane w przypomnieniach badz w wyobrazeniach przez
umyst. W tym sensie liczebnikami niesymbolicznymi sa na przyktad rozrzucone na
ekranie komputera ciemne kropki, ale takze kaczuszki w elementarzu pierwszoklasi-
sty czy w koncu doswiadczana na sali wyktadowej rozmaito$¢ ztozona ze studentow.
Liczebnik niesymboliczny ujawnia si¢ wigc zawsze w jakiej$ doswiadczanej zmy-
stowo lub przedstawianej sytuacji jako pewnego rodzaju rozmaito$¢ obiektow, za
pomoca ktorej umyst odnosi si¢ do ustalonej jednoznacznie lub wieloznacznie li-
czebnosci. Liczebniki niesymboliczne oddziatuja na umyst przez skladajace si¢ na
nie obiekty, czego skutkiem jest odniesienie si¢ przez umyst do okreslonej liczebno-
$ci. Moze mie¢ ono charakter wyrazalny lub niewyrazalny jezykowo. W pierwszym
wypadku, kiedy na umyst dziata liczebnik niesymboliczny utworzony przez pigé
plamek na ekranie komputera, umyst moze zareagowac¢, formutujac wypowiedz ,,Jest
pig¢ plamek”. Przy czym swoja wypowiedz moze traktowaé jako jednoznaczna lub
wieloznaczna. W drugim wypadku sformutowanie ,,Jest pige¢ plamek™ rozumiane jest
jako synonim wypowiedzi ,,Jest okoto pigciu plamek”. Z kolei akty odniesienia, ktdre
nie sa wyrazalne jezykowo, maja miejsce wtedy, gdy umyst nie jest w stanie nazwac
liczebnosci, do ktorych si¢ odnosi. Umysly niektorych zwierzat (golgbi, szczurow,
malp), a takze niemowlat odnosza si¢ w taki sposob do liczebnosci, gdy doswiadczaja
liczebnikéw niesymbolicznych (Brannon, Merritt 2011, Xu, Spelke 2002). W niekto-
rych wypadkach umysly moga takze odnosi¢ si¢ niejgzykowo w sposob jednoznacz-
ny do matych liczebno$ci (Feigenson, Carey, Hauser 2002, Hauser, Carey 2003).
Wieloznaczno$¢ lub jednoznaczno$¢ odniesienia liczebnikowego nie zalezy wigc od
jego jezykowej wyrazalno$ci.
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Liczebniki symboliczne sa wyrazeniami jezykowymi stuzacymi do wykonywania
przez umyst czynnosci odniesienia liczebnikowego (do licznosci, wielko$ci oraz po-
rzadkdéw) zaré6wno w sposob jednoznaczny, jak i wieloznaczny. Sa one zbudowane
zgodnie z regutami gramatycznymi danego jezyka. Nalezy przy tym rozréznia¢ dwa
rodzaje liczebnikéw symbolicznych: liczebniki w sensie werbalnym oraz liczebniki
cyfrowe (proste lub ztozone, ktore stanowia konkatenacje cyfr elementarnych). Li-
czebniki w sensie werbalnym sg tworzone przez umyst zgodnie z gramatykami jezy-
kow etnicznych, podczas gdy liczebniki cyfrowe rzadza si¢ swoistymi gramatykami®
skorelowanymi z r6znymi systemami zapisu cyfrowego (np. system zapisu cyfr arab-
skich w réznych uktadach, takich jak dziesiatkowy lub piatkowy). Migdzy liczebni-
kami cyfrowymi a liczebnikami w sensie werbalnym zachodzi relacja przektadalno-
$ci w tym znaczeniu, ze kazdy liczebnik cyfrowy jest przektadalny na koreferencyjny
i synonimiczny liczebnik w sensie werbalnym. Odwrotna zalezno$¢ nie zachodzi.
Liczebniki w sensie werbalnym, nawet rozumiane jednoznacznie, nie zawsze sa
przektadalne na synonimiczne liczebniki cyfrowe (cho¢ zawsze sa przekladalne na
koreferencyjne liczebniki cyfrowe, zob. Krysztofiak 2012: 67). Co wigcej, liczebniki
w sensie werbalnym rozumiane niejednoznacznie (np. ,,okolo pigciu”) nie sa prze-
ktadalne na synonimiczne liczebniki cyfrowe®.

W kognitywnej psychologii arytmetyki przyjmuje si¢ zalozenie, ze czynnosciom
postugiwania sig liczebnikami towarzysza procesy syntezy lub aktywacji rozmaitych
liczbowych (liczebnikowych) reprezentacji umystowych. Odréznienie liczebnikéw
symbolicznych od niesymbolicznych przeklada si¢ na rozrdéznienie dwoch typow
proces6w zachodzacych w umysle podczas wykonywania przezen czynnosci odnie-
sien liczebnikowych. Gdy na umyst oddzialuje liczebnik niesymboliczny, bedziemy
moéwili, ze w umysle zachodzi proces kodowania reprezentacji liczbowych. Gdy za$
na umyst oddzialuje liczebnik symboliczny, bedziemy méwili, ze w umysle zachodzi
proces dekodowania reprezentacji liczbowych. Schematycznie oraz idealizacyjnie
oba procesy mozna przedstawi¢ nastepujaco:

(i) Liczebnik niesymboliczny oddziatuje na umyst. Skutkiem tego oddziatywania
jest synteza i aktywacja reprezentacji odpowiadajacej mu liczebnosci w umysle. Taka
reprezentacja zazwyczaj jest utrwalana (zapisywana) w postaci okreslonej funkcjo-
nalnej struktury umystowe;j’. Kolejna faza procesu jest powiazanie asocjacyjne tej

? Gramatyki jezykow cyfrowych mozna okreslié mianem gramatyk typu Jumblese. Na ich
gruncie funktory wystgpujace w liczebnikach cyfrowych sa ukryte; nie ujawniaja si¢ ani w warstwie
brzmieniowej, ani w warstwie napisowej jezyka (Krysztofiak 2012: 63).

* Dokonujac takiego przekladu, umyst formalizuje w jezyku jakiej$ teorii matematycznej caly
kontekst jezykowy z wystgpujacym w nim liczebnikiem w sensie werbalnym. Efektywnos¢ takich
przektadow zalezy od inwencji formalizacyjnej umystu; wymaga eksperckiej wiedzy matematyczne;j.

° Kategoria zapisywania czy tez utrwalania reprezentacji w umysle nie jest tu rozumiana zgod-
nie z metafora magazynu pamigciowego. Umystowy proces zapisania czy tez utrwalenia reprezenta-
cji w umysle nalezy rozumie¢ jako zdolno$¢ umyshu do systematycznej syntezy i aktywacji danej
reprezentacji. Warto doda¢, ze hipokamp — struktura odpowiedzialna za konsolidacj¢ §ladu pamig-
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reprezentacji z reprezentacja gleboka liczebnika symbolicznego, a tej ostatniej —
z reprezentacjami jezykowymi leksemoéw liczebnikowych (werbalnych lub cyfro-
wych; w sensie graficznym lub fonicznym). Jesli umyst nie jest w stanie przejs¢ kto-
rej$ z kolejnych faz kodowania reprezentacji, to nie potrafi wykonywac¢ okreslonych
czynnosci odniesienia liczebnikowego. Niezdolno$¢ umystu do przechowywania
(zapisywania i/lub utrwalania) reprezentacji liczebnikowych uniemozliwia mu odno-
szenie si¢ do liczebnosci réznych rozmaitosci, zwlaszcza tych danych w przypo-
mnieniach lub wyobrazeniach. Z kolei brak powiazania asocjacyjnego reprezentacji
liczb z reprezentacjami liczebnikoéw werbalnych uniemozliwia umystowi wykony-
wanie wyrazalnych jezykowo czynnosci odniesienia liczebnikowego. Moze si¢ wigc
zdarzy¢ (np. w chorobie Alzheimera), ze umyst rozpoznaje licznos¢ trzech osob
iumie ja odrézni¢ od liczno$ci czterech osob, ale nie potrafi wyrazi¢ jezykowo
swojego odniesienia liczebnikowego.

(i) Liczebnik symboliczny oddzialuje na umyst. Skutkiem tego oddziatywania
jest aktywacja odpowiedniej jezykowej reprezentacji liczebnika. Jesli jest to liczeb-
nik w sensie werbalnym, to w umysle aktywuje si¢ wezesniej zakodowana (funkcjo-
nalnie zapisana czy tez utrwalona) reprezentacja danego leksemu liczebnikowego na
gruncie danego jezyka etnicznego w modalnosci graficznej (wzrokowej) lub fonicz-
nej (shuchowej). Jesli jest to liczebnik cyfrowy, to w umysle syntetyzuje si¢ i akty-
wuje reprezentacja liczebnika cyfrowego. W odmiennych systemach zapisu cyfro-
wego reprezentacje te sa rozne. Dzigki zwiazkom asocjacyjnym aktywacja repre-
zentacji jezykowej liczebnika symbolicznego powoduje aktywacje reprezentacji gle-
bokiej tego liczebnika (wspolnej dla wszystkich umystow danego gatunku), a ta
z kolei wywoluje aktywacje reprezentacji odpowiadajacej mu liczby, wezesniej za-
kodowanej w umysle. Jesli umyst nie jest w stanie przej$¢ ktoérejs z faz dekodowania
reprezentacji, to nie potrafi wykona¢ okreslonych czynnosci odniesienia liczebniko-
wego. Na przyktad, jesli pokazanie liczebnika symbolicznego nie wywoluje w umy-
Sle jego recepcji, to w takim umysle nie zostaty wczesniej zakodowane reprezentacje
jezykowe liczebnikow. Jesli pokazanie liczebnika cyfrowego wywotuje w umysle
jego recepcje, a graficzny liczebnik w sensie werbalnym nie wywoluje takiego stanu,
oznacza to, ze w umysle zostaly wczesniej zakodowane tylko cyfrowe reprezentacje
jezykowe’. Stany recepcji liczebnikow symbolicznych polegaja na przyktad na tym,
ze jestesmy w stanie przeczyta¢ dany liczebnik, powtornie go wypowiedzie¢, napisaé
go czy tez bez trudu przepisa¢ itd. Asocjacja reprezentacji jezykowych liczebnikéw
z glebokimi reprezentacjami liczebnikéw symbolicznych umozliwia natomiast rozu-
mienie liczebnikdw werbalnych. Dzigki niemu umyst potrafi oszacowac, ktory li-

ciowego w pamigci dlugotrwalej — nie jest znaczaco angazowany w procesach kodowania liczeb-
nikow (uwage t¢ zawdzigczamy recenzentowi artykutu).

¢ Badania kliniczne (Benson, Denkla 1969) wskazuja na rozmaite przypadki pacjentéw z defi-
cytami w zdolnosciach przektadania liczebnikéw cyfrowych na werbalne i vice versa. Tego rodzaju
deficyty wystgpuja w zaburzeniach okre$lanych jako akalkulia.
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czebnik jest wickszy, a ktory mniejszy, czy tez dokona¢ przekladu liczebnikow cy-
frowych na liczebniki werbalne lub odwrotnie. Z kolei powiazanie asocjacyjne gle-
bokich reprezentacji liczebnikéw z reprezentacjami liczb umozliwia umystowi doko-
nywanie aktoéw odniesienia liczebnikowego, czyli aktéw konceptualizowania rozma-
itych sytuacji za pomoca liczb, liniowych struktur porzadkowych lub wielkosci.

Przedstawione schematyczne i idealizacyjne opisy typow liczebnikowych proce-
sow umystowych pokazuja, ze kodowanie reprezentacji liczb stanowi proces od-
wrotny do ich dekodowania. W procesie kodowania stanem na wejsciu jest synteza
i aktywacja reprezentacji liczby, stanem koncowym jest za$ aktywacja jezykowe;j re-
prezentacji liczebnikowej (o ile przebieg tego procesu nie jest zaktocony przez jakie$
czynniki). Natomiast w procesie dekodowania stanem na wejsciu jest aktywacja
okreslonej jezykowej reprezentacji liczebnika, a stanem na wyjsciu — aktywacja re-
prezentacji okreslonej liczby. Przy czym procesy dekodowania wymagaja wczesniej-
szego zakodowania w umysle reprezentacji liczb, podczas gdy ,,pelne” procesy ko-
dowania wymagaja wczesniejszego zakodowania jezykowych reprezentacji liczebni-
kowych. Innymi stowy w procesie rozwoju myslenia arytmetycznego umyst dziecka
musi najpierw ,,nauczy¢ si¢”’ kodowania liczebno$ci (syntetyzowania, magazynowa-
nia i przetwarzania reprezentacji liczb), zeby mogl w nastepnej fazie rozwojowe;j de-
kodowac¢ liczebniki.

Przedstawimy formalny model sposobow syntezy systemu reprezentacji liczb
naturalnych. Jesli przyjmie si¢ konwencje¢ terminologiczna, zgodnie z ktdra asocjacja
reprezentacji liczebnikéw symbolicznych z reprezentacjami liczb wywoluje w umysle
stany rozumienia liczebnikow, to reprezentacje liczb mozna okresli¢ mianem liczeb-
nikowych reprezentacji semantycznych. Zgodnie z podstawowym zatozeniem przed-
stawianej teorii systemem reprezentacji liczb jest wtasnie umystowa o$ liczbowa.

Procesy umystowe — synteze, przeksztalcanie i aktywacje reprezentacji umy-
stowych — nalezy odrdzniaé¢ od proceséw neurofizjologicznych, w ktorych te pierw-
sze sa zaimplementowane. Mowiac metaforycznie, reprezentacjom umystowym od-
powiadaja w sieci neuronowej okreslone stany fizyczne neuronéw, a przeksztalce-
niom, aktywacjom i dezaktywacjom tych reprezentacji odpowiadaja procesy zmiany
odpowiednich stanéw neuronalnych. Niektore nieobliczeniowe wlasnos$ci skonstru-
owanego w pracy formalnego modelu umysltowe;j osi liczb sa wyjasniane jako skutek
proces6w jego implementacji w systemie neurofizjologicznych proceséw rozgrywa-
jacych si¢ w sieci neuronowej dowolnego moézgu (sztucznego, ludzkiego lub innych
organizmow) na poziomie przeplywu impulséw informacyjnych. Przedstawiony mo-
del formalny tych procesow implementacyjnych spetnia jedynie funkcj¢ ilustracyjna.
Celem jego konstrukcji jest pokazanie, jak procesy implementacyjne wplywaja na
rozw6j umystowego modelu formalnego opisujacego mechanizmy odniesienia li-
czebnikowego.
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2. EKSPERYMENTALNE EFEKTY SNARC

Efekty SNARC (Spatial-Numerical Associations of Response Codes; zob. Deha-
ene, Bossini, Giraux 1993, Cipora, Necka 2012) sa okreslane w literaturze przed-
miotu jako asocjacje wzglednych wielkosci liczbowych ze stronami w przestrzeni.
Najczesciej uzywanym wskaznikiem tych efektow sa zachodzace migdzy prawa
alewa reka (prawym a lewym przyciskiem) réznice w czasach reakcji na przedsta-
wiane osobie badanej liczebniki (cyfrowe lub werbalne) z danego zakresu. W ekspe-
rymencie przeprowadzonym przez Dehaene’a i wspotpracownikow (1993) osoby
badane mialy za zadanie oceni¢ parzystos¢ cyfry pokazanej na $rodku ekranu, naci-
skajac odpowiednie przyciski po prawej lub lewej stronie. Reakcje na mniejsze licz-
by byly szybsze przy uzyciu lewego przycisku, a reakcje na wigksze liczby byty
szybsze przy uzyciu przycisku prawego’. Okazuje sig, ze efekt SNARC mozna uzy-
ska¢, uzmienniajac podstawowe parametry eksperymentu: (i) zakres liczebnikow
(liczby jedno- i wielocyfrowe, ujemne itd.), (ii) format i modalno$¢ liczebnikow, (iii)
sposob przestrzennego przedstawiania bodzca liczebnikowego, (iv) sposob reagowa-
nia (noga, przez wskazywanie, kierowanie spojrzenia na lewo i prawo itp.), (v) oce-
niang wlasnos$¢ (np. bycie wigkszym lub mniejszym liczebnikiem).

(1) Zakres liczebnikow. W badaniach nad efektem SNARC najczgsciej stosuje si¢
jako bodzce cyfry z przedziatu od 1 do 9. Jednak w odpowiednich warunkach ekspe-
rymentalnych efekt ten powstaje dla dowolnego przedzialu liczbowego zawartego
w przedziale [1, 9]. Okazuje si¢ bowiem, ze to nie absolutne, a wzgledne warto$ci
liczbowe (mniejsze oraz wigksze w danym przedziale) decyduja o réznicach w szyb-
kosci reakeji wykonywanych po lewej i prawej stronie. W jednej z wersji procedury
Dehaene’a (Dehaene, Bossini, Giraux 1993: Eksperyment 3) osoby badane oceniaty
parzysto$¢ cyfr losowanych z jednego z dwoch przedzialdéw liczbowych: [0, 5] lub
[4, 9]. Okazato si¢, ze dla kazdego przedziatu uformowat si¢ inny typ efektu SNARC.
Jesli bodzce losowano z zakresu [0, 5], to efekt przewagi lewej reki byt rejestrowany
w wypadku cyfr 0 i 1, a efekt przewagi prawej reki w wypadku cyfr 4 1 5. Jesli bodzce
losowano z zakresu [4, 9], to efekt przewagi lewej reki byt widoczny przy cyfrach 4
i 5, czyli odwrotnie niz w pierwszym wypadku, a efekt przewagi prawej reki pojawit
si¢ przy cyfrach 8 i 9 (por. Fias, Brysbaert, Geypens, d’Ydewalle 1996). Do tej pory
powodzeniem konczyly si¢ proby obserwacji efektu w zakresie liczebnikéw dwucy-

7 Nastepujaca sytuacja eksperymentalna stanowi przyktad efektu SNARC: zatdzmy, Ze bada-
nemu pokazujemy na $rodku ekranu komputerowego w sposob losowy cyfry z przedziatu od 0 do 9.
Badany ma rozpoznawac parzystos$¢ danej cyfry i odpowiedzie¢ Tak lub Nie za pomoca lewego oraz
prawego przycisku. Okazuje sig, ze przy rozstrzyganiu parzystosci cyfr 0 i 1 czas reakcji prawym
przyciskiem jest dluzszy o okoto 30 milisekund od czasu reakcji lewym przyciskiem. Z kolei w wy-
padku cyfr 2 i 3 czas reakcji jest taki sam niezaleznie od przycisku. W wypadku pozostatych cyfr
czas reakcji prawym przyciskiem jest krotszy od czasu reakcji lewym: dla 4 o ok. 15 milisekund, dla
5 0 ok. 10 ms, dla 6 1 7 nieco mniej niz 30 ms, dla 8 oraz 9 nieco wigcej niz 30 ms (Dehaene, Bossini,
Giraux 1993).
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frowych (Dehaene, Dupoux, Mehler 1990, Dehaene, Bossini, Giraux 1993, Zhou,
Chen, Chen, Dong 2008, Brysbaert 1995), a takze trzycyfrowych (Tlauka 2002).

Bardziej problematyczna jest natomiast kwestia obserwowalnosci efektu w prze-
dziale liczb mniejszych od 0. Z jednej strony mozna przypuszczad, ze liczby ujemne
nie maja wlasnej reprezentacji na umystowej osi liczbowej, ale tworza ja jako prze-
strzenny kontrast do reprezentacji liczb dodatnich. Efekt SNARC w zakresie liczb
ujemnych bylby wigc lustrzanym odbiciem efektu SNARC dla liczb dodatnich. Gdy
w zadaniu polegajacym na ocenie parzystosci uwzgledniamy zakres [-9, —1], naj-
wigksze liczebniki z zakresu, tj. —1 i —2, wywoluja szybsze reakcje lewa reka, tak
jakby traktowane byty jako liczby 1 czy 2 z zakresu [1, 9] (Fischer, Rottmann 2005,
Shaki, Petrusic 2005). Jednak w innych warunkach eksperymentalnych obserwuje
si¢ sytuacjg, w ktorej rzeczywiste wartosci liczebnikow ujemnych, a nie ich wartosci
bezwzgledne, prowadza do powstania efektu SNARC. Jesli osoba badana ma za za-
danie porowna¢ pod wzgledem warto$ci dwa liczebniki, z ktorych jeden jest dodatni,
a drugi ujemny, to w takich warunkach mozna zaobserwowa¢, ze osoba badana
szybciej reaguje na liczebniki ujemne lewa reka, a na liczebniki dodatnie reka prawa
(Shaki, Petrusic 2005).

(i) Format i modalnos¢ bodzcow. Asocjacja liczbowo-przestrzenna, ktorej wskaz-
nikiem jest efekt SNARC, nie ogranicza si¢ do wzrokowo przetwarzanych cyfr arab-
skich, ale moze si¢ wytworzy¢ w wypadku liczebnikéw przedstawianych i odbiera-
nych w réznej postaci. W jednym z eksperymentéw (Castronovo, Seron 2007) wziglty
udzial osoby niewidome, ktéorym odtwarzano z glo§nikéw liczebniki od ,,jeden” do
»dziewig¢”. Zadaniem uczestnikow bylo okreslenie, czy ustyszany liczebnik repre-
zentuje liczbg parzysta, czy nieparzysta (badz w drugiej wersji — okreslenie, czy jest
wigkszy, czy mniejszy od 5). Wyniki wskazaty na regularny efekt SNARC. Reakcje
na mniejsze liczebniki byly szybsze przy uzyciu przycisku znajdujacego sig¢ po lewej
stronie, a reakcje na wigksze liczebniki byly szybsze przy uzyciu przycisku po pra-
wej stronie. Podobny efekt zaobserwowano u oséb ghuchoniemych, ktérym pokazy-
wano na ekranie cyfry (Bull, Marschark, Blatto-Vallee 2005, Iversen, Nuerk, Will-
mes 2004) badz uktady palcow reprezentujacych okreslone liczebniki w jezyku mi-
gowym (Iversen, Nuerk, Jager, Willmes 2006, Bull, Blatto-Vallee, Fabich 2006).

Liczne eksperymenty z udzialem oséb bez zadnych deficytow pokazuja, ze
uzmiennianie kanalu zmystowego, ktorym jest odbierany bodziec liczebnikowy
(shuch, wzrok) oraz formatu, w ktoérym jest przedstawiany (liczebniki cyfrowe, wer-
balne, zbiory elementéw), nie wptywa na zanik efektu SNARC. Do tej pory efekt ten
zaobserwowano mig¢dzy innymi podczas przedstawiania liczebnikéw symbolicznych:
cyfr arabskich, indyjsko-arabskich (Shaki, Fischer, Petrusic 2009), chinskich (Hung,
Hung, Tzeng, Wu 2008), zapisanych liczebnikéw werbalnych (Fias, Brysbaert, Gey-
pens, d’Ydewalle 1996, Nuerk, Wood, Willmes 2005), odstuchiwanych liczebnikow
werbalnych (Nuerk, Wood, Willmes 2005, Castronovo, Seron 2006), a takze liczeb-
nikdéw niesymbolicznych, takich jak uktady oczek na kostce do gry (Nuerk, Wood,
Willmes 2005) czy liczno$ci zbioréw losowo rozrzuconych elementéw (Patro, Ha-
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man 2012). Efekt SNARC wystepuje zarowno w procesach kodowania, jak i deko-
dowania umystowych reprezentacji liczebnikdw. Przeprowadzone analizy pokazuja
ponadto, ze w wypadku reagowania na liczebniki cyfrowe efekt jest tak samo silny
jak w wypadku odczytywania badz odstuchiwania liczebnikow w sensie werbalnym
(Nuerk, Wood, Willmes 2005, Wood, Willmes, Nuerk, Fischer 2008).

(iii) Sposob przestrzennego przedstawiania bodzca. Schemat badawczy z cen-
tralnie przedstawiang cyfra i dwoma przyciskami odpowiedzi po obu stronach mozna
zastapi¢ takim uktadem, w ktérym dwie cyfry pokazywane sa na ekranie rownocze-
$nie — jedna po lewej stronie, druga po prawej. W takim schemacie uktad cyfr jest
albo zgodny z kierunkiem osi liczbowej (mniejsza cyfra po lewej stronie, wigksza po
prawej), albo przeciwny. Osoba badana wskazuje, ktory liczebnik jest wigkszy lub
mniejszy (Patro, Haman 2012), albo ocenia, czy warto$ci prezentowanych liczebni-
koéw sa takie same, czy rézne (Zebian 2005). Wskaznikiem efektu SNARC w takim
schemacie badawczym sa krotsze czasy reakcji na podwojny bodziec liczebnikowy
zgodny z kierunkiem osi liczbowe;j.

(iv) Sposob reagowania. Zgodnie z klasycznym schematem badawczym osoby
badane udzielaja odpowiedzi, naciskajac lewa reka przycisk znajdujacy sie po lewej
stronie oraz prawa reka przycisk znajdujacy si¢ po prawej stronie. W wielu ekspery-
mentach odpowiedzi mozna udziela¢, naciskajac przyciski lewa lub prawa noga
(Schwarz, Miiller 2006), wskazujacym i srodkowym palcem prawej reki (Priftis, Zo-
rzi, Meneguello, Marenzi, Umilta 2006), wskazujac jedna r¢ka na lewa lub prawa
strong (Fischer 2003), kierujac spojrzenie na lewo lub prawo (Fischer, Castel, Dodd,
Pratt 2003, Schwarz, Keus 2004). W takich wypadkach réwniez obserwuje si¢ efekt
SNARC. Uogdlniajac, efekt ten zachodzi wtedy, gdy w obecnosci bodzca liczebni-
kowego osoba badana jest zmuszona do zorientowanych przestrzennie reakcji beha-
wioralnych.

(v) Oceniana wlasnosé. Sposrod zadan wykorzystywanych do obserwacji efektu
SNARC najczgsciej stosowane jest zadanie oceny parzystosci. Innym popularnym
zadaniem badawczym jest ocena cyfr ze wzgledu na ich warto$¢ (van Galen, Reitsma
2008, Herrera, Macizo, Semenza 2008, van Dijck, Gevers, Fias 2009). W takim za-
daniu na $rodku ekranu mozna pokazywac kolejno cyfry od 1 do 9 z wylaczeniem 5
i poprosi¢ osobg badang o okreslenie, czy dana cyfra jest wigksza, czy tez mniejsza
od 5. Osoba badana ma do wyboru dwa przyciski odpowiedzi rozmieszczone po lewe;j
i prawej stronie, z ktérych jeden zastgpuje odpowiedz ,,wigksza”, a drugi odpowiedz
mniejsza”. Wskaznikiem efektu SNARC sa krotsze czasy reakcji, kiedy odpowiedz
,mniejsza” powigzana jest z lewym przyciskiem, a odpowiedz ,,wigksza” z prawym.
W niektérych badaniach stosuje si¢ rowniez procedur¢ poréwnywania warto$ci
dwdch liczebnikow pokazywanych jednocze$nie na ekranie (wigksza czy mniejsza,
takie same czy roézne; Zebian 2005). Innym przyktadem jest zadanie jak najszybsze-
go wykrycia bodzca poprzedzonego przedstawieniem cyfry (Fischer, Castel, Dodd,
Pratt 2003, van Galen, Reitsma 2008). W takim zadaniu osoba badana musi jak naj-
szybciej zareagowac na pojawienie si¢ punktu po lewej lub po prawej stronie ekranu.
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Pojawienie si¢ punktu poprzedzone jest pokazaniem cyfry z przedziatu [1, 9]. Oka-
zuje sig, ze punkt jest szybciej wykrywany po lewej stronie, jezeli wcze$niej na
ekranie pojawia si¢ cyfra o mniejszej warto$ci, np. 1 lub 2, oraz szybciej po prawe;j
stronie, jezeli weze$niej pojawia sig cyfra o wigkszej wartosci, np. 8 lub 9°.

Zjawisko podobne do efektu SNARC obserwuje si¢ w wypadku pokazywania
nazw obiektéw nalezacych do rozmaitych liniowych, nieliczebnikowych struktur po-
rzadkowych, takich jak nazwy miesigcy, nazwy dni tygodnia czy litery alfabetu
(Gevers, Reynvoet, Fias 2003, 2004). Efekt quasi-SNARC pojawia si¢ w sytuacji,
w ktorej podmiot badany ma rozstrzygna¢ lewa lub prawa dlonia, czy dany miesiac
z zakresu [styczen, kwiecien] oraz z zakresu [wrzesien, grudzien] wystgpuje przed
czy tez po lipcu w kalendarzu. Ten sam efekt daje si¢ rowniez zaobserwowac, kiedy
badany ma rozstrzygnaé, czy nazwa danego miesiaca z podanych zakreséw konczy
si¢ na literg ,,R”, czy tez nie ma tej wlasciwosci. Podobny eksperyment przeprowa-
dzono na literach ze zbioru {E, G, I, L, R, U, W, Y}, pytajac badanych, czy w alfabe-
cie losowo wybrana litera wystepuje przed, czy tez po literze ,,0”. Efekt quasi-SNARC
jest w tym wypadku nawet silniejszy niz w eksperymencie z nazwami miesigcy
(Gevers, Reynvoet, Fias 2003).

Nieco stabszy efekt zaobserwowano w eksperymencie z dniami tygodnia. Bada-
ne osoby byly pytane, czy dany dzien tygodnia wystepuje po srodzie. Odpowiadaty
lewa lub prawa reka (Gevers, Reynvoet, Fias 2004). Efekt quasi-SNARC zaobser-
wowano réwniez w zadaniach, w ktérych osoby badane ocenialy wysokos$¢ dzwig-
kéw (Rusconi, Kwan, Giordano, Umilta, Butterworth 2006) lub czas trwania danego
zdarzenia (Vallesi, Binns, Shallice 2008) — wielkoS$ci reprezentowane w sposob cig-
gly, a nie dyskretny. Zjawiska te doczekaly si¢ nawet w literaturze swoich wlasnych
okreslen; sa to odpowiednio efekty SMARC (spatial-musical association of response
codes) 1 STARC (spatial-temporal association of response codes). Wymienione wy-
niki badan eksperymentalnych stoja w sprzeczno$ci z wynikami zaprezentowanymi
w (Dehaene, Bossini, Giraux 1993: Eksperyment 4). Dehaene i jego wspdtpracowni-
cy na podstawie swoich eksperymentéw wyprowadzili wniosek, ze efekt SNARC
jest swoisty dla bodzcow liczebnikowych i1 nie mozna go ekstrapolowaé na bodzce
odbierane przez podmioty w rozmaitych schematach porzadkowych. Najnowsze ba-
dania kwestionuja jednak taki wniosek.

Istnieje jednak pewna grupa zadan, w ktorych efektu SNARC nie da si¢ zaobser-
wowac lub jest on wzglednie staby (stosunek réznicy migdzy $rednim czasem prawo-
recznej reakcji na bodziec a $rednim czasem reakcji leworecznej do $redniego czasu
reakcji wynosi ponizej 5%)°. Badania eksperymentalne pokazuja, ze jesli podczas

¥ Efekt SNARC zachodzi w tym wypadku, mimo ze tres¢ cyfry (desygnowana przez nia war-
tos¢ liczbowa) nie jest istotna informacyjnie w procesie wykrywania bodzca nieliczebnikowego.

 Np. w cksperymencie, w ktorym badani mieli rozstrzygnaé, czy pewne litery wystepujace
w alfabecie przed litera ,,O” lub po niej sa samogtoskami lub spotgloskami, efekt SNARC daje sig
zaobserwowac w natgzeniu 4% (Gevers, Reynvoet, Fias 2003).
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przetwarzania bodzca liczebnikowego Iub porzadkowego badany musi ujmowac ase-
mantyczna wlasno$¢ bodzca (kolor czcionki cyfry, bycie samogtoska lub spotgtoska,
bycie liczebnikiem zbudowanym z okreslonego fonemu), wowczas efekt SNARC ma
nizsze natezenie lub zanika (Fias, Brysbaert, Geypens, d’Ydewalle 1996, Lammertyn,
Fias, Lauwereyns 2002, Fias 2001). Eksperymenty pokazuja, ze im bardziej dane za-
danie angazuje semantyczne przetwarzanie bodzca liczbowego, tym wyzsze jest na-
tezenie spodziewanego efektu SNARC (Wood, Willmes, Nuerk, Fischer 2008).

Opisana rozmaitos¢ efektow SNARC wskazuje wige, ze ludzki umyst koduje li-
czebniki niesymboliczne oraz dekoduje wyrazenia liczebnikowe, a takze krétkie linio-
wo-porzadkowe sekwencje leksemow (wyrazenia oznaczajace dni tygodnia, miesiace)
w sposob przestrzenny. W kognitywistyce arytmetyki ten fakt przestrzennego kodowa-
nia oraz dekodowania krotkich sekwencji liczebnikéw (zaré6wno symbolicznych, jak
i niesymbolicznych) lub leksemow probuje si¢ wyjasnia¢, konstruujac rozmaite modele
funkcjonowania ludzkiego umyshu w dziedzinie liczebnikow, licznosci, wielkosci czy
tez porzadkow. Przy czym potencjalne modele thumaczace omawiane zjawisko powin-
ny rowniez wyjasnia¢ dodatkowe fakty, ktore ujawniaja si¢ dopiero po zestawieniu
rozmaito$ci zaobserwowanych efektéw SNARC. Oto lista tych faktow:

(1) Kodowanie oraz dekodowanie przestrzenne liczebnikdw ma miejsce wtedy,
gdy (de)kodujacy je umyst jest zmuszony do rownoczesnych z percepcja bodzca li-
czebnikowego reakcji behawioralnych w przestrzeni fizyczne;j'™.

(2) Kodowanie oraz dekodowanie przestrzenne moze dokonywacé si¢ w wypadku
liczebnikow z réznych zakresow liczbowych, wzglednie krotkich sekwencji lekse-
méw lub wielkosci ciaglych (np. czasu trwania); ma wigc ono charakter odcinkowy
ze zwrotem'',

' Recenzent pracy zwraca uwagg na wazny problem: czy orientacja przestrzenna jako ujawnia-
na eksperymentalnie cecha jest wlasno$cia bodzca eksperymentalnego, czy tez wlasnoscia reakcji na
ten bodziec? Dotychczasowe eksperymenty nie pozwalaja udzieli¢ jednoznacznej odpowiedzi na
postawione pytanie. Naszym zdaniem orientacja przestrzenna, wykrywana jako cecha w ekspery-
mentach, jest wlasnoscia uktadu ztozonego z bodzca i reakcji. Badania eksperymentalne nie upo-
wazniaja jednak do realistycznej epistemologicznie interpretacji efektow SNARC, zgodnie z ktora
przestrzenno$¢ kodowania oraz dekodowania liczebnikow jest odpowiedzig umystu na odpowiada-
jaca jej wlasnos¢ bodzca liczebnikowego. Przy takiej interpretacji przestrzenno$¢ jako wiasnosé
bodzcow liczebnikowych oznaczataby, ze reprezentacje liczb, kodowane w umysle, sa efektem od-
dziatywan bodzcow fizycznych ulokowanych w fizycznej przestrzeni. W duchu neokantowskim
mozna jednak poda¢ taka oto interpretacjg efektow SNARC: umyst zmuszony do reakeji na bodzce
liczebnikowe naklada na nie wilasno$¢ orientacji przestrzennej. ,,Obliczanie niesymbolicznych
bodzcow liczebnikowych” wymagatoby umieszczania ich reprezentacji w przestrzeni umystowe;j.

" Dotychczas nie przeprowadzono badania eksperymentalnego na efekt SNARC, w ktérym ko-
dowane lub dekodowane bytyby liczebniki wigksze niz trzycyfrowe. Obecnie analizowany efekt jest
potwierdzony dla liczebnikow trzycyfrowych. Nie mozna jednak wykluczy¢, ze efekt ten zostanie
potwierdzony dla liczebnikéw n-cyfrowych. Dotychczas nie przeprowadzono badan eksperymental-
nych, ktore wykluczatyby zaistnienie efektu SNARC np. w wyniku pokazywania pigcio- czy sze-
$ciocyfrowych liczebnikow.
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(3) Na zaistnienie (de)kodowania przestrzennego liczebnikéw nie wptywa ich
format syntaktyczny, czyli to, czy sa zapisane w ktoryms$ z jezykow cyfrowych, czy
tez na gruncie danego jezyka etnicznego, ani to, czy sa to liczebniki symboliczne czy
tez niesymboliczne.

(4) Na zaistnienie (de)kodowania przestrzennego liczebnikéw nie wplywa mo-
dalno$¢ zmystowa bodzcow liczebnikowych, czyli to, czy sa (de)kodowane jako na-
pisy lub uktady palcow u reki (wzrokowo), czy tez jako dzwigki (stuchowo).

(5) Na zaistnienie (de)kodowania przestrzennego liczebnikéw nie wpltywa spo-
sOb przestrzennej organizacji bodzca liczebnikowego'.

(6) (De)kodowanie przestrzenne liczebnikoéw odznacza si¢ rozmaitymi stopniami
natg¢zenia; natezenie (de)kodowania przestrzennego liczebnikow jest wyzsze w sytu-
acji, w ktorej wlasnos$¢ przetwarzanych liczebnikéw ma charakter arytmetyczny, niz
w wypadku przetwarzania niearytmetycznych wiasnosci tych samych liczebnikow".

'2 Recenzent nie zgadza si¢ z wnioskiem (5). Przywoluje eksperyment wspotautorki artykulu
(zob. Patro i Haman 2012). W eksperymencie tym na pytanie, gdzie jest wigcej cukierkow, dzieci
reagowaly szybciej, gdy na paterze po prawej stronie bylo wigcej cukierkéw niz po lewej stronie.
Na pytanie za$, gdzie jest mniej, reagowaly szybciej wowczas, gdy po lewej stronie bylo mniej cu-
kierkow niz po prawej. Przy czym w obu prébach dzieci odpowiadaty za pomoca prawej reki. Czy
efekt zostal wywotany lokalizacja przestrzenna bodzca liczebnikowego, czy tez sposobem reakcji na
bodziec? Poprawna reakcja na pytanie eksperymentalne uzalezniona jest od przebiegu aktu percep-
cyjnego dziecka. Efekt SNARC mozna w tym wypadku wyjasni¢ w taki sposob, ze potozenie bodz-
ca liczebnikowego jest zgodne z oczekiwaniem znalezienia ,,matych liczebnikéw” niesymbolicz-
nych po lewej stronie, a ,,duzych” liczebnikow niesymbolicznych po prawej stronie. Gdyby potoze-
nie przestrzenne bodzca wywotywato omawiany efekt, to nie powinien on da¢ si¢ zaobserwowac
w eksperymentach z niewidomymi.

'3 Recenzent pracy nie zgadza si¢ z wnioskiem (6), twierdzac, ze nie mozna poréwnywaé da-
nych uzyskanych za pomoca réznych procedur eksperymentalnych. Taki zabieg porownywania da-
nych wymagalby bowiem zatozenia, ze ,,ré6znice w procedurach badawczych wptywaja jedynie na
przebieg procesow kodowania przestrzennego” bodzcow liczebnikowych. Bez watpienia zbadanie
postulowanej wiasnosci, czyli nat¢zenia efektu SNARC, wymaga postuzenia si¢ co najmniej dwoma
eksperymentami; w pierwszym z nich umyst zmuszany jest do przetwarzania arytmetycznej wlasnosci
bodzca liczebnikowego, a w drugim jakiej$§ wlasnosci niearytmetycznej (np. koloru czcionki cyfry).
Badacze efektu SNARC uzywaja jednak kategorii wielko$ci (rozmiaru) efektu SNARC. Hipoteza,
zgodnie z ktora efekt ten posiada r6zne natgzenia, wyprowadzana jest z faktu, ze w niektorych wypad-
kach tak zwanego ,,asemantycznego” przetwarzania liczebnikow efektu nie daje si¢ wywotac ekspe-
rymentalnie. W badaniach (Fias 2001) uczestnikom przedstawiano liczebniki werbalne (wizualnie
i wypowiedzeniowo) oraz proszono ich o udzielenie odpowiedzi na pytanie, czy w danym holender-
skim liczebniku wystepuje dzwigk ,,e”. Nie zaobserwowano analizowanego efektu. Fias wyjasnia tg
asymetrig, poshugujac si¢ koncepcja ,,dwoch Sciezek transkodowania liczebnikéw werbalnych”.
Wydaje sig, ze jest to wyjasnienie ad hoc, gdyz nie da si¢ go zastosowac do efektu quasi-SNARC
w eksperymencie z literami alfabetu; w eksperymencie tym badani nie wykonuja zadnych operacji
transkodowania” pozycji liter w alfabecie na pozycje liczbowo-porzadkowe, a mimo to efekt
quasi-SNARC si¢ ujawnia. Wedtug Fiasa zadanie wymaga asemantycznego, w sensie arytmetycz-
nym, przetwarzania pozycji liter w alfabecie, zatem efekt quasi-SNARC nie powinien si¢ ujawnic.
Hipoteza o natgzeniu efektu SNARC pozwala wyjasnia¢ efekty quasi-SNARC, klasyfikujac je jako
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(7) (De)kodowanie przestrzenne liczebnikoéw nie ma charakteru absolutnego: ten
sam liczebnik moze w réznych sytuacjach poznawczych znalez¢ si¢ w réoznych miej-
scach na kodujacym odcinku ze zwrotem.

Podsumowujac, umystowa o$ liczbowa jest wigc (i) odcinkiem (ii) ze zwrotem,
(iii) o pewnym natezeniu; (iv) na odcinku tym umyst liniowo porzadkuje obiekty
liczbowe lub porzadkowe. Na umystowej osi liczbowej wystepuja pododcinki beda-
ce reprezentacjami umyslowymi liczb. W tym znaczeniu umystowa o$ liczbowa sta-
nowi system semantycznych reprezentacji liczebnikow.

3. TEORETYCZNE MODELE WYJASNIAJACE EFEKTY SNARC

Model umystowej osi liczbowej (mental number line, Restle 1970; Dehaene,
Bossini, Giraux 1993) jest najczesciej przywotywanym w literaturze modelem wyja-
$niajacym istnienie efektu SNARC'. Jest ona definiowana jako ztozona reprezenta-
cja umystowa, ktora porzadkuje reprezentacje kolejnych liczb naturalnych w sposob
przestrzenny, przybierajac okreslony kierunek: poziomy (od lewej do prawej badz od
prawej do lewej), pionowy (gora-dot) lub przekatniowy. Model ten zaktada, ze liczby
reprezentowane sa w przestrzeni umystowej'” jako utworzone w niej obiekty geo-
metryczne. Zatozenie to definiuje umystowa 0§ liczbowa jako homeomorficzna do
osi fizycznej, ktora spostrzegamy zmystami, co pozwala przypuszczaé, ze liczby ko-
dowane sa ,,na podstawie tej samej metryki” co punkty w przestrzeni fizycznej'®. Hi-

efekty o stabym natgzeniu. Nalezy doda¢, ze przedstawiony nizej model formalny umystowych osi
liczbowych nie uwzglgdnia parametru natgzenia osi liczbowych.

' Idea umystowej osi liczb pochodzi od Galtona (1880). Zwrocit on uwage na fakt, ze osoby
badane czgsto wyobrazaja sobie liczby jako zorganizowane w o$ o zwrocie od lewej do prawej strony.

'3 Pojecie przestrzeni umystowej rozumiemy za Fauconnierem (1994) jako byt intensjonalny
wypehiony rozmaitymi treSciami ustrukturowanymi formalnie na rézne sposoby (nazywanymi
w kognitywistyce reprezentacjami umystowymi). Na temat przestrzeni umystowych zob. Faucon-
nier 1994: xxxvi-xxxvii, Harder 2003: 91-99.

' Idea wspolnej umystowej metryki dla liczb i przestrzeni przywolywana jest czesto w literatu-
rze jako teoria ATOM (4 Theory of Magnitude, Walsh 2003, Bueti, Walsh 2009). Teoria ta postuluje
istnienie jednego, funkcjonujacego od poczatku zycia, systemu odpowiedzialnego za przetwarzanie
wielkosci, ktore moga wystgpowaé pod trzema postaciami: liczbowa (wartosci liczb), przestrzenng
(np. odleglos¢) oraz temporalna (np. czas trwania). Teorig t¢ wspieraja dane empiryczne wskazujace
na sasiedztwo reprezentacji moézgowych tych wielkosci w obrgbie ptata ciemieniowego oraz liczne
interakcje tych wymiaré6w w réznych konfiguracjach, obserwowalne w zadaniach behawioralnych.
Procesy formowania zwiazkow liczbowo-przestrzennych sa wigc tu rozpatrywane jako naturalne
nastgpstwo organizacji naszego mozgu. Bez watpienia jest to teoria o kantowskiej proweniencji.
System przetwarzania wielkosci bytby odpowiednikiem kantowskich form czystej zmystowosci.
Roéznica migdzy teoria ATOM a koncepcja Kanta sprowadzalaby sig do tego, ze filozof z Krolewca
traktowat czas oraz przestrzen jako oddzielne podsystemy, podczas gdy w koncepcji ATOM prze-
strzen 1 czas stanowia ,,modusy” jednego podstawowego, apriorycznego systemu reprezentowania
wielkosci.
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poteza ta jest jednak tylko czesciowo potwierdzona empirycznie'’. Badania neurofi-
zjologiczne (Knops, Thirion, Hubbard, Michel, Dehaene 2009, Hubbard, Piazza, Pi-
nel, Dehaene 2005) pokazuja, ze pewne sieci neuronalne w placie ciemieniowym,
wyspecjalizowane w planowaniu ruchu oczu w odpowiednia strong (lewa lub pra-
wa), zaangazowane sg takze w przetwarzanie wartosci liczbowych lub wykonywanie
operacji arytmetycznych (dodawania lub odejmowania). Mozna wigc przypuszczac,
Ze te same procesy, ktore leza u podloza sterowania uwaga w przestrzeni zewngtrz-
nej, odpowiedzialne sa za sterowanie uwaga wzdtuz umystowej osi liczbowej. Umy-
stowa o$ liczbowa bytaby zatem typem reprezentacji tworzonej mi¢dzy innymi na
podstawie doswiadczenia sensomotorycznego. Oczywiscie to, czy bodzce zewngetrz-
ne znajdujace si¢ w przestrzeni fizycznej (sensomotorycznej) aktywuja umystowa o$
liczbowa, czy tez odwrotnie — aktywacja umystowe;j osi liczbowej warunkuje inten-
cjonalne skierowanie si¢ umyshu na bodziec, jest kwestia filozoficzna'®.

Wystapienie efektu SNARC w okreslonej sytuacji eksperymentalnej wyjasnia si¢
w modelu osi liczbowej dziataniem mechanizmu bezposredniego odwzorowania
miejsca w przestrzeni umystowej, ktére zajmuje dana liczba, na odpowiadajace mu
miejsce w przestrzeni fizycznej. Zatdozmy, ze na ekranie pokazywana jest cyfra
o wzglednie matej wartosci. Poniewaz zajmuje ona miejsce po lewej stronie osi
umystowej, na t¢ wlasnie strong zostaje skierowana uwaga. Wskutek tego procesu
pokazanej cyfrze i odpowiadajacej jej liczbie zostaje automatycznie przyporzadko-
wana lewa strona przestrzeni fizycznej wraz ze znajdujacym si¢ tam jednym z dwdch
przyciskow odpowiedzi. Jesli polecenie bedzie wymagato zareagowania na te cyfre
(liczbe) za pomoca lewego przycisku, reakcje beda szybsze ze wzgledu na zgodnosé
zajmowanej pozycji w przestrzeni umystowej i fizycznej. Jesli za§ polecenie bedzie
wymagato reakcji na t¢ cyfre¢ (liczbg) prawym przyciskiem, zajdzie konieczno$§¢

' Percepcyjna przestrzen fizyczna charakteryzuje sig ciagloscia; linie i odcinki w tej przestrzeni
sq obicktami ciaglymi. Natomiast umystowa 0§ liczb ma charakter dyskretny; na osi tej kodowane
oraz dekodowane sg liczby naturalne, czyli liczebno$ci réznych rozmaitosci doswiadczanych przez
umyst w wigkszosci sytuacji. Nie mozna jednak wykluczy¢, ze z takiej ,,pierwotnej” osi liczb umyst
wytwarza w wyniku edukacji matematycznej ,,dojrzata umystowa o$ liczb”, dla ktorej istnieje ho-
meomorficzne przeksztalcenie w fizyczng o dana w percepcji zmystowe;.

'® Gdyby Kant znal wspolczesne wyniki eksperymentow SNARC, stwierdzitby, ze aktywacja
umystowej osi liczbowej warunkuje intencjonalne skierowanie si¢ umystu na bodziec. Dlatego tez,
zwazywszy na fakt wystgpowania efektu SNARC u 0s6b niewidomych, mozna przyjac istnienie
wspdlnego mechanizmu sterujacego uwaga zardéwno w przestrzeni fizycznej (sensomotorycznej),
jak i w ,,umystowe] przestrzeni liczby” (uwagg t¢ zawdzigczamy recenzentowi pracy). Z filogene-
tyczno-ewolucyjnego punktu widzenia mechanizm ten uksztaltowato bez watpienia do§wiadczenie
sensomotoryczne. Jednak w perspektywie neokantowskiej problem znika; umyst, naktadajac
,,umystowa przestrzen liczby” na przestrzen fizyczna, w ktorej wystgpuja bodzce zmystowe i w kto-
rej na nie reaguje, steruje swoja uwaga w procesach reakcji na bodzce za pomoca tych samych me-
chanizmow, ktore steruja jego uwaga w ,,umystowej przestrzeni liczby”. Obecno$¢ efektu SNARC
u niewidomych ujawnialaby wiasnie funkcjonowanie tych samych mechanizméw sterowania uwa-
ga, ktore steruja uwaga w polu motoryczno-percepcyjnym oséb bez deficytow.
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zmiany umiejscowienia uwagi w przestrzeni fizycznej, wskutek czego czas reakcji
si¢ wydtuzy. Mechanizm ten mozna uogdlni¢ na wszelkie schematy badawcze wy-
magajace skierowania reakcji w odpowiednia strong¢ w przestrzeni fizycznej, a wigc
bez wzgledu na to, czy reaguje si¢ rekami, nogami czy tez w inny sposob. Wyjasnia
on rowniez wzglednos$¢ (de)kodowania liczbowo-przestrzennego: w zalezno$ci od
tego, ktory przedziat liczbowy jest aktywowany w danym zadaniu, uwaga kierowana
jest na odpowiadajacy temu przedzialowi odcinek na umystowej osi liczb, wskutek
czego formuje si¢ odpowiedni dla tego zadania typ efektu SNARC. Dla przyktadu,
gdy prezentujemy badanym osobom cyfry z zakresu 5-9, ich uwaga przemieszcza si¢
na odcinku wyznaczonym przez punkt reprezentujacy liczbe 5 po lewej stronie oraz
punkt reprezentujacy liczbe 9 po prawej stronie.

Autorzy opisujacy efekty SNARC w ramach modelu osi liczbowej zwracaja tak-
ze uwage na dwa inne aspekty. Po pierwsze przestrzenna reprezentacja liczby jest
typem reprezentacji semantycznej, tzn. kodujacej znaczenie (warto$ci) symboli li-
czebnikowych. Niezaleznos$¢ efektu SNARC od formatu i modalno$ci wskazuje, ze
kod przestrzenny nie jest przypisywany strukturze powierzchniowej bodzca liczeb-
nikowego, lecz jest powiazany z jego znaczeniem, czyli wartoscia (lub pozycja
w ciagu). Z semantycznym charakterem osi pozostaja rowniez w zgodzie obserwacje
dotyczace zmiany sily nat¢zenia efektu SNARC w zaleznosci od tego, jak bardzo
w danym momencie umyst jest zaangazowany w przetwarzanie arytmetycznych wta-
snos$ci bodzca liczebnikowego.

W kognitywistyce arytmetyki omawia si¢ kwesti¢ wlasno$ci strukturalnych umy-
stowej osi liczb. Wyr6znia si¢ dwa pytania (Verguts, Fias 2008): (i) W jaki sposob
poszczegolne liczby naturalne sa kodowane na umystowej osi liczbowej? (i) W jaki
sposob funkcja odleglosci jest skalowana na umystowej osi liczbowej? Z punktu wi-
dzenia epistemologii my$lenia matematycznego nalezy postawi¢ jeszcze jedno pyta-
nie: (iii) W jaki spos6b umystowa 0§ liczbowa, o okreslonych wlasnos$ciach struktu-
ralnych, moze zosta¢ przeksztalcona w standardowy model semantyczny arytmetyki
Peana (PA)?

Zatézmy, ze PA stanowi teori¢ wyjasniajaca poprawnos¢ lub niepoprawnosé wy-
nikow obliczen wykonywanych przez umyst w rozmaitych codziennych sytuacjach.
Obliczenia te sa regulowane aktywacja (lub synteza) okreslonych arytmetycznych
reprezentacji umystowych. Zatem PA musi rowniez wyjasnia¢ skutecznos¢ poznawcza
umystowych proceséow aktywacji lub syntezy rozmaitych arytmetycznych reprezen-
tacji umystowych. W koncepcji umystowe;j osi liczb zaklada sig, ze 0§ stanowi podsta-
wowa reprezentacj¢ umystowa, z ktdrej powstaja pozostale reprezentacje istotne przy
rozwigzywaniu zadan arytmetycznych. Wobec tego skoro skuteczno$¢ poznawcza
reprezentacji jest wyjasniana przez PA, racjonalnie jest przyjaé, ze standardowy mo-
del semantyczny PA stanowi strukturg ontologiczna wywodzaca si¢ z osi umystowe;j.

Na przyktad, wykonujac obliczenie 3 + 2 = 5, umyst syntetyzuje (lub aktywuje)
odpowiednia reprezentacj¢ arytmetyczng. Ta reprezentacja wywodzi si¢ z umystowej
osi liczbowej. Poniewaz obliczenie jest poprawne, jego reprezentacja umystowa mu-
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si odpowiada¢ okreslonemu zdaniu arytmetycznemu, prawdziwemu w modelu PA.
Odpowiednios¢ taka powinna wige mie¢ charakter relacji zachodzacej migedzy repre-
zentacja obliczenia 3 + 2 = 5 a modelem semantycznym PA — w tym znaczeniu, ze
sktadnikom reprezentacji odpowiadaja, na mocy okreslonej funkcji, odpowiednie
obiekty modelu semantycznego (liczby, funkcje oraz rozmaite teoriomnogosciowe rela-
cje zachodzace migdzy liczbami lub funkcjami). Skoro wszystkie skuteczne poznaw-
czo obliczeniowe reprezentacje arytmetyczne, syntetyzowane przez umyst w sytuac-
jach zadaniowych, wywodza si¢ z umystowe;j osi liczb, to 6w mechanizm derywacji
wraz z umystowa osia liczb pelni funkcje¢ generatora, w znaczeniu algebraicznym,
zakodowanego w umysle systemu reprezentacji arytmetycznych. Taki mechanizm
generowania mozna okresli¢ jako dojrzala kompetencj¢ arytmetyczna. Dlatego pyta-
nie (iii) mozna sparafrazowaé pytaniami w stylizacji realistycznej (iii*): ,,Jak aryt-
metyczny mechanizm kompetencyjny zakodowany w umysle reprezentuje (obrazuje)
modele semantyczne arytmetyki PA?”, w stylizacji konstruktywistycznej (iii**):
,»W jaki sposob na mocy kompetencyjnego mechanizmu arytmetycznego zakodowa-
nego w umys$le konstruowane sa standardowe modele semantyczne arytmetyki PA?”.

4. REPREZENTOWANIE LICZB NA UMYSLOWEJ OSI LICZBOWEJ

Kognitywisci arytmetyczni wyrdzniaja dwa sposoby reprezentowania liczb na
umystowej osi liczbowej. Pierwszy mozna okresli¢ mianem reprezentowania analo-
gowego, sumacyjnego (summation coding), a drugi — reprezentowania punktowo-
miejscowego (place coding). Pierwszy sposob nazywa si¢ niekiedy w literaturze
przedmiotu kodowaniem akumulatorowym (Gallistel, Gelman 1992, 2000). Inni ba-
dacze nie wykluczaja, ze umyst reprezentuje liczby na umystowej osi na oba sposo-
by. Przyjmuje sig, ze reprezentowanie analogowe (akumulatorowe) dotyczy liczebni-
kéw niesymbolicznych (np. rozmaitosci obiektow porozrzucanych na doswiadczane;j
scenie zmyslowej), a reprezentowanie punktowo-miejscowe — liczebnikdéw symbo-
licznych (cyfrowych lub werbalnych). Zgodnie z zatozeniami pojeciowymi przyje-
tymi w pracy reprezentowanie analogowe liczb dokonuje si¢ w procesach kodowania
liczebnikéw niesymbolicznych, a reprezentowanie punktowo-miejscowe — w proce-
sach dekodowania liczebnikéw symbolicznych. W procesach kodowania umyst
przyporzadkowuje reprezentacjom semantycznym liczb odpowiednie reprezentacje
jezykowe liczebnikdéw, a w procesach dekodowania — na odwrét. W procesach ko-
dowania umystowa o$ liczb jest syntetyzowana, podczas gdy w procesach dekodo-
wania jest ona aktywowana jako gotowy wzorzec.

4.1. Analogowe kodowanie liczb na osi liczbowej

Wedhug modelu kodowania analogowego jednostka kodujaca liczbe na umysto-
wej osi liczbowej jest pododcinek osi. Kodujac licznos$¢ lub wielkos¢ jeden albo ko-
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lejnos¢ pierwszy, umyst wybiera pewien poczatkowy odcinek osi liczbowej. Zako-
dowanie licznos$ci lub wielkosci dwa albo kolejnosci drugi bedzie polegato na prze-
dtuzeniu wej$ciowego odcinka o pewien odcinek bezposrednio przylegajacy; podob-
nie kodowanie liczby #rzy lub kolejnosci frzeci wymaga dodania nastgpnego odcinka
do odcinka, ktory koduje liczbe dwa lub kolejnos¢ drugi. Przy takim pojmowaniu
sposobu kodowania liczb 0§ liczbowa jest traktowana jak pewna cato$¢ w sensie me-
reologicznym, ktdra rozpada si¢ na czg§ci wyznaczone przez system kodowania.
Cze$¢ pierwsza stanowi pewien poczatkowy odcinek, a kolejne czgéci stanowia
przedtuzenia tego poczatkowego odcinka. Kognitywisci poshuguja si¢ w tym wypad-
ku metafora plynu w akumulatorze: zakodowanie liczby wymaga ,,dolania ptynu” do
akumulatora (Meck, Church 1983)".

Nalezy zaznaczy¢, ze model akumulatorowy jest potwierdzany przez wyniki nie-
ktorych eksperymentéow. W korze mézgowej ludzi i naczelnych udato si¢ wykry¢
pewne grupy neurondw, ktore reaguja na liczebnosci zbioréw w sposéb gradacyjny,
tzn. ich aktywno$¢ zmienia si¢ monotonicznie w stosunku do wielkos$ci zbioru, po-
dobnie jak poziom plynu w akumulatorze (Roitman, Brannon, Platt 2007, Santens,
Roggeman, Fias, Verguts 2010, Roggeman, Santens, Fias, Verguts 2011). Na pozio-
mie behawioralnym kodowanie sumacyjne mozna wykry¢ za pomoca techniki zwa-
nej poprzedzaniem lub torowaniem. W eksperymencie Roggemanna, Vergutsa i Fiasa
(2007) uczestnicy mieli za zadanie nazywacé wartosci liczb z przedziatu 1-5, przed-
stawianych w dwoch réznych formatach — symbolicznym (cyfrowym) oraz niesym-
bolicznym (jako zbiory kropek). Kluczowa manipulacja w tym eksperymencie byto
poprzedzanie glownego bodzca tak zwanym bodzcem torujacym, eksponowanym
przez krotki okres (83 ms), tak Zze osoba badana nie byla w stanie na niego zareago-
wac. Takim bodzcem poprzedzajacym, podobnie jak bodzcem docelowym, byty cyfry
lub zbiory kropek z zakresu 1-5. W ten sposéb mozna bylo sprawdzi¢, czy i w jaki
sposob wczesniejsze zakodowanie bodzca torujacego wptywa na rozpoznanie bodzca
docelowego. W wypadku formatu niesymbolicznego (zbioréw kropek) zauwazono,
ze bodziec poprzedzajacy ulatwial (torowal) w tym samym stopniu nazywanie
wszystkich bodzcow docelowych, ktore byly od niego mniejsze lub mu réwne. Taki
schemat torowania wskazuje wyraznie na proces kodowania sumacyjnego: wartos¢
bodzca torujacego uaktywnia pewna cze$¢ odcinka osi o poczatku w punkcie 0
ikoncu w punkcie oznaczonym przez t¢ wartos¢, przy czym odcinek ten zawiera
w sobie wszystkie mozliwe pododcinki reprezentujace warto§ci mniejsze lub réwne
warto$ci bodzca torujacego, co w rdwnym stopniu ulatwia ich zakodowanie.

' W takim modelu 0§ liczbowa zachowywalaby si¢ ontologicznie podobnie do osrodka (np.
ciektego, gazowego, plazmowego) w sensie fizycznym. Fizykalna kategoria o$rodka ma réwniez
charakter mereologiczny; kazdy osrodek rozpada si¢ na swoje kawalki, a nie elementy (Krysztofiak
1991). Podobnie kazda zakodowana akumulatorowo liczba na osi liczb stanowilaby kawalek osi-
os$rodka. Ponadto kazda zakodowana liczba wigksza od dwa stanowitaby o$rodek dla wszystkich
liczb mniejszych — w tym znaczeniu, ze jeden jest czg$cia mereologiczna dwa, dwa czgscia trzy itd.
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Proponowany tu model kodowania liczb oraz wyniki eksperymentu z torowa-
niem prowadza do osobliwej konsekwencji. Mianowicie zakodowanie dowolnej li-
czebno$ci n wymaga wczesniejszego zakodowania wszystkich mniejszych od niej
liczebnosci (por. Zorzi, Butterworth 1999)*. W wypadku ,,wielkich” liczb ten spo-
sob kodowania wymagatby jednak niezwykle dtugiego czasu operacyjnego, w ktd-
rym umyst miatby zakodowaé na przyklad liczbe szes¢ milionow szeséset tysiecy
szescset szescdziesiqt szes¢. Z pewnoscia kodowanie liczebnosci denotowanej przez
6600666 nie dokonuje si¢ w taki sposob, gdyz czas kodowania, wedlug analizowa-
nego sposobu, bytby niezwykle dtugi w wypadku liczb oznaczanych liczebnikami
wielocyfrowymi.

Szkicowo opisany model wymaga wigc pewnej modyfikacji. Nalezy zalozy¢, ze
kodowanie dowolnej liczby dokonuje si¢ na podstawie zakodowania pewnej innej
liczby. Nazwijmy reprezentacje takiej liczby kodem odniesieniowym. Kod odniesie-
niowy nie musi zawsze stanowi¢ reprezentacji bodzca torujacego, poniewaz taki bo-
dziec, jako liczebnik niesymboliczny, ze wzgledu na rozdzielczo$¢ percepcji zmy-
stowej ludzkiego umystu nie moze stanowi¢ zbyt licznej rozmaito$ci, zatem jego za-
kodowanie na umystowe;j osi liczb nie bedzie uzyteczne z punktu widzenia kodowa-
nia, na przyktad, trzycyfrowych liczebnikoéw. Aby zakodowa¢ akumulatorowo liczbg
666, umyst wczesniej koduje na przyktad liczbe 660 i nastgpnie przedtuza odcinek
kodujacy liczbg 660 na umystowe;j osi liczb o sze$¢ jednostkowych odcinkow kolej-
no stykajacych si¢ ze soba. Mozna z kolei postawi¢ pytanie o to, jak umyst koduje
akumulatorowo liczbg 660. Aby unikna¢ osobliwo$ci polegajacej na niewspotmier-
nie dlugim czasie kodowania, nalezy zalozy¢, ze kodujac akumulatorowo dowolng
liczbe na osi liczb, umyst czyni to na podstawie konwencjonalnego ustalenia kodu
odcinkowego pewnej innej liczby. Takie ustalanie stanowiloby ogoélny mechanizm
odpowiedzialny réwniez za ustalanie bodzca torujacego. Model akumulatorowy
wymaga wigc odrdéznienia dwoch podproceséw kodowania: (a) kodowanie liczb
przez konwencjonalne ustalanie kodujacych je odcinkéw na osi liczbowej, stanowia-
cych punkt odniesienia dla kodowania pewnych innych liczb oraz (b) kodowanie ja-
ko sumowanie jednostkowych odcinkéw kodujacych.

Formalnie taki mechanizm kodowania mozna przedstawi¢ jako okre§lony przez
strukturg o postaci <4, F, P, O >, gdzie 4 stanowi umystowa 0§ liczbowa, F jest
elementem 4, koduje (ustala) pewna liczbg naturalna i zwany jest kodem odniesie-
niowym, P jest jednostkowym odcinkiem kodujacym (jednostka kodowania), O za$
jest iterowalnym operatorem przedtuzania F o n jednostkowych odcinkéw koduja-
cych P. a, B, A sa zmiennymi przebiegajacymi zbior umystowych reprezentacji liczb.
W tym wypadku przyjaé nalezy nastepujace aksjomaty opisujace analizowany model:

2 W wypadku ,,matych” liczebnosci takie zjawisko obserwuje si¢ u dzieci przedszkolnych. Na
pytanie ,,Ile chcesz pierogéw na obiad?” czgsto odpowiadaja okreslonym liczebnikiem po wcze-
$niejszym wyliczeniu wszystkich liczebnikow, rozpoczynajac od / i konczac na liczebniku desy-
gnujacym oczekiwang liczbg (w tym wypadku liczbg pierogow, ktora chea dosta¢ na obiad).
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(A1) Fed
(A2) (Vo) O(a) = <at, P>

(A3) (Vo) [(Fi) O'(F) = o — 0. A]
(Ad) (Vo) O(aw) € A

Zgodnie z (A1) F jest sktadnikiem osi 4. F stanowi wyrdzniong reprezentacje
ustalonej liczby na osi 4. Wybor tej reprezentacji przez umyst nie jest wyznaczany
przez jakiekolwiek warunki formalne. Wyréznienie przez umyst reprezentacji F' moze
wigc mie¢ charakter losowy. (A2) stanowi definicj¢ operacji przedtuzania osi o od-
cinek kodujacy P. Przedluzeniem reprezentacji o jest odcinek powstajacy z o oraz
odcinka kodujacego P, reprezentowany jako para uporzadkowana o postaci <o, P>.
Jesli o jest n-tka, to na mocy definicji redukujacej dowolna n-tk¢ do pary i vice
versa, <o., P> jest rowniez n-tka dtuzsza o odcinek P od n-tki o. Zgodnie z (A4)
kazde zastosowanie operatora przedtuzania tworzy reprezentacje liczby. Kazda aku-
mulatorowa reprezentacj¢ liczby ostatecznie mozna zredukowaé do struktury o po-
staci <F, P, ..., P>. Strukture opisana przez aksjomaty (Al)-(A4) mozna nazwac
podstawowa algebra akumulatorowe;j osi liczb (Basic Algebra of Summation Axis of
Numbers — BASAN).

Relacja liniowego porzadku < jest w tym wypadku relacja bycia czgsécia zacho-
dzaca migdzy reprezentujacymi liczby odcinkami. Jesli wigc pewien kod odcinkowy
jest czescia drugiego kodu odcinkowego, to pierwsza liczba, ktorej pierwszy z ko-
dow jest reprezentacja, jest mniejsza od liczby, ktorej reprezentacja jest drugi z ko-
doéw. Operator O w formalizowanym modelu wytwarza reprezentacje liczb wigk-
szych od liczby reprezentowanej przez kod odniesieniowy F.

(Df. <) (VoB)[oe AABe A— (<P = k) ) = B)]

Niech o. = <F, P, P, P>, B = <F, P, P, P, P, P>. Wowczas P = O°(ar), zatem <F,
P, P, P> <<F, P, P, P, P, P>. Latwo zauwazy¢, ze sekwencja <F, P, P, P> jest
fragmentem sekwencji <F, P, P, P, P, P>. Zgodnie wigc z przedstawionym sumacyj-
no-akumulatorowym modelem kodowanie w umysle reprezentacji kolejnych liczb
jest operacja ,,wydluzania” pewnej wyjSciowej reprezentacji.

Badania eksperymentalne pokazuja, ze umyst w wypadku liczebnikéw niesym-
bolicznych koduje takze liczby mniejsze od liczby reprezentowanej przez kod li-
czebnika torujacego. Nalezy wigc zalozy¢, ze aktywowanie reprezentacji liczbowych
na umystowej osi liczb dokonuje si¢ rowniez na mocy operacji ,,skracania odcinka
kodujacego”, a nie tylko dzigki operacji przedluzania. Mechanizmem odpowiedzial-
nym za taka operacj¢ skracania jest operacja odwrotna do operacji O, nazwijmy ja
O™ . Zatem O~ stanowi i-ta iteracje takich operacji. Operacje O i O™ maja odmienne
wlasno$ci formalne. Gléwna réznica migdzy nimi polega na tym, ze operacje O
mozna iterowaé¢ dowolnie wysokim wykladnikiem potegowym i za kazdym razem
otrzymywac¢ nowa warto$¢. Tak jednak nie jest w wypadku operacji O™: jej iterowa-
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nie w pewnym punkcie osi nie zwraca nowych warto§ci. Mdwiac metaforycznie,
umystowej osi liczb nie da si¢ skraca¢ w nieskonczonosé.

Struktura BASAN nie pozwala na wygenerowanie reprezentacji liczby zero. Jest
to mozliwe dopiero wtedy, gdy struktury BASAN rozszerzy si¢ o operator skracania.
Reprezentacja liczby zero stanowi wowczas granice, poza ktora kazde jej skrocenie
niczego nie zmienia. Zero stanowi wowczas idempotent (element idempotentny)
operacji skracania. Podstawowy model akumulatorowy mozna wigc rozszerzy¢ do
modelu o postaci: <4, F, P, O, O, 0>, gdzie 0 stanowi punkt poczatkowy umysto-
wej osi liczb. Nazwijmy taka algebre struktura CASAN (Complete Algebra of Sum-
mation Axis of Numbers). Dodatkowe aksjomaty opisujace rozszerzony model aku-
mulatorowy sa nastgpujace:

(A5) Oc 4
(A6) 0 (0)=0

(A7) (Vo) [0” O(o) = 0]

(A8) (Vo) [0 — 0, O (o) = 0]

(A9) P#0

(A10) (Vo) [o e A= (Fk) o= ONF) v @m) o.= O "(F)]

W modelu rozszerzonym z (A10) wynika (A3). (A10) ustala definicyjnie zbior
akumulatorowych reprezentacji liczb, ktoérymi sa struktury uzyskane przez k-te prze-
dtuzenie reprezentacji F'lub przez m-te skrocenie reprezentacji F.

Bez watpienia analizowany model ma pewna slabo$¢ zwiazana z tym, ze nie
wyjasnia mechanizmu ustalania kodéw odniesieniowych, czyli obiektu F w danej
strukturze kodujacej. Inna staboscia modelu jest to, ze nie wyjasnia mechanizmu
ustalania odcinka kodujacego — P. Model akumulatorowy w wersji rozszerzonej ma
tez jednak zalety. Wyjasnia, dlaczego umysl nabywa reprezentacje¢ liczby zero
W pozniejszym okresie rozwoju poznawczego. Mechanizm syntezy reprezentacji
liczby zero dokonuje si¢ przez stosowanie operacji O~ do kodu odniesieniowego F.
Dlatego warunkiem posiadania przez umyst pojgcia liczby zero jest jego zdolnos¢ do
operowania funkcja O™ na reprezentacjach innych liczb.

Model akumulatorowy mozna rozszerzy¢ do akumulatorowego modelu wielo-
osiowego, aby mozna bylo za pomoca takiej konstrukcji formalnej wyjasni¢ ,,akumu-
latorowo” syntezy reprezentacji dowolnie wysokich liczb. Takiego rozszerzenia
mozna dokonaé, konstruujac rodzing takich struktur o postaci <4y, F, Py, Oy, Oy,
0>, ze mozna mowi¢ o (i) nieskonczenie wielu odcinkach kodujacych Py, z ktorych
kazdy jest wielokrotnos$cia odcinka kodujacego reprezentacje liczby jeden, oraz o (ii)
nieskonczenie wielu operatorach przedhuzania osi liczbowych oraz ich skracania.
Przy czym kazdy taki operator bylby skorelowany jedno-jednoznacznie z odpowied-
nim odcinkiem kodujacym P;.
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Strukturg¢ o postaci <4, F, P, O, O", 0> nazwijmy analogowo-sumacyjnym
(akumulatorowym) modelem arytmetyki umystowej. 4 stanowi zbidér umystowych
osi liczbowych A4, ..., A, dla I, ..., k stanowiacych zbioér liniowo uporzadkowany.
Elementami osi liczbowych sa akumulatorowe reprezentacje liczb. P jest zbiorem
odcinkéw kodujacych Py, ..., Py, z ktérych syntetyzowane sg odpowiadajace im osie
liczbowe A, ..., A dzigki operatorom nalezacym do klas O oraz O". Wymienione
klasy sktadaja si¢ odpowiednio z operatorow Oy, ..., Oy oraz O, ..., O, dzialaja-
cych na elementach odpowiadajacych im osi liczbowych 4, ..., A;. Operatory Oy,
..., Oy sa odpowiedzialne za przedluzanie osi liczbowych, a operatory O, ..., Oy
stuza ich skracaniu. F jest zbiorem wyr6znionych elementow F, ..., Fy, ktore sa
elementami odpowiadajacych im osi liczbowych. Elementy zbioru F beda okreslane
jako ustalone reprezentacje liczb na odpowiadajacych im osiach. 0 stanowi repre-
zentacje liczby zero. Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnego indeksu i struktury o posta-
ci <4, F;, P;, O, O;~, 0> stanowia realizacje schematycznej struktury <4, F, P, O, O~
, 0>. Kazda ze struktur o postaci <4,, F;, P;, O, O;”, 0> mozna okresli¢ jako mecha-
nizm tworzacy odpowiadajaca jej umystowa 0§ liczbowa. Dowolny zbidr takich osi
jest konceptualizowany jako wiazka umystowych osi liczbowych.

Aksjomaty opisujace funkcjonowanie mechanizmu wyznaczonego przez struktu-
re <4, F;, P;, O, O;, 0> dla dowolnego i sa nastepujace (gdzie o, B, A sg zmiennymi
przebiegajacymi zbidr reprezentacji umystowych):

(A1 CASAN) (Vi) F, e 4,

(A2 CASAN) (Vi) (Vo) O(0) = <at, P;>

(A3 CASAN) (Vi) 0 e 4,

(A4 CASAN) (Vi) (Vo) [0 O(0) = o]

(A5 CASAN) (Vi) (Vo) [ #0 — O; O (o0) = 0]

(A6 CASAN) (Vi) O; (0)=0

(A7 CASAN) (Vi) (Vo) o€ Ai= k) o.= OXF) v @m) o= 0, "(F)]
(A8 CASAN) (Vi) P;#0

(Df. <) (VauB) [ae A;A B e A— (0.< B = (Fk) OX0) = B)]

W takim modelu synteza reprezentacji liczby 666 wymagalaby syntezy trzech ,,aku-
mulatorowych” osi liczbowych utworzonych przez struktury <4,, F, P;, O;, O;, 0>,
<A1(), F, P[(), 010, 010_, 0>, <A10(), F, P]()(), 010(), 010()_, 0>, gdzie P]() stanowi dZiCSiQ-
ciokrotng konkatenacje P;, a Py jest dziesigciokrotna konkatenacja P;y. Na kazdej
z tych osi aktywowany bylby odcinek reprezentujacy liczbe 6. Zgodnie z takim mo-
delem nalezy przewidywaé, ze zjawisko torowania bodzcoéw liczebnikowych moze
by¢ wywotywane jedynie w wypadku takich umystowych proceséw kodowania, na
podstawie ktorych aktywowana (lub syntetyzowana) jest tylko jedna umystowa o$
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liczbowa. Poniewaz takie osie liczbowe, tworzone przez umyst podczas syntezy re-
prezentacji liczb, sa wzglednie krotkie®', zjawisko torowania nie powinno pojawia¢
si¢ w wypadku ,,duzych bodzcow liczebnikowych”.

4.2. Punktowo-miejscowe reprezentowanie liczb na osi liczbowej

Punktowo-miejscowe reprezentowanie liczb na osi liczbowej tym rozni si¢ od
kodowania analogowego (sumacyjnego), ze zgodnie z tym drugim mechanizmem
kazda reprezentacja dowolnej liczby jest fragmentem reprezentacji liczby wigkszej,
natomiast zgodnie z pierwszym mechanizmem reprezentacja liczby mniejszej nie jest
nigdy czgscia reprezentacji liczby wigkszej. Ta réznica sprawia, ze w mechanizmie
reprezentowania punktowo-miejscowego synteza dowolnej reprezentacji liczby nie
wymaga syntezy reprezentacji pozostatych liczb, mniejszych od danej liczby na
umystowej osi liczb. W analizowanym modelu zaklada si¢, ze na umystowej osi
liczb kazda liczba jest reprezentowana przez pewien odcinek (jako miejsce) lub
punkt na tej osi. Innymi stowy umystowa o$ liczbowa jest liniowo uporzadkowanym
zbiorem miejsc lub punktow posiadajacym zwrot.

Okazuje si¢ jednak, ze czysto punktowy model umystowej osi liczbowej nie jest
zgodny z wynikami eksperymentéw. Czas rozpoznania liczebnika symbolicznego
jest krotszy w wypadku torowania innym liczebnikiem niz wéwczas, kiedy bodziec
nie jest torowany. Okazuje si¢ dodatkowo, ze w odrdéznieniu do niesymbolicznych
bodzcow liczebnikowych efekt torowania zachodzi zaré6wno wtedy, gdy liczebnik
torujacy jest wigkszy od bodzca liczebnikowego, jak i wtedy, gdy jest mniejszy. Po-
nadto efekt torowania stabnie wraz z odlegloscia liczbowa migdzy liczebnikiem to-
rujacym a liczebnikiem torowanym po obu stronach osi (Naccache, Dehaene 2001,
Roggeman, Verguts, Fias 2007).

Aby wyjasni¢ opisany efekt, w modelu reprezentowania punktowo-miejscowego
zaklada sig, ze reprezentacja liczby na umystowej osi liczb nie jest sam punkt, lecz
punkt z otoczeniem, czyli z dwoma punktami (lub ewentualnie z wigksza ich liczba)
sasiadujacymi z nim po obu stronach. Na przyklad reprezentacja liczby 6 bedzie
w tym wypadku miejsce zajmowane przez Sciste, punktowe reprezentacje liczb: 5, 6, 7.
Mozna powiedzie¢, uzywajac jezyka fenomenologicznego, ze reprezentacje liczb na
umystowej osi liczb maja strukture retencyjno-protencyjna’>. Znaczy to, ze repre-

! Gdyby umyst byt w stanie tworzy¢ dowolnie dhugie osie liczbowe, to méglby tez dokonywaé
dowolnie dlugich iteracji operatora przedtuzania stosowanego do odcinka F. Mechanizm taki wy-
magatby funkcjonowania w umysle meta-mechanizmu, ktory liczylby poszczegélne zastosowania
operacji O. Wydaje sig, ze taki mechanizm funkcjonuje w ludzkim umysle jedynie dla jednocyfro-
wych iteracji operatora O. Wskazuje na to fakt, ze umyst nie jest w stanie nauczy¢ si¢ ,,zautomaty-
zowanego” odczytywania bardzo diugich liczebnikéw ztozonych (np. sktadajacych si¢ z kilkunastu
cyfr elementarnych).

22 Wedhug fenomenologéw struktura retencyjno-protencyjna przystuguje chwilom jako ,,oknom
terazniejszos$ci” w strumieniu §wiadomosci, ktoremu towarzyszy egotyczne poczucie uptywu czasu.
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zentacja danej liczby na umystowej osi liczb zawsze posiada ,,wspolne kawalki” z re-
prezentacja liczby bezposrednio ja poprzedzajaca oraz reprezentacja liczby bezpo-
$rednio po niej nastgpujacej. Jesli wigc liczebnikiem torujacym jest 6, to jego przed-
stawienie wywotuje aktywacj¢ reprezentacji o postaci <35, 6, 7>. Dlatego tez czas re-
akcji na liczebniki 5 oraz 7 powinien by¢ identyczny i krétszy niz czas reakcji na li-
czebniki 2 oraz 9, poniewaz w wyniku torowania aktywuje si¢ cze$¢ reprezentacji
liczby 5 oraz reprezentacji liczby 7. Taki proces nie zachodzi jednak w wyniku przed-
stawienia liczebnikéw 2 oraz 9, poniewaz ich reprezentacje nie maja cz¢§ci wspolne;j
z reprezentacja liczebnikowego bodzca torujacego (w tym wypadku 6). Takie wyja-
$nienie zaktada oczywiscie, ze czas reakcji na liczebnik jest proporcjonalny do czasu
aktywacji (syntezy) reprezentacji odpowiedniej liczby na umystowe;j osi liczb.

W celu dokladniejszego scharakteryzowania omawianego procesu przyjrzyjmy
si¢ najpierw niektorym danym empirycznym. Seria eksperymentéw przeprowadzo-
nych przez zespo6t Niedera (Nieder, Miller 2003, 2004, Nieder, Merten 2007) wyka-
zala, ze w mdzgu makakow, w obrebie bruzdy srédciemieniowej (IPS — intraparie-
tal sulcus) oraz kory przedczotowej, znajduja si¢ neurony kodujace okre§lone warto$ci
liczbowe. Neurony te, zwane przez badaczy neuronami liczbowymi (number neurons),
reaguja selektywnie na wybrane liczebnosci zbioréw, tak ze kazdy taki neuron na-
stawiony jest na zakodowanie okreslonej wartosci. Selektywnos$¢ neurondw przejawia
si¢ jako szczytowa aktywnos$¢ jedynie w odpowiedzi na dang warto$¢ N, za ktora dany
neuron jest odpowiedzialny. W wypadku kazdej kolejnej wartosci wigkszej lub mniej-
szej od N neuron reaguje coraz stabiej az do calkowitego zaniku aktywnosci. Ow
stopniowy spadek aktywnoS$ci przypomina zmniejszajacy si¢ efekt torowania w wy-
padku liczebnikéw cyfrowych, ktorych wartosci oddalaja si¢ od bodzca torujacego.

Podobne zjawisko ujawnia si¢ réwniez wtedy, gdy adaptujemy sie¢ neuronalng
w bruzdzie $§rodciemieniowej do okre$lonej warto$ci (liczebnosci zbioru badz warto-
Sci liczebnika cyfrowego), wskutek czego sie¢ reaguje na tg¢ wartos¢ coraz stabiej.
Ponowna aktywacja tego obszaru mozliwa jest dopiero przy bodzcu o innej wartosci,
przy czym sita reaktywowanego sygnatu zwigksza si¢ wraz z odlegloscia, ktora
dzieli nowa warto$¢ od wartosci pierwotnej (Piazza, Izard, Pinel, Le Bihan, Dehaene
2004, Piazza, Pinel, Le Bihan, Dehaene 2007, Cantlon, Brannon, Carter, Pelphrey
2006). Wyniki tych badan ujawniaja jeszcze jedna wazna osobliwos$¢: aktywnosé
neuronéw ,.dostrojonych” do kolejnych wartosci liczbowych zmienia si¢ zgodnie
z pewnym wzorcem. Ot6z kazdy neuron kodujacy kolejna liczbg na osi obejmuje
swoja aktywnoscia coraz wigkszy przedzial neuronéw reprezentujacych sasiadujace
z dang liczba warto$ci, tak ze staje si¢ coraz mniej selektywny. Podobnie dzieje si¢
w wypadku efektu adaptacji sieci: je$li zanik aktywnos$ci sieci nastapil wskutek
przywyknigcia do bodzca liczebnikowego o do$¢ duzej wartosci, jej reaktywacja bg-
dzie trudniejsza; bedzie wymagata bodzca, ktdrego warto$¢ bedzie roznié sig znacza-
co od warto$ci poprzedniego bodzca. Znaczy to, ze rézne liczby kodowane sg na

Zob. Yoshimi 2007 (ujgcie z punktu widzenia fenomenologii kognitywistycznej).
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roznych poziomach selektywnosci, a réznice w sposobie kodowania staja si¢ wi-
doczniejsze w wypadku par liczb odleglejszych od siebie na osi.

Opisanym zjawiskom odpowiadaja dane behawioralne: rozréznianie bodzcéw
liczbowych pogarsza si¢ stopniowo wraz z malejaca réznica miedzy nimi oraz wzro-
stem ich wartosci. Efekty te, okreslane w literaturze mianem efektu odleglosci (the
distance effect) oraz efektu rozmiaru (the size effect), obserwuje si¢ zarowno podczas
przedstawiania cyfr (np. Moyer, Landauer 1976), jak i podczas pozawerbalnego
przetwarzania liczebnosci u ludzi i zwierzat (np. Whalen, Gallistel, Gelman 1999,
Platt, Johnson 1971). Potwierdzaja one, ze reprezentacje poszczegdlnych liczb na osi
moga by¢ mniej lub bardziej selektywne.

Stopien selektywnosci w tym wypadku nalezy interpretowaé jako stopien do-
ktadnosci reprezentacji liczb. Jesli bodziec liczebnikowy wywoluje synteze i akty-
wacje¢ doktadnej reprezentacji danej liczby, to umyst w sposéb jednoznaczny odnosi
si¢ do danej liczebnosci. Przy czym moze odnies¢ si¢ do danej liczebnos$ci na sposdb
niewyrazalny jezykowo lub wyrazalny jezykowo (za pomoca liczebnika symbolicz-
nego). W takiej sytuacji niemozliwy jest btad przy odnoszeniu si¢ do danej liczebno-
$ci. Na przyktad, jesli doswiadczana przez szympansice rozmaito§¢ obiektow (osob
ludzkich) wywoluje synteze i aktywacje doktadnej reprezentacji liczebnosci dwa, to
umyst szympansicy w sposob niewyrazalny jezykowo odniesie si¢ do liczby dwdch
osobnikéw danych w jej doswiadczeniu. Jesli z kolei bodziec liczebnikowy wywo-
luje synteze i aktywacj¢ niedoktadnej (przyblizonej) reprezentacji danej liczby, to
umyst odnosi si¢ do danej liczebnosci jedynie w sposob wieloznaczny. W takiej sy-
tuacji mozliwy jest btad przy odnoszeniu si¢ do danej liczebno$ci. Na przyktad, jesli
spojrzymy na sytuacj¢ z rozmaitoscia pewnych obiektow (studentow na wykladzie),
to ta rozmaito$¢ jako liczebnik niesymboliczny wywoluje w naszym umysle synteze
i aktywacje niedoktadnej reprezentacji odpowiedniej liczebnosci. Niech bedzie to
reprezentacja liczby dziewie¢. Umyst odnosi si¢ do dziewigciorga studentow, choé
studentow jest jedenascioro. Wyrazajac jezykowo swoj akt odniesienia w takiej sytu-
acji, umysl uznaje stwierdzenie ,,Jest dziewigciu studentéw” za rownoznaczne stwier-
dzeniu ,,Jest okoto dziewigciu studentow”. Jesli reprezentacja danej liczby (liczeb-
no$ci) na umystowej osi liczb jest dokladna reprezentacja, to ma ona charakter
punktowy. Jesli za$ ta reprezentacja ma charakter aproksymacyjny (niedoktadny, ale
przyblizony), to ma charakter miejscowy.

Mechanizm punktowo-miejscowego reprezentowania liczb mozna przedstawi¢
jako strukture o postaci: <M, ..., Mi, N, <, 0, 1, S, &, ..., 8“, nadbudowana nad
dowolna struktura typu CASAN, gdzie M,, ..., M, stanowia umystowe osie liczbowe
charakteryzujace si¢ okreslonym stopniem doktadno$ci reprezentowania liczb (przy
czym im wyzszy jest indeks k, tym wyzszy jest stopien precyzji danej osi), N jest
przeliczalnym zbiorem punktow, < jest relacja porzadku w N, 1 stanowi wyr6ézniony
punkt nalezacy do zbioru N, S jest funkcja przyporzadkowujaca kazdemu punktowi
ze zbioru N zbiér jego otoczen, a &', ..., 8" sa funkcjami przyporzadkowujacymi
kazdemu punktowi wyrdznione otoczenie ze zbioru jego otoczen, traktowane jako
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reprezentacja danego liczebnika; przy czym kazda kolejna funkcja ciagu &, ..., &
shuzy reprezentowaniu liczb ze wzrastajacym stopniem doktadnos$ci. Funkcje ciagu
&', ..., 8" sa odpowiedzialne za synteze umystowych osi liczb od M, do M;. Wartosci
funkcji 8" sa whasnie elementami osi M.

Zdefiniujmy funkcje ¥, ktora przeksztatca akumulatorowe reprezentacje liczb
dowolnej struktury typu CASAN na punkty nalezace do zbioru N. Niech CASAN",
ktorej elementem jest akumulatorowa o$ 4, , bedzie dowolng ze struktur typu CA-
SAN.

(Df.¥)<)  (Vo, A, € CASAN")o e A,— (P(o) =i == 0(0))]
Zdefiniujmy wigc zbior punktéw N nastgpujacym aksjomatem:
(AP1) me N=(Jo, 4, € CASAN")[o € 4, A P (o) = m]

Latwo jest zauwazy¢, ze punkty nalezace do zbioru N stanowig krotnosci iteracji
operatora przedtuzania O zastosowanego do 0. Nastgpny aksjomat wprowadza do
zbioru N relacjg porzadku <.

(AP2) (Vn, m, CASAN)[ne NAme N—[n<m= 3o, B, 4)(0.€ 4;ABe
AinY(@)=n AYP)=m A a<P)]]

Latwo mozna udowodnié, iz porzadek < jest liniowy.

(T1) (Vn)[ne N> n<n]

(T2) (Vn,m)ne NAme N>m<mAam<n—n=m)

(T3) (Vn,m,[ne NAme NAate No>n<mam<t—>n<i)]
(T4) (Vn,m)lne NAme N> n<mvm<n)]

Zdefiniujmy w strukturze ,,< M,,..., M;, N, <, 0,1, S, 8° ..., &> dwa punkty:
(AP3) Y(0)=0

(AP4) Y(<0,P>)=1

0 jest pustym elementem w takim sensie, ze nie posiada jakiejkolwiek imple-
mentacji neuronalnej w moézgu. 1 jest wigec pierwszym elementem N z neuronalng
implementacja.

Zdefiniujmy za pomoca abstraktora lambda w zbiorze N funkcj¢ tworzenia prze-
dzialéw punktowych:

(Of. [...D [n,ml=(A) (m<tAt<m)

Przedzialem punktowym [n, m] jest zbiér takich punktéw, do ktérego naleza
punkty n i m oraz ktore sa poprzedzane przez punkt n oraz ktoére poprzedzaja punkt
m. Funkcje S definiujemy za pomoca pojecia rownolicznosci = w nastgpujacy sposob:
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(AP5) (Vn)[neN—Sn)=MAa) (Ft,m)(te NAme Nara=][t,m] Al[t, n]
=~ [n, m]]

Dany przedzial punktowy nalezy do zbioru otoczen punktu n wtedy, gdy lewa
strona danego przedziatu od punktu n jest rownoliczna z prawa strona danego prze-
dzialu od punktu n. Innymi stowy punkt » musi dzieli¢ na po6t dany przedziat, aby
moégt on by¢ okre$lony jako nalezacy do zbioru otoczen tego punktu. Latwo mozna
zauwazy¢, ze na kazdym zbiorze otoczen danego punktu daje sig¢ okresli¢ liniowy
porzadek wyznaczony przez relacj¢ zawierania zbioréw. Na przyktad na zbidr oto-
czen punktu 3 sktadaja si¢ nastepujace otoczenia: [3, 3], [2, 4], [1, 5] itd.

Funkcje 8’ nazwijmy bazowa funkcja selekcji. Funkcje 8’ definiujemy za pomo-
ca funkcji wyboru Max. elementu maksymalnego z uwagi na relacj¢ inkluzji z pew-
nego podzbioru zbioru otoczen danego punktu. Definicja jej jest nastgpujaca:

(AP6) (Vn) [n e N — 8" (n) = Max_ (Aa) (a € S(n) A Card(a) < Card|1, n])

Wyréznionym otoczeniem punktu n zgodnie z funkcja 8’ jest jego najwigksze —
z uwagi na relacjg zawierania — otoczenie, ktorego liczno$¢ jest mniejsza od prze-
dzialu [1, n]. Zgodnie z (AP6) funkcja selekcji przyporzadkowuje punktowi 3 oto-
czenie [3, 3], poniewaz licznosci pozostatych dwoch otoczen sa wyzsze lub réwne
licznosci przedziatu [1, 3]. Wartosci funkcji selekcji 8 stanowia reprezentacje liczb
na umystowej osi liczb M. Funkcje selekcji dziatajace z wigksza doktadno$cia moz-
na skonstruowac za pomoca funkcji obcinania przedziatow Cut zdefiniowanej nastg-
pujaco (za pomoca funkcji nastgpnika okreslonej na zbiorze N):

(Df. Seq) (Vn,m)[ne NAame N— [Seq(n) =m=EFo)(¥(o) =n A Y(O(n)) =
m)]]

(Df. Cut) (i) n = m — Cutln, m] = [n, m]; (ii)) n # m — Cut[Seq(n), Seq(m)] =
[n, m]; (iii)) n # 0 —>Cut[Seq(n), 0] = [n, 0]; (iv) n # 0 — Cut|0,
Seq(n)] =10, n]

Funkcja Cut skraca wige dany przedzial o t¢ sama jednostkowa dtugos$¢ po obu
jego stronach. Za pomoca funkcji Cut skonstruowa¢ mozna ciag funkcji selekcji taki,
ze kazda nastgpna funkcja selekcji doktadniej reprezentuje liczby. Wzrost doktadno-
$ci reprezentowania liczb wzrasta wraz ze wzrostem iteracji funkcji Cut. Niech wigc
Cut* bedzie k-ta iteracja funkcji Cut. Wowczas ciag &', &', ..., 8" stanowi ciag funkcji
selekcji o wzrastajacym stopniu dokladnosci. Definicja dowolnej funkcji selekcji
z tego ciagu wyglada nastgpujaco:

(AP7) (Vn, k#0) [n € N — 8(n) = Cul(Maxc (\a) (a € S(n) A Card(a) <
Card|1, n]))

Definicja umystowej osi liczb A4, o danym stopniu doktadnosci jako zbioru re-
prezentacji liczebnikéw wyglada tak:
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(AP8) ae My=@3n) §n)=a

Zgodnie z (AP8) na umystowa 0§ liczbowa M; sktadaja si¢ odcinki zbudowane
z pewnych wyréznionych otoczen punktow zgodnie z definicja funkcji selekcji 8.
Kazda funkcja selekcji skorelowana jest wige ze swoja umystowa osia liczb. Na po-
ziomie implementacyjnym, jesli punktom odpowiadaja zbiory neuronéw, to repre-
zentacjom liczb odpowiadaja zbiory zbior6w neuronow.

Struktury o postaci <M;, N, <, 0, 1, S, 8> dla 0 < i £ k stanowia podstruktury
struktury ksztattu <M,,..., My, N, <, 0, 1, S, &' ..., 8. Dokonujac na przyktad wyli-
czenia jakiego$§ zbioru obiektow, umyst uruchamia mechanizm odpowiadajacy okre-
$lonej podstrukturze struktury <M,,..., M, N, <, 0, 1, S, 8% .., 5. Wybor takiej
podstruktury jest wyznaczany przez oczekiwany stopien doktadnosci danego obli-
czenia. Jesli umyst oczekuje wysokiego stopnia precyzji, to umyst aktywuje mecha-
nizm obliczeniowy skoordynowany z funkcja selekcji 8 dla wystarczajaco wysokie-
go wskaznika k. Jesli za$ intencja obliczeniowa nie jest skierowana na wysoki sto-
pien doktadno$ci (ma to miejsce na przyktad podczas tzw. oszacowywania liczno$ci
,,ha 0ko”), to wowczas umyst bedzie aktywowat umystowa o$ liczb o niskim stopniu
precyzji k. Mechanizm reprezentacyjny uruchamiany przez umyst przy odniesieniu
liczebnikowym mozna wigc przedstawi¢ jako parg uporzadkowana zbudowana ze
struktury <M,,..., M, N, <, 0, 1, S, 8% ..., 8" oraz funkcji intencji doktadnos$ci obli-
czeniowej Q, ktdrej argumentami sa wskazniki precyzji, warto§ciami za$ odpowied-
nie struktury:

(Df. Q) Q()=<M, N, <,0,1,S, 5>

Dokonujac aktu odniesienia liczebnikowego, umyst aktywuje intencj¢ doktadno-
$ci obliczeniowej €2, ktora ze zbioru podstruktur struktury <M,,..., My, N, <, 0, 1, S,
&%, ..., 8"> wybiera pewna szczeg6lna podstrukture, odpowiedzialna za syntezg umy-
stowej osi liczb o odpowiednim stopniu precyz;ji.

Warto zauwazy¢, ze dla funkcji selekcji 8" umystowa 0§ liczbowa ma doktadne,
punktowe reprezentacje trzech pierwszych liczebnikow: jeden, dwa oraz trzy. Ozna-
czaloby to, ze zaden umyst, ktory dokonuje obliczen enumeracyjnych, nie jest w sta-
nie pomyli¢ sig, liczac do trzech. Innymi stowy umiejetnosé bezbtednego liczenia do
trzech jest apriorycznym warunkiem umiejgtnosci przeliczania oraz szacowania n-li-
czebnosci. Postugujac sie funkcja selekcji 8, umyst moze popetniaé pomytki dopiero
wtedy, gdy dokonuje enumeracji liczno$ci wyzszej niz liczba kardynalna trzy. W tym
wypadku dziecko moze pomyli¢ cztery obiekty z trzema obiektami lub pigcioma
obiektami. Ale nie moze pomyli¢ dwoch obiektéw z jednym obiektem, a trzech —
z dwoma. Jesli nawet ,,na oko” widzimy trzy osoby, to widzimy je doktadnie; ozna-
cza to, ze powiedzenie ,,Widzg okoto trzech osob” jest niedorzeczne. Zdolnos$¢ do-
ktadnego roznicowania liczebno$ci wtasnie do trzech elementoéw (ale nie wigcej) ob-
serwowalna jest juz u niemowlat (Feigenson, Carey 2003; Feigenson, Carey, Hauser
2002), w tym u noworodkéw (Antell, Keating 1983); wicksze liczebnosci niemow-
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leta rozpoznaja zas§ w przyblizeniu (Xu, Spelke 2000, Lipton, Spelke 2003), co
wskazywatoby na pierwotny charakter osi M. Nasz model dopuszcza wigc funkcjo-
nowanie mechanizmu uwagi ukierunkowanej na przedmiot w procesach obliczania
liczebnosci od jeden do trzech. Poniewaz taka zdolno$¢ jest powiazana z bazowa
osia M), system uwagi ukierunkowanej, nazywany w koncepcji Carey mechanizmem
,paralelnej indywiduacji” (Le Corre, Carey 2007), musi by¢ traktowany jako system
dominujacy w procesach przetwarzania ,,matych liczebno$ci™>.

Zgodnie z naszym modelem rozwdj kompetencji obliczeniowych umystu jest
skorelowany ze zdolno$cia do tworzenia mechanizmu selekcyjnego & o odpowied-
nio wysokim indeksie k. W wypadku postugiwania si¢ funkcja &' umyst koduje
punktowo liczebnosci w przedziale od jeden do czterech. Oznacza to, ze taki umyst
podczas oszacowywania percepcyjnie dostgpnych rozmaito$ci elementdéw nigdy nie
pomyli liczebnosci cztery z liczebnoscia nizsza, gdyz o$ A4, jest zbudowana z nastg-
pujacych reprezentacji: [1, 1], [2, 2], [3, 31, [4, 4], [5, 51, [S, 71, [6, 8] itd. Ten sposob
kodowania mozna zaobserwowa¢ w eksperymentach u o0s6b dorostych (Tryck,
Pylyshyn 1994), a takze u niektorych gatunkéw zwierzat (Hauser, Carey 2003). Re-
prezentacja liczebnosci siedem na osi A4; jest przedziatl punktowy [6, 8]. Oszacujac
licznos¢ siedmioelementowej rozmaitosci, umyst jest w stanie pomyli¢ te licznosé
z liczno$ciami w przedziale od szesciu do osmiu. Nigdy natomiast nie powinien po-
myli¢ liczno$ci siedem z liczno$ciami piec, cztery i mniejszymi. Oznacza to, ze kiedy
,,ha oko” spostrzega siedmioelementowa rozmaito$¢, nigdy nie wyda sadu, ze widzi
cztery obiekty. Rozwinigcie kompetencji obliczeniowych do poziomu doktadnosci
wyznaczonego przez funkcje selekcji 8 gwarantuje, ze umyst nigdy nie pomyli licz-
nosci jedenascie z licznosciami nizszymi. Dla kazdego & istnieje liczebnos¢, ktorej
umyst nigdy nie pomyli z liczebnoS$cia od niej nizsza.

Nasz model funkcjonowania umystowej osi liczb ma wiele zalet. Jedna z nich
jest to, ze wyjasnia zjawisko sawantyzmu obliczeniowego przejawiajacego si¢
w umiejetnoscei ,,fotograficznego zliczania” wysokich liczebnosci réznego typu roz-
maito$ci (kropek na ekranie, ludzi w kolejce czy cukierkéw w misce). Umysl, ktory
potrafi w mgnieniu oka bezbtednie obliczy¢ liczbe 15 kropek na ekranie, bedzie cha-
rakteryzowal si¢ tym, ze jego mechanizm obliczeniowy jest w stanie pracowaé, wy-
korzystujac funkcje selekeji 8" o wysokim stopniu doktadnosci (czyli dla wystarcza-
jaco wysokiego wskaznika k). Model pozwala réwniez wyjasni¢ teori¢ nabywania
liczebnikow zaproponowana w (Carey 2004, Le Corre, Carey 2007). Zgodnie z ta
koncepcja umyst dziecka w procesie nabywania kompetencji obliczeniowej nie po-
shuguje si¢ tak zwang analogowa (akumulatorowa) umystowa osia liczbowa, lecz
mechanizmem paralelnej indywiduacji. W mysl podstawowego zatozeniem tej kon-

% Zwolennicy koncepcji Carey podkreslaja, ze system paralelnej indywiduacii nie jest w zaden
sposob powiazany z systemami umystowych osi liczbowych. Nasz model wyjasnia rowniez i ten
aspekt. O$ liczbowa M), obcigta do pierwszych trzech reprezentacji, stanowi zbior trzech odrgbnych
punktow, ktére moga funkcjonowac jako znaczniki przedmiotéw rozpoznawanych w polu uwagi.
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cepcji dziecko posiada zdolno$¢ do tworzenia umystowych modeli rozmaitosci skta-
dajacych si¢ z kilku elementow (na przyktad punktéw, kropek, przedmiotow, obraz-
koéw itp.). Mozliwe jest to dzigki mechanizmowi przypisywania tzw. znacznikow
uwagowych kazdemu elementowi z osobna, co umozliwia réwnoczesne $ledzenie
wszystkich oznaczonych w ten sposob przedmiotow. Taka paralelna indywiduacja
ma jednak swoje ograniczenia: umyst w tym samym czasie jest w stanie przypisac
znaczniki jedynie 1-4 elementom. Utworzone w ten sposob modele reprezentujace
od 1 do 4 indywiduéw sa nastgpnie asocjacyjnie wigzane w sposob jedno-
jednoznaczny z jezykowymi reprezentacjami pierwszych czterech liczebnikéw. Pro-
ces ten ma charakter stopniowy: umyst najpierw uczy si¢ znaczenia liczebnika jeden,
potem dwa az do liczebnika cztery przez kodowanie doktadnych reprezentacji liczb
w przedziale [1, 4] i kojarzenie ich z odpowiednimi jezykowymi reprezentacjami li-
czebnikow. Na przyktad spostrzezenie dwoch przedmiotow (psow czy kotow) wy-
wotuje w pamigci dlugoterminowej zakodowanie reprezentacji zbioru dwuelemen-
towego. Nastgpnie umyst uczy si¢ jedno-jednoznacznego zwiazania j¢zykowej re-
prezentacji liczebnika symbolicznego dwa z niesymboliczna reprezentacja zbioru
dwoch indywiduow. W ten sposob ilekro¢ umyst doswiadcza dwuelementowej roz-
maito$ci przedmiotdéw, tylekro¢ jest w stanie sformulowaé bezbl¢dna odpowiedz
w swoich zadaniach obliczeniowych.

Koncepcja ta zaktada wigc, ze umyst ,,czyta” (subityzuje) liczebnosci od jeden
do czterech w doswiadczanym $rodowisku. Nasz model przewiduje wlasnie taka sy-
tuacje. Jesli umyst poshuguje si¢ umystowa osig liczbowa o stopniu doktadnosci wy-
znaczonym przez funkcje selekcji &', czyli osia M, to reprezentacje pierwszych czte-
rech liczebnikdw majq charakter punktowy na tej osi. W zwiazku z tym, poshugujac
si¢ osia M;, umyst nie jest w stanie pomyli¢ liczebnosci cztery z liczebno$ciami niz-
szymi (zawsze je odrozni). Nalezy dodaé, ze nasz model — w przeciwienstwie do
koncepcji paralelnej indywiduacji — nie kwestionuje istnienia umystowej osi liczb
jako ,,rdzennego zrédta” nabywania przez umyst arytmetycznych zdolnosci w po6z-
niejszych fazach rozwoju regulowanych wiedza arytmetyczna. Ponadto nasz model
wyodrebnia pierwotna umystowa o$ liczbowa M. Jedynie pierwsze trzy liczebniki
posiadaja na tej osi punktowa reprezentacje. Oznaczaloby to, ze umyst ludzki ,,0od
urodzenia” jest nastawiony na wykrywanie pojedynczych przedmiotdéw, par przed-
miotow oraz trdjek przedmiotow, czyli niesymbolicznych liczebnikow jeden, dwa
oraz trzy. Badania nad umiej¢tno$ciami obliczeniowymi niemowlat potwierdzaja, ze
potrafia one zmienia¢ swoje reakcje, kiedy przedstawia si¢ im jednoelementowe,
dwuelementowe oraz trojelementowe bodzce liczbowe.

Funkcjonowanie opisanego modelu umystowej osi liczbowej mozna przedstawic¢
za pomoca nastepujacego przyktadu: Ja§ pragnie przypomnie¢ sobie, ile osob
w przyblizeniu czekato na peronie na przyjazd pociagu. Aby rozwiazaé to zadanie,
jego umyst musi przedstawic¢ sobie przypominang sytuacje. Jej umystowe przedsta-
wienie oraz problem poznawczy, ktéry umyst Jasia chce rozwiazaé, powoduje akty-
wacje mechanizmu syntezy umystowej osi liczb. W ten sposoéb umyst aktywuje me-
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chanizm formalny opisany struktura <M,,..., M}, N, <, 0, 1, S, 8, e 8> w nastep-
nej fazie umyst musi aktywowa¢ odpowiednia podstrukture skorelowana z poziomem
doktadnosci przystugujacym szacowaniu licznosci obiektéw zliczanych w umysto-
wym przedstawieniu sytuacji. Poniewaz intencja obliczeniowa Q umystu Jasia wy-
znacza tak zwany przyblizony stopien doktadno$ci obliczenia, umyst Jasia aktywuje
podstrukture o poziomie precyzji skorelowanym — zatézmy — z funkcja selekcji &’
W umysle Jasia aktywuje si¢ wigc mechanizm syntezy umystowej osi liczb o stopniu
doktadnos$ci wyznaczonym przez €(3), czyli aktywuje si¢ podstruktura o postaci
<M;, N, <,0,1, S, 8>,

Poniewaz w omawianej sytuacji liczno$¢ ludzi na peronie wynosita okoto dzie-
sigciu 0sob, umyst Jasia aktywuje (syntetyzuje) na umystowej osi liczb M; repre-
zentacje liczby dziesie¢. Aktywacja (synteza) tej reprezentacji wymaga od umystu
znalezienia na osi liczb odpowiedniego odcinka, ktérego $rodkiem w tym wypadku
jest dziesiaty punkt zbioru N. Umyst Jasia musi wigc dokona¢ aktywacji tego punktu.
Aktywujac mechanizm liniowego porzadkowania punktéw za pomoca relacji <,
umyst oblicza pozycje odpowiedniego punktu jako dziesiata. Ten proces moze prze-
biega¢ zgodnie z mechanizmem akumulatorowym kodowania liczebnika dziesiec.
Oznaczatoby to, ze aktywacja dziesiatego punktu pociaga za soba aktywacje wszyst-
kich punktow poprzedzajacych dany punkt. Na podstawie aktywacji tego typu repre-
zentacji umyst Jasia mogtby wydaé osad, ze liczba osob na peronie wynosila dziesigé
(poniewaz kazdej osobie w przedstawieniu odpowiadalaby reprezentacja polegajaca
na aktywacji pojedynczego punktu na osi uporzadkowanych punktéw). Oznaczatoby
to, ze Jas ma doktadne przedstawienie sytuacji, czyli takie, ze jego umyst moze do-
kona¢ enumeracji zliczanych obiektow.

Ja$ nie wydaje jednak takiego osadu, poniewaz zapamigtany przez niego obraz
peronu z ludzmi nie jest wyrazny; stwierdza, ze na peronie bylo obecnych okofo
dziesieciu 0so6b. Reprezentacja akumulatorowa liczby dziesiec jest przez umyst Jasia
przeksztatcana, z powodu nieenumerowalno$ci wszystkich obiektoéw w przedstawie-
niu, w reprezentacj¢ miejscowa tej liczby o stopniu doktadno$ci wyznaczonym przez
funkcje & (przedstawienie Jasia nie zostalo zapamigtane wyraznie, poniewaz jego
uwaga nie byla wystarczajaco silna, aby obraz percepcyjny zapamigta¢ w ten spo-
sob). Mechanizm funkcjonowania tego operatora wymusza symetryczna aktywacje
punktéw po obu stronach dziesiatego punktu umystowej osi liczb. Liczba wszystkich
aktywowanych w ten sposob punktéw musi by¢ mniejsza od liczby dziesie¢; w ten
sposob umyst zmniejsza obciazenie aktywacyjne systemu reprezentacji liczbowe;j
w stosunku do obciazenia aktywacyjnego przy akumulatorowym kodowaniu liczby
dziesie¢. Aktywuje si¢ wigc odcinek [6, 14]. Zgodnie z mechanizmem programuja-
cym proces kodowania, skorelowanym z funkcja & (w tym wypadku zgodnie z me-
chanizmem skorelowanym z funkcja Cur’), kolejna faza jest dezaktywowanie po obu
stronach odcinka [6, 14] trzech punktow. W ten sposob umyst aktywuje odcinek [9,
11], ktoéry jest reprezentacja liczby dziesie¢ o stopniu dokladnosci wyznaczonym
przez funkcje &
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Nastegpnie umyst aktywuje jezykowa reprezentacje liczebnika okolo dziesieciu
z powodu jej asocjacyjnego zwiazku z reprezentacja [9, 11], co umozliwia mu sfor-
mulowanie okre§lonej wypowiedzi. Na podstawie analizy funkcjonowania naszego
modelu mozna wyciagna¢ wniosek, ze procesy reprezentowania miejscowego liczb,
czyli procesy syntezy i aktywacji ich reprezentacji na umystowej osi liczb zgodnie
z mechanizmem reprezentowania punktowo-miejscowego, sa nadbudowane nad pro-
cesami kodowania analogowego (czyli sumacyjno-akumulatorowego) liczb. Oznacza
to, ze umyst najpierw musi analogowo zakodowac np. liczbe dziewigé, a nastgpnie
jej akumulatorowa reprezentacje przeksztalci¢ w reprezentacje punktowo-miejscowa.
Badania pokazuja, ze podczas przetwarzania liczebnos$ci zbioréw rzeczywiscie akty-
wuja si¢ obie grupy neurondéw — akumulatorowych i liczbowo selektywnych (Santens,
Roggeman, Fias, Verguts 2010, Roggeman, Santens, Fias, Verguts 2011), przy czym
aktywacja tych pierwszych nastgpuje we wczesniejszej fazie przetwarzania bodzca
(Roitman, Brannon, Platt 2007), prawdopodobnie pobudzajac nastgpnie sie¢ neuro-
néw selektywnych liczbowo. Taki porzadek przewidywany jest takze przez dwa inne
modele przetwarzania liczb — model Dehaene’a i Changeux (1993) oraz Vergutsa
i Fiasa (2004).

Wylania si¢ wigc nastgpujacy problem: dlaczego umyst nie konczy procesu repre-
zentowania liczby na fazie kodowania akumulatorowego? W jakim celu umyst prze-
ksztatca reprezentacj¢ akumulatorowa liczby na reprezentacje punktowo-miejscowa
tej samej liczby? W naszym modelu umyst wykonuje niejako podwojna prace; dwa
razy realizuje ten sam cel; dwukrotnie syntetyzuje reprezentacj¢ liczby, lecz dwiema
roznymi metodami. Odpowiedz na te pytania wymaga zwrdcenia uwagi na to, ze
w mechanizmie kodowania akumulatorowego zakodowanie dowolnej liczby n wy-
maga aktywacji co najmniej » neurondéw, podczas gdy reprezentowanie punktowo-
miejscowe wymaga aktywacji mniejszej liczby neuronéw. Co wigcej, w miarg wzro-
stu stopnia precyzji tego sposobu reprezentowania, wyznaczanego przez funkcje 8
(wyznaczang przez intencj¢ doktadnos$ci obliczenia Q), liczba aktywowanych neuro-
néw potrzebnych do zakodowania danej liczby si¢ zmniejsza. Zakonczenie procesu
kodowania liczby zliczanych obiektéw w danej sytuacji na fazie kodowania akumu-
latorowego skutkowatoby utrzymywaniem si¢ w pamigci umystu asocjacji o postaci
<oun), N(n)>, gdzie o(n) jest struktura neuronalng kodujaca reprezentacjg sytuacji
z obliczanymi w niej 7 obiektami, N(n) stanowi odcinek o dlugosci n aktywnych neuro-
néw na akumulatorowej umystowej osi liczb. W fazie przeksztalcenia reprezentacji
liczby syntetyzowanej akumulatorowo na reprezentacjg syntetyzowang punktowo-miej-
scowo asocjacja <oun), N(n)> jest przeksztalcana w asocjacje o postaci <oun), N(k)>,
gdzie N(k) stanowi odcinek o dlugos$ci £ neurondw na umystowej osi liczb syntety-
zowanej zgodnie z mechanizmem punktowo-miejscowym; przy czym N(k) < N(n).

Przy kodowaniu punktowo-miejscowym umyst wykorzystuje do zapisu liczebnosci
obiektow wystepujacych w danej sytuacji mniejsza liczbe neurondéw niz w wypadku
kodowania akumulatorowego (sumacyjnego). Im wigksza jest liczba zliczanych
obiektow w sytuacji, tym wyzszy jest ,,zysk” w postaci wykorzystania mniejszej
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liczby neuronéw w pamigci do zapisu informacji obliczeniowej. W wypadku matych
liczebnos$ci umyst powinien konczy¢ pracg ich kodowania na fazie akumulatorowej,
poniewaz ,,zysk” otrzymany w wyniku przeksztalcenia reprezentacji matlej liczby
wedlug mechanizmu akumulatorowego na reprezentacje tej samej liczby wedlug me-
chanizmu punktowo-miejscowego jest zbyt maly. Innymi stowy mechanizm imple-
mentacyjny reprezentacji liczb wymusza przeksztatcanie reprezentacji akumulatoro-
wych w reprezentacje punktowo-miejscowe liczb.

Postugujac si¢ metafora internetowa, mozna kodowanie akumulatorowe okresli¢
jako kodowanie online, podczas gdy punktowo-miejscowy sposob syntezy repre-
zentacji — jako offline. Oznacza to, ze umyst uzywa mechanizmu kodowania aku-
mulatorowego przy ocenianiu licznosci obiektow wystepujacych w sytuacjach per-
cepcyjnie dostgpnych. Natomiast mechanizm punktowo-miejscowego reprezentowa-
nia liczb uruchamia si¢ wowczas, gdy umyst jest nastawiony na przeniesienie infor-
macji liczbowej — uzyskanej w wyniku oddzialywania niesymbolicznego bodzca
liczebnikowego — do pamigci. Uzywajac jezyka fenomenologéw, mozna powie-
dzie¢, ze jezeli intencja retencyjna jest wystarczajaco silna (intencja utrzymania in-
formacji liczbowej w $wiadomosci), to wowczas wymusza przeksztalcenie repre-
zentacji akumulatorowej liczby na jej reprezentacj¢ punktowo-miejscowa z uwagi na
okreslony stopien doktadnosci obliczeniowe;.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze proces ten znajduje empiryczne potwierdzenie je-
dynie wtedy, gdy bodzcami sa zbiory elementow. W wypadku przetwarzania liczeb-
nikow cyfrowych szlak prowadzacy do neuronéw kodujacych miejscowo czgsciej
przebiega z pominigciem etapu neuronalnej akumulacji (Santens, Roggeman, Fias,
Verguts 2010). Co wigcej, efekt torowania w wypadku liczebnikéw cyfrowych —
w przeciwienstwie do licznosci zbiord6w — zachodzi zgodnie z zasadami kodowania
miejscowego, nie za§ akumulatorowego (Roggeman, Verguts, Fias 2007). Mozna
wigc przypuszczad, ze procesy kodowania liczebnikow cyfrowych i licznosci zbio-
rOw roznia si¢ rodzajem mechanizmu, ktory posredniczy w przekazaniu informacji
do pamigci. W wypadku przetwarzania liczebnikoéw cyfrowych takim waznym ogni-
wem posredniczacym jest prawdopodobnie etap analizy cech percepcyjnych bodzca,
ktéra pozwala na jego rozpoznanie (dopasowanie do wzorca — ukladu ksztattow
przechowywanego w LTM). Jako ze liczebno$ci zbioré6w nie mozna rozpoznaé po
wygladzie ani uktadzie elementéw, niezbedne sa procesy ,,zliczania” aktywacji z po-
szczegblnych obiektow, ktorych suma moze by¢ nast¢pnie zakodowana w pamigci
jako warto$¢ liczbowa, co z kolei, z uwagi na mechanizm zysku aktywacyjnego, uru-
chamia przeksztatcenie zapisu sumacyjnego (akumulatorowego) w zapis punktowo-
miejscowy.

Nasz model formalny wyjasnia tez asymetri¢ w wykorzystaniu obu mechani-
zmow reprezentowania liczb polegajaca na tym, ze w wypadku kodowania niesym-
bolicznego bodzca liczbowego umyst uruchamia zar6wno mechanizm kodowania
akumulatorowego, jak i miejscowego, podczas gdy w wypadku dekodowania liczeb-
nikoéw cyfrowych, a wigc symbolicznych bodzcow liczebnikowych, umyst urucha-
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mia jedynie mechanizm kodowania miejscowego. Reagujac na bodziec cyfrowy,
umyst aktywuje jego reprezentacje jezykowa, ktéra jest powiazana z odpowiednig
reprezentacja liczby. Aktywacja tej pierwszej wywoluje aktywacje tej drugiej, ktora
w tym wypadku jest odcinkiem lub punktem — w zalezno$ci od stopnia doktadno$ci
wyznaczonego przez funkcje 8° — na umystowej osi liczbowej zsyntetyzowanej we-
dhug punktowo-miejscowego mechanizmu reprezentowania liczb.

Oznacza to, ze postugiwanie si¢ cyframi ze zrozumieniem wymaga, aby w umy-
s$le byly wczesdniej zakodowane reprezentacje liczb, do ktérych umyst odnosi sig
podczas przetwarzania ze zrozumieniem rozmaitych liczebnikéw cyfrowych. A po-
niewaz reprezentacje te tworza strukturg¢ w postaci osi liczb, procesy przetwarzania
liczebnikow cyfrowych sa w istocie procesami ich dekodowania. Innymi stowy de-
kodowanie liczebnikow cyfrowych wymaga aktywacji zsyntetyzowanych i zakodo-
wanych wcze$niej w umysle reprezentacji liczb, a kodowanie liczebnosci, bgdace
sktadnikiem procesdéw ich postrzegania, wymaga syntezy takich reprezentacji w celu
ich skojarzenia z okre§lonymi reprezentacjami sytuacji, na przyktad przechowywa-
nymi w LTM. W wypadku kodowania akumulatorowego synteza jezykowej repre-
zentacji liczebnika symbolicznego (liczebnika cyfrowego lub leksemu liczebnikowe-
go) stanowi cel kodowania umystu (aby rozwiazaé zadanie zliczenia obiektéw w da-
nej sytuacji percepcyjnej lub przedstawionej). Natomiast w wypadku dekodowania
aktywacja reprezentacji liczebnika symbolicznego stanowi punkt wyjscia. Innymi
stowy kodowanie akumulatorowe ujawnia si¢ w procesach nabywania reprezentacji
liczebnosci jako poczatkowa faza tych procesdéw, a punktowo-miejscowe reprezen-
towanie liczebnosci ujawnia si¢ w procesach magazynowania (zapisywania) w umy-
$le reprezentacji liczb oraz dekodowania jezykowych reprezentacji liczebnikowych.

5. SKALOWANIE UMYSLOWEJ OSI LICZB

Jak juz wspomniano, w pewnych zadaniach, np. podczas poréwnywania wielko$ci
liczebnikow, czas reakcji i liczba bledow wzrastaja wraz z warto§ciami porownywa-
nych liczb, a spadaja wraz ze zwigkszajaca si¢ réznica migdzy nimi (Moyer, Landauer
1967). Pierwsze zjawisko nazywane jest efektem wielkosci (the size effect), drugie za$
efektem odleglosci (the distance effect). Zachodzi miedzy nimi nastgpujaca zalez-
no$¢: gdy zwigkszamy warto$ci liczbowe, musimy zwigkszy¢ takze odlegto§¢ mig-
dzy nimi, aby zachowac staly czas reakcji. W zwiazku z tym mozemy stwierdzi¢, ze
sprawno$¢ wykonania takiego zadania uzalezniona jest od proporcji migdzy liczba-
mi. Eksperymenty pokazuja, ze 2 i 4 pordwnywane sa szybciej, gdyz proporcja mig-
dzy nimi wynosi 1:2, a 6 i 8 wolniej, poniewaz proporcja miedzy nimi wynosi 3:4.
Taka zalezno$¢ czasow reakcji przy porownywaniu cyfr od ich proporcji opisywana
jest przez znane w psychofizyce prawo Webera-Fechnera, zgodnie z ktorym postrze-
gana wielko$¢ bodzca wzrasta w sposob logarytmiczny w stosunku do obiektywnej
warto$ci bodzca. Gdyby umystowa 0§ liczbowa byta wyskalowana w sposob liniowy
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— to znaczy w taki sposob, ze kazda liczba jest oddalona od swojego poprzednika
o t¢ sama odlegtos¢ — prawo Webera-Fechnera nie zachodzitoby. Dla przyktadu, na
skali liniowej roznica migdzy 2 i 4 jest taka sama jak réznica miedzy 6 i 8, a wigc
czasy reakcji potrzebne do wybrania wigkszej wartosci sa w obu parach takie same.
Na skali logarytmicznej odlegtosci migdzy kolejnymi liczbami maleja wraz ze wzro-
stem wartosci, tak ze odleglo$¢ migdzy 6 i 8 jest mniejsza niz migdzy 2 i 4, co po-
woduje wzrost czasé6w reakcji w pierwszym przypadku.

Inne badania wskazuja, ze w wielu sytuacjach umyst postuguje si¢ takze liniowa
reprezentacja liczby. Rozwazmy zadanie polegajace na szacowaniu potozenia liczby
na osi (number line estimation; number-to-position, Siegler, Opfer 2003). Przypusc¢-
my, ze na ekranie pokazywany jest odcinek o koncach oznaczonych cyfra 0 z lewej
strony oraz liczebnikiem cyfrowym 100 z prawej strony. Odcinek ten stanowi okre-
$lona czgs¢ osi liczbowej, ale bez widocznej podzialki. Nad odcinkiem wyswietlany
jest dowolny liczebnik cyfrowy z prezentowanego przedzialu. Zadaniem osoby ba-
danej jest wskazanie potozenia liczby, do ktdérej odnosi si¢ dany zapis cyfrowy na
oznaczonym odcinku. Po odpowiedniej liczbie prob jestesmy w stanie odtworzy¢
sposob, w jaki osoby badane oszacowuja rozmieszczenie kolejnych warto$ci na osi.
Zeby szacowanie bylo doktadne, wartosci oszacowane powinny wzrastaé w sposob
liniowy wraz z warto$ciami rzeczywistymi, np. odleglto$¢ liczby 50 od punktu 0 po-
winna stanowi¢ dwukrotno$¢ odleglosci liczby 25 od punktu 0. Takie skalowanie
opisywane przez funkcje¢ liniowa obserwuje si¢ najczesciej u 0oséb dorostych.

Sposob wykonania zadania przez dzieci na poczatkowym etapie edukacji rézni
si¢ jednak znaczaco od przewidywan modelu liniowego. Na dziecigcej osi wartos¢
50 nie jest dwukrotnoscia 25, gdyz zalezno$ci migdzy warto$ciami oszacowanymi
i rzeczywistymi opisuje juz nie funkcja liniowa, lecz logarytmiczna. Méwiac obra-
zowo, dzieci poswigcaja wigcej miejsca na osi mniejszym liczbom, wskutek czego
odstgpy miedzy kolejnymi liczbami zmniejszaja si¢ wraz ze wzrostem warto$ci
owych liczb. Na przyktad réznica migdzy 0 i 25 bedzie wigksza niz réznica migdzy
25 1 50. Badania pokazuja, ze w toku rozwoju nastgpuje przejécie od logarytmiczne;j
do liniowej reprezentacji liczby (Siegler, Opfer 2003, Siegler, Booth 2004, Booth
Siegler 2006, Berteletti, Lucangeli, Piazza, Dehaene, Zorzi 2010). Niektorzy badacze
(np. Siegler, Opfer 2003) przekonuja, ze zmiana ta ma charakter stopniowy: to samo
dziecko w okreslonym momencie rozwojowym moze poshugiwac si¢ wieloma repre-
zentacjami osiowymi, wyskalowanymi w r6zny sposob. Uaktywnienie konkretnej osi
uwarunkowane jest kontekstem sytuacyjnym, na ktory sklada si¢ przede wszystkim
znajomos¢ danego zakresu liczbowego. Dzieci w wieku 8 lat moga szacowaé poto-
zenie tych samych liczb w sposob logarytmiczny, jezeli widza odcinek o koncach
0-1000, a w sposob liniowy, jesli widza odcinek o koncach 0-100 (Siegler, Booth
2004). Podobnie zachowuja si¢ dzieci pigcioletnie, u ktorych o$ liniowa aktywowana
jest jedynie przy pokazywaniu przedzialu 0-10, ale juz nie przy przedziale 0-20
(Berteletti, Lucangeli, Piazza, Dehaene, Zorzi 2010). Zgodnie z hipoteza wieloosio-
wej reprezentacji dziecko uaktywnia w danym momencie tg o$, ktdora jest najbardziej
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odpowiednia do wykonania zadania. Jesli dany zakres liczbowy jest dziecku znany,
najodpowiedniejsza reprezentacja bedzie o$ liniowa, ktora zapewnia najdoktadnie;j-
sze oszacowanie.

W najnowszych badaniach nad skalowaniem umystowej osi liczb (Barth, Paladi-
no, 2011, Cohen, Blanc-Goldhammer 2011) prébuje si¢ jednak kwestionowac istnie-
nie mechanizmu skalowania logarytmicznego. Wskazuje si¢, ze zadania ekspery-
mentalne dotyczace znalezienia miejsca dla danej liczby na osi liczbowej maja cha-
rakter zadan na oszacowanie proporcji zachodzacej migdzy czgscia osi liczbowej
a jej caloscia. Oznacza to, ze na przyktad lokalizacja liczby frzy na osi od zera do
dziesieciu wymaga podziatu osi na trzy czgsci; dopiero wowczas badana osoba moze
wykona¢ takie zadanie. Wymienieni autorzy uwazaja, ze umyst skaluje umystowa o$
liczbowa za pomoca potggowych modeli skonstruowanych nad funkcjami wyktadni-
czymi Stevensa o postaci F(n) = Kn?, gdzie F(n) stanowi warto$¢ subiektywnej lo-
kalizacji liczby n na umystowej osi liczbowej, K jest stala dostosowana do zadania
eksperymentalnego, a f stanowi parametr swoisty dla okre$lonego umyshu. Jesli S
wynosi 1, to funkcja Stevensa staje si¢ funkcja liniowa. Jezeli S jest wigksze od 1, to
warto$ci funkcji Stevensa ujawniaja subiektywne przeszacowanie warto$ci bodzca.
W wypadku £ mniejszego od 1 warto$ci tej funkcji ujawniaja subiektywne niedosza-
cowanie wartosci bodzca.

Pierwsze modele skonstruowane za pomoca funkcji Stevensa opracowal Spence
(1990) dla postrzegania wartosci pol czy tez powierzchni (w zadaniach polegajacych
na podziale na czg$ci catosci ptaskich figur geometrycznych). Wyrdznia si¢ trzy typy
tych modeli: jednocykliczne, dwucykliczne i wielocykliczne. W modelu jednocy-
klicznym dwie funkcje Stevensa opisuja mechanizm skalowania: umyst kazda o$
skaluje w taki sposob, ze wyrdznia na niej trzy punkty w sposob doktadny: poczatek,
$rodek i koniec. Pierwsza funkcja Stevensa przeszacowuje wartosci dla wartosci licz-
bowych w przedziale <poczatek, srodek> (wowczas S jest wigksze od jeden), a dru-
ga funkcja nie doszacowuje wartosci liczbowych w przedziale <$rodek, koniec>
(wowczas [ jest mniejsze od jeden). Model jednocykliczny Spence’a sprawdza si¢
w wypadku niektorych oséb badanych. Model dwucykliczny jest opisywany przez
cztery funkcje Stevensa i wyznacza na kazdej umystowe;j osi liczbowej pie¢ krytycz-
nych punktdéw, ktére stanowia adekwatne oszacowanie warto$ci bodzcow liczbo-
wych na osi: poczatek, srodek, koniec oraz srodek w przedziale <poczatek, Srodek>
i $rodek w przedziale <$rodek, koniec>. Model dwucykliczny stanowi fraktalizacje
modelu jednocyklicznego Spence’a — w tym sensie, ze po ustaleniu srodkowego
punktu na osi umyst ustala srodkowe punkty na odcinkach otrzymanych w wyniku
pierwszego ustalenia®.

* Przytoczone wyniki eksperymentalne mozna jednak zinterpretowaé tak, by nie kwestionowaty
skalowania logarytmicznego umystowej osi liczb. Skoro przed wykonaniem zadania eksperymen-
tator ustala srodek odcinka, to uczestnicy eksperymentéw musieli wykona¢ zadanie dotyczace po-
dziatu odcinka. Co wigcej, kazda kolejna proba lokalizacji liczby na odcinku zaktada juz ustalenie
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W ten sposoéb w wyniku kolejnych fraktalizacji mozna stworzy¢ modele wielo-
cykliczne. Wszystkie one maja jednak charakter nieliniowy i dla pewnych wartos$ci
stalej B, w pewnych przedziatach warto$ci szacowanego bodZca, przebieg funkcji
Stevensa upodobnia si¢ do przebiegu funkcji logarytmicznej. W modelu Cohena
i Blanc-Goldhammera (2011) efekt nieliniowosci jest wyjasniany dwoma parametra-
mi — wariancja oszacowania potozenia liczby oraz postrzegana odlegloscia migdzy
,Srodkami” liczb. Wedlug badaczy reprezentacja liczby na umystowej osi liczb jest
konstrukcja zbudowana z jej wzglednego miejsca punktowego oraz $redniej zmien-
no$ci (wariancji) jej umiejscawiania przez umyst w badaniu eksperymentalnym.
Zgodnie z terminologia wprowadzona w poprzednim rozdziale reprezentacje liczby
na osi mozna przedstawic¢ jako parg <n, §,>, gdzie n stanowi jej miejsce punktowe,
a 9, jest srednig wariancja z eksperymentalnych oszacowan liczby n. Wraz ze wzro-
stem 7 wariancja 9, rowniez rosnie jako stata proporcja dla wszystkich liczb wigk-
szych od pieciu (J,/n = const).

W koncepcji Cohena i Blanc-Goldhammera wraz ze wzrostem liczb postrzegana
odleglos$¢ migdzy kolejnymi liczbami ros$nie (odleglo$¢ ta jest rozumiana jako odle-
glos¢ migdzy srodkami reprezentacji liczb na osi); wzrost tej odlegtosci jest opisy-
wany jako funkcja potggowa o wykltadniku wigkszym niz jeden. Wniosek ten jest
sprzeczny z dotychczasowymi badaniami oraz koncepcjami, ktore stwierdzaja, ze
efekt jest odwrotny — wraz ze wzrostem wartosci liczbowej postrzegana odleglosé
migdzy nimi maleje. Jednak autorzy wprowadzaja jeszcze dodatkowy parametr —
roéznice migdzy reprezentacjami liczb. Parametr ten ma mierzy¢ tatwos$¢ odrdzniania
nastgpujacych po sobie reprezentacji liczb na osi umyslowej. Zgodnie z modelem
Cohena i Blanc-Goldhammera, mimo ze odlegto$¢ miedzy nastgpujacymi po sobie
liczbami ro$nie wraz ze wzrostem ich wartosci, to ich réznica maleje. Parametr r6z-
nicy migdzy liczbami n oraz m jest skorelowany odwrotnie proporcjonalnie ze $red-
nimi zmienno$ciami J, oraz J,, jako ich $rednia arytmetyczna. Im bardziej suma §,+ 3,
ros$nie, tym bardziej nachodza na siebie reprezentacje liczb n oraz m (poniewaz sg
one odcinkami na osi); w zwiazku z tym trudniej je odroznic.

Analizowana propozycja dotyczy bez watpienia punktowo-miejscowej, a nie
akumulatorowej osi liczb. Nie wyjasnia ona jednak mechanizmu przeksztatcenia
punktowo-miejscowej osi w 0§ liczb doktadnych, skalowana w sposob liniowy. Jesli
wyktadnik potegowy w funkcji Spence’a wynosi 1, to funkcja taka bedzie opisywata
funkcjonowanie umystu w procesach odniesienia liczebnikowego za pomoca doktad-
nej, liniowo skalowanej umystowej osi liczb. Pytanie jednak dotyczy tego, jakie czyn-
niki powoduja zmian¢ warto$ci wyktadnika potggowego w funkcji Spence’a, zmie-
niajacego nieliniowos¢ na liniowos¢ skali umystowej osi liczb.

weczesniejszych punktow. Zatem Cohen i Blanc-Goldhammer (2011) stusznie zauwazaja, ze zadania
doktadniej rekonstruujace skalowanie umystowej osi liczb powinny dotyczy¢ umiejscawiania liczb
na osi bez ustalania dwoch wartosci liczbowych na linii.
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Co wige decyduje o tym, ze w danym momencie umyst uaktywnia logarytmiczna
(lub ogolniej — nieliniowa) badz liniowa reprezentacj¢? Wydaje sig, ze o$ logaryt-
miczna (nieliniowa), ktora prawdopodobnie stanowi pierwotny, ,,niedojrzaty” system
reprezentacji liczebnos$ci, uaktywnia si¢ najczesciej wtedy, gdy podmiot musi doko-
na¢ szybkich, automatycznych obliczen lub oszacowan, w ktérych dokladnos$¢ nie
jest najistotniejszym elementem. Tak dzieje si¢ np. wtedy, gdy osoba badana porow-
nuje pod presja czasu wartosci dwoch liczebnikow cyfrowych. Z kolei o$ liniowa
jest niezbe¢dna, gdy umyst musi postugiwaé si¢ precyzyjnymi warto$ciami liczbo-
wymi. Jak pokazuja badania, aktywacja takiej osi wymaga wigkszego zaangazowa-
nia uwagi (Anobile, Cicchini, Burr 2012).

Skalowanie logarytmiczne osi liczbowej syntetyzowanej przez umyst zgodnie
z mechanizmem akumulatorowym mozna w charakterze przyktadu wyjasni¢ przez
odwotanie do implementacji umystowej osi liczb w sieci neuronowe;j. Jesli przyjmie
si¢ zalozenie, ze dtugo$¢ odcinka na akumulatorowej, umystowej osi liczbowej jest
proporcjonalna do liczby neuronéw wymaganych do jego ,,zapisania” w umysle (czyli
implementacji w mozgu), to wowczas skalowanie logarytmiczne tej osi stanowi me-
chanizm oszczgdzania neuronalnych mocy aktywacyjnych w procesach kodowania
i zapisywania reprezentacji liczbowych. Gdyby skalowanie miato charakter liniowy,
czyli taki, ze dla dowolnych dwéch reprezentacji akumulatorowych O'(c) oraz O'(B)
dhugosci odcinkéw [o, O'(a0)] oraz [B, O'(B)] sa réwne, to liczba neurondéw uzywa-
nych do syntezy reprezentacji akumulatorowej dowolnej liczby bytaby wigksza przy
skalowaniu liniowym niz w wypadku skalowania logarytmicznego. Przy czym im
wigksza jest kodowana liczba, tym wigcej mocy neuronalno-aktywacyjnych umyst
oszczedza w wyniku skalowania logarytmicznego osi liczbowe;.

Wyjasnienie takie zaklada, ze pojedynczy neuron nie moze stanowi¢ w modelu
akumulatorowym os$rodka implementacji odcinka kodujacego P. Co wigcej, przy
skalowaniu logarytmicznym, w procesie iteracyjnego przedtuzania odcinkéw kodu-
jacych liczby o odcinek P, z kazda kolejna iteracja operacji O zmniejsza si¢ liczba
neuronéw skorelowanych z odcinkiem kodujacym P. Taki proces thumaczytby row-
niez to, ze kodowanie liczb wedlug mechanizmu akumulatorowego ma swoja grani-
cg; W pewnym momencie wyczerpuje si¢ pula neuronow wymaganych do zaimple-
mentowania w nich odcinka kodujacego P, skoro z kazda kolejna iteracja O mecha-
nizm wymusza uzycie coraz mniejszej liczby neuronow.

Skalowanie logarytmiczne umystowej osi liczb mozna dodatkowo zinterpreto-
waé jako mechanizm implementujacy relacje porzadku <, w modelu punktowo-
miejscowym, okreslong na zbiorze punktow N. Strukture <N, < > mozna bowiem
ujac¢ jako jednoznacznie przyporzadkowana ktérej$ z akumulatorowych umystowych
osi liczbowych. Wcezeéniej bowiem zatozylisSmy, ze takich osi skorelowanych z me-
chanizmem przyjmujacym ksztatt <4y, F, Py, O, O, , 0> jest wiele z uwagi na in-
deks k oznaczajacy wielko$¢ odcinka kodujacego P,. W takim razie mozna by przy-
jac, ze struktura <4y, F, Py, Oy, O, , 0> wyznacza struktur¢ <N, < >, gdzie N, stano-
wi zbidr punktéw, z ktorych zbudowane sg akumulatorowe reprezentacje liczebno$ci
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na osi A;. Dla dowolnego n odcinek o postaci [0, n] stanowi akumulatorowa repre-
zentacje odpowiedniej liczby. Relacja <, porzadkujaca punkty zbioru N, wyznacza
rowniez relacje liniowego porzadku migdzy odcinkami akumulatorowo kodujacymi
kolejne liczby.

Zgodnie ze skala logarytmiczna réznice w dlugosciach migdzy kolejnymi, sasia-
dujacymi ze soba odcinkami-reprezentacjami, kodujacymi akumulatorowo liczby, sa
coraz kroétsze: Dn;, ni.;] < D|n;.;, n;5]. Oznacza to, ze do aktywacji kazdej kolejne;j
reprezentacji wymagana jest proporcjonalnie coraz mniejsza, dodatkowa liczba neu-
ronéw. Dlatego w wypadku tworzenia reprezentacji operacja przedtuzania O, stoso-
wane sa coraz krotsze odcinki kodujace P, a w wypadku tworzenia reprezentacji
operacja skracania O, stosowane sa coraz dluzsze odcinki kodujace P.

Zilustrujmy mechanizm skalowania logarytmicznego odpowiedzialny za zdol-
no$¢ umyshu do oszacowania, ktory z dwoch dowolnych punktéw na umystowe;j osi
liczb jest wezesniejszy lub pdzniejszy z uwagi na relacje <. Niech funkcja dlugosci
migdzy dwoma sasiadujacymi punktami zbioru N, przyporzadkowuje dtugo$¢ odcin-
ka kodujacego P wedtug warunku: Dln;, n. ;] = D(P;) = [0, n;] = 0"(0), gdzie D(Py)
jest liczba neuronéw wymaganych do aktywacji odcinka kodujacego P na k-tej itera-
cji operacji przedtuzania O zastosowanej do 0. Zgodnie ze wzorem, miarg dtugosci
odcinka [n;, n;;] jest wigc liczba uaktywnionych neuronéw w ostatnim zastosowaniu
operatora przedtuzania w celu syntezy reprezentacji [0, #;]. Jesli umyst chce oszaco-
wac, ktory z punktow n; oraz n; jest wezeSniejszy, to musi rozstrzygnaé, czy zachodzi
Dinj, ni/] > Dln;, n;], czy tez odwrotnie. Stosuje algorytm wyznaczony mechani-
zmem zdefiniowanym nastepujaco: n; < n; = Dn;, ni.;] > Dlnj, n] v Dln;, niy] =
DInj, n;.;]. Poniewaz akumulatorowa o$, ktora generuje punkty zbioru N, jest wy-
skalowana logarytmicznie, umyst potrzebuje zachowa¢ w swojej pamigci, dla celu
rozwigzania zadania, jedynie ostatnie fazy proceséw syntezy i implementacji repre-
zentacji porownywanych liczb. Wystarczy, aby umyst poréwnat D(Py) dla n; z D(Py)
dla n;. Przedstawiony przyktadowo mechanizm w tego rodzaju obliczeniach oszczeg-
dza neuronalne moce aktywacyjne moézgu w porownaniu z mechanizmem obliczania
punktoéw na osi skalowanej liniowo. W wypadku skalowania liniowego tego typu
rozstrzygnigcia wymagaltyby utrzymywania aktywacji wszystkich neuronow imple-
mentujacych reprezentacje dwoch liczebnoscei, ktorych badane punkty bytyby ostat-
nimi, domykajacymi punktami.

Przy stosowaniu mechanizmu skalowania logarytmicznego umyst otrzymuje jesz-
cze jedng umiejetnos¢ obliczeniowa, mianowicie zdolno$¢ do kontekstowego (sytua-
cyjnego) oszacowywania wielkosci liczb naturalnych. Dzieci na przyktad czgsto
stwierdzaja, ze dwa lub trzy klocki (cukierki, pierogi) to ,,mato” klockow, cukierkow
czy pierogow na obiad. W wypadku stu lub dwustu egzemplarzy przeliczanej roz-
maito$ci ich oszacowywania sa wyrazane stowem ,,duzo”. Oczywiscie na liczebnik
werbalny ,,milion” reaguja, wyrazajac na rézne sposoby zdziwienie jego wielkoscia
liczbowa. Ta umiejetnos¢ przyporzadkowywania liczbom ich wielkosci kwantyfika-
cyjnej, czyli wielkos$ci oznaczajacej to, czy czas przeliczania obiektéw nalezacych do
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danej rozmaitosci o okreslonej liczebnosci jest subiektywnie dhtugi, czy krotki, ujaw-
nia si¢ rowniez w codziennych obliczeniach dokonywanych przez dojrzaly umyst.
Przy szacowaniu wielkos$ci kwantyfikacyjnych liczb umyst postuguje si¢ rozmaitymi
skalami, takimi jak ciut-ciut, malutko, mato, srednio, duzo, bardzo duzo, ogromnie
duzo. Kiedy dokonujemy oceny ,,Mam duzo pieni¢dzy”, posiadajac w kieszeni pigc-
set ztotych, oszacowujemy w danym kontekscie liczbg pieéset. Kiedy hurtownik za-
mawia dwa tysiace cegiel, wowczas swoje zamowienie moze okresli¢ jako mafe.

Zgodnie z mechanizmem akumulatorowym reprezentacja kazdej kolejnej liczby
jest syntetyzowana jako przedtuzenie lub skrocenie pewnego odcinka na wejsciu
(stanowiacego ustalona reprezentacj¢ pewnej liczby) o odcinek kodujacy P,. Wedhug
skali logarytmicznej dlugo$¢ odcinka kodujacego maleje wraz ze wzrostem wielko-
$ci kodowanej akumulatorowo liczby. Zatem w naszym modelu wielko$¢ kwantyfi-
kacyjna danej liczby w okreslonej sytuacji jest skorelowana z dtugo$cia odcinkow
kodujacych P uzytych przez umyst w procesie syntezy reprezentacji danej liczby.
Jesli taki proces syntezy wymaga uzycia krotkich odcinkéw kodujacych, to umyst
jest sktonny oszacowywacé dang liczbe jako duzq lub wielkq. Jesli za$ odcinki kodu-
jace P, uzyte w procesie syntezy reprezentacji danej liczby sa diugie, to umyst bedzie
oszacowywat dang liczbe jako mata. Liczba jeden niezaleznie od kontekstu sytuacyj-
nego zliczanych obiektow zawsze bedzie oszacowywana jako mata liczba.

Zdolnos$¢ i sktonno$¢ umystu do przypisywania liczbom w réznych sytuacjach
odmiennych wielko$ci kwantyfikacyjnych bytaby trudna do wyjasnienia za pomoca
mechanizmu skalowania arytmetycznego. Umyst musialby przypisywaé wielko$¢
kwantyfikacyjna liczbie z uwagi na dlugos$¢ odcinka kodujacego ja akumulatorowo.
Na przyktad reprezentacja liczby dziesie¢ zakodowanej akumulatorowo wedtug skali
liniowej powinna mie¢ zasadniczo w kazdej sytuacji t¢ sama dlugos¢ na mentalne;j
osi liczb, zatem wielko$¢ kwantyfikacyjna kojarzona z ta liczba przez umyst powin-
na by¢ stata w kazdej sytuacji. Okazuje sig, ze tak nie jest. W podznych latach osiem-
dziesigtych w naszym kraju zarobki miesigczne dziesigciu tysiecy ztotych byly osza-
cowywane jako mafe; dzisiaj dla wielu ludzi sa to duze zarobki. Jesli umyst ustala na
osi liczb reprezentacje liczby sto tysiecy, to aby zsyntetyzowaé reprezentacje liczby
dziesie¢ tysiecy, musi dokona¢ dziewigciokrotnego skrocenia o odcinek kodujacy P
odcinka kodujacego liczbe sto tysiecy, aby zsyntetyzowac reprezentacj¢ liczby dzie-
siec¢ tysiecy. Jesli z kolei umyst ustala na osi liczb reprezentacje liczby tysigc, to musi
dokona¢ dziewigciokrotnego przedtuzenia o odcinek kodujacy P odcinka kodujacego
liczbe tysigc, aby zsyntetyzowaé reprezentacje liczby dziesiec¢ tysiecy. W pierwszym
wypadku odcinek kodujacy reprezentuje liczbe dziesiec tysiecy, w drugim wypadku
— liczbe tysiqc.

Zgodnie z mechanizmem kodowania liniowego odcinek P w pierwszej sytuacji
powinien by¢ dziesigciokrotnie dtuzszy od odcinka P w drugiej sytuacji. Zwolennik
liniowego kodowania reprezentacji na umystowej osi liczb moze wyjasni¢ fakt przy-
pisywania w pierwszej sytuacji liczbie dziesie¢ tysiecy wielkosci kwantyfikacyjne;j
malo tym, ze synteza reprezentacji tej liczby wymagata zastosowania przez umyst
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operacji dziewigciokrotnego skracania odcinka ustalonego na wejsciu i reprezentuja-
cego liczbe sto tysiecy. Przypisanie liczbie dziesiec tysiecy wielkosci kwantyfikacyj-
nej duzo wynika z kolei z przedhuzania odcinka ustalonego na wejsciu. Takie wyja-
$nienie nie jest jednak zadowalajace, poniewaz w wypadku ustalenia — na poczatku
procesu syntezy — reprezentacji liczby, ktéra umyst ujmuje w danej sytuacji jako
liczbe ogromnq, model powinien przewidywac oszacowanie syntetyzowanej repre-
zentacji jako liczby malej. Jesli liczba piecset tysiecy jest oszacowywana jako liczba
duza, to liczba czterysta dziesie¢ tysiecy powinna by¢ oszacowana jako liczba mata,
poniewaz synteza jej reprezentacji wymaga rowniez dziewigciokrotnego skrocenia
odcinka-reprezentacji na wejsciu.

W wypadku mechanizmu skalowania logarytmicznego oszacowanie wielko$ci
kwantyfikacyjnych liczb zalezy wylacznie od tego, czy podczas procesu syntezy,
przedtuzajac lub skracajac ustalony na wejsciu odcinek, umyst postuguje si¢ dlugimi,
czy tez krotkimi odcinkami kodujacymi P. Jesli synteza reprezentacji danej liczby na
akumulatorowej osi liczb wymaga zastosowania krotkich odcinkéw kodujacych P
zardwno przy przedhuzaniu, jak i skracaniu odcinka na wejsciu, reprezentowana licz-
ba, ktdrej reprezentacja jest syntetyzowana, bedzie oszacowywana jako liczba duza.

Postawi¢ nalezy nastgpujace pytanie: czy punktowo-miejscowa umystowa o$
liczb jest skalowana logarytmicznie (nieliniowo) czy liniowo? Zgodnie z mechani-
zmem skalowania logarytmicznego odcinki kodujace liczby powinny wraz ze wzro-
stem wielkosci kodowanej liczby by¢ coraz krotsze. Na umystowej osi liczb, synte-
tyzowanej wedhug mechanizmu punktowo-miejscowego dla dowolnej funkcji selek-
cji &, odcinki reprezentujace liczby sa, wprost przeciwnie, coraz dluzsze wraz ze
wzrostem wielkosci liczby (co posrednio potwierdzaja badania (Cohen, Blanc-
Goldhammer 2011). Jesli dlugos¢ odcinka reprezentujacego liczbg jest proporcjonal-
na do liczby neuronéw wymaganych do jego aktywowania, to zgodnie z mechani-
zmem kodowania punktowo-miejscowego liczba neuronéw wymaganych do akty-
wacji reprezentacji danej liczby dla danej funkcji 8" wzrasta wraz ze wzrostem wiel-
kosci liczby. Poza tym trzeba zauwazy¢, ze w wypadku wystarczajaco wysokich in-
deksow funkcji & liczby nalezace do poczatkowego przedziatu sa kodowane na
umystowej osi liczb jako punkty, a nie odcinki. Wraz ze wzrostem indeksu funkcji
&, czyli intencji dokfadnosci obliczeniowej, przedziat liczb reprezentowanych
punktowo jest coraz wigkszy.

Przyja¢ wigc mozna hipoteze, ze poczatkowy odcinek punktowo-miejscowej osi
liczb jest skalowany przez umyst logarytmicznie, natomiast ta cze$¢ osi liczb, na kto-
rej liczby sa reprezentowane jako miejsca (czyli odcinki) stopniowo wraz ze wzro-
stem wartosci reprezentowanej liczby traci skale logarytmiczna — w tym sensie, ze
ciag odleglosci migdzy srodkami kolejnych odcinkdéw reprezentujacych liczby wraz ze
wzrostem ich warto§ci w coraz mniej doktadny sposoéb odwzorowuje logarytmicz-
no$¢ skali®. Nie mozna wigc mowié o tym, ze obecnos¢ skali logarytmicznej na osi

** Taka hipoteza wyjasnialaby pewne fakty empiryczne. Jesli w klasycznym ,,eksperymencie na
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punktowo-miejscowej jest absolutna; skalowanie ma charakter wzgledny w tym zna-
czeniu, ze najpierw przyporzadkowywane sa punkty pierwszym trzem liczbom (czyli
Jjedynce, dwojce i trojce) i w zaleznosci od tego przyporzadkowania wyznaczane jest
skalowanie logarytmiczne do pewnego punktu na osi punktowo-miejscowe;j.

Poniewaz nawet dzieci w procesie nauczania wczesnoszkolnego sa w stanie
w odpowiedniej sytuacji eksperymentalnej w sposob przyblizony do liniowego od-
wzorowywac liczby na osi liczb, nalezy zatozy¢, ze istnieje mechanizm przeksztat-
cania skalowanej logarytmicznie osi punktowo-miejscowej w skalowana liniowo,
doktadna o$ punktowa. Z pewnoscia przeksztalcenie takie jest wywotlywane przez
intencjg obliczeniowa wyznaczajaca funkcje dokladnosci obliczeniowej dla wysokich
indekséw precyzji. Taka intencj¢ maksymalnej dokladno$ci mozna reprezentowaé
jako Q; ,..(i), gdzie wskaznik precyzji dazy do nieskonczonosci. Intencji tej musi wige
towarzyszy¢ proces zamiany punktowej osi liczb skalowanej logarytmicznie na ska-
lowana liniowo punktowa o$ liczb. Model mechanizmu tego procesu powinien wyja-
$nia¢ nastepujaca asymetri¢: dlaczego dla intencji doktadnosci obliczeniowej dla ni-
skich wartosci, czyli dla €(0), (1), (2) oraz ewentualnie €(3), odlegtosci miedzy
punktowymi reprezentacjami pierwszych liczb sa skalowane logarytmicznie, podczas
gdy te same odlegtos$ci miedzy punktowymi reprezentacjami liczb na osi wyznaczo-
nej przez intencje doktadnosci obliczeniowej €2; _, ..(7) sa skalowane liniowo?

Aby zilustrowaé dziatanie modelu, zal6zmy, ze skalowanie logarytmiczne umy-
stowej osi liczb mozna odwzorowaé na poziomie implementacyjnym w postaci loga-
rytmicznego skalowania liczebnosci neuronéw wymaganych do zakodowania kolej-
nych punktoéw na umystowej osi liczb. Wowczas pierwsze punkty na tej osi wyma-
gaja ,,logarytmicznie wigcej” aktywacji neuronéw niz punkty pdzniejsze na osi. Aby
pokaza¢, jak funkcjonuje takie zatozenie na poziomie implementacyjnym, nalezy
najpierw zdefiniowa¢ funkcj¢ przyporzadkowujaca liczebnosci aktywowanych neu-
roné6w w mozgu punktom na umystowe;j osi liczb. Funkcje takie nazwijmy funkcjami
implementacji punktow w zbiorze neuronéw. Oczywiscie takich funkcji umyst moze
uzywac¢ wiele z uwagi na (i) dlugos¢ punktowa umystowej osi liczb, mierzona licz-
noscia zbioru N, oraz (ii) jej natgzenie. Niech W , stanowi funkcj¢ implementacji
punktow umystowej osi liczb o n-punktowej dlugosci, gdzie K stanowi warto$§¢
w postaci liczby wymiernej oznaczajaca natgzenie osi. Funkcja Wy , spetnia dwa wa-
runki dla dowolnego m < n oraz niektdrych m > n (gdzie / jest operacja dzielenia):

(\PK,n 1) ‘PK,n(l):n!K

skalowanie osi liczb” badani sg najpierw proszeni o umiejscowienie wzglgdnie matych liczb na osi
od 0 do 100 (np. 1, 4, 5, 10, 15), a nastgpnie na tej samej osi maja umiesci¢ liczby z przedziatu od
90 do 100, czgsto ich odpowiedzi na naszkicowanym odcinku ,,zlewaja si¢” w taki sposob, ze punkty
reprezentujace te liczby sa potozone fizycznie jeden przy drugim. Oczywiscie z punktu widzenia
skalowania logarytmicznego osi, kiedy odlegtos¢ od punktu startowego do punktu jeden w przedzia-
le [0, 100] jest wystarczajaco duza, odleglosci migdzy punktami w przedziale od [90, 100] na tej
samej osi musza by¢ zasadniczo nieodréznialne percepcyjnie.
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(Yxn2) [Pia (1) /m] = [Wia (m)]

Warunek (Wx, 1) okresla liczbg neuronéw wymaganych do aktywacji pierwsze-
go punktu na n-dlugiej umystowej osi liczb o natgzeniu K. Warunek (W ,2) z kolei
przypisuje m-temu punktowi na osi okreslona liczebno$¢ aktywacyjna neuronow.

Dziatanie funkcji implementacji mozna zilustrowaé nastgpujaco: zatdézmy, ze
umyst jest nastawiony na wykrycie okolo 7 przedmiotdéw. Syntetyzuje wige siedmio-
punktowa umystowa 0§ punktow. Niech natgzenie tej osi wynosi 1. Zatem Wk, (1) =
7'=1.2-3-4-5-6-7=5040. Zatem poszczeg6lne punkty akumulatorowej umy-
stowej osi liczb sa implementowane wedle nastepujacego uktadu: (1, 5040), (2, 2520),
(3, 1680), (4, 1260), (5, 1008), (6, 840), (7, 720). Umyst jest w stanie przedluzy¢ o$
o kolejne punkty: (8, 630), (9, 560), (10, 504). Aby zakodowa¢ kolejne liczby przy
kodowaniu akumulatorowym na tak zsyntetyzowanej osi, umyst potrzebuje nastgpu-
jacych aktywacji neurondéw: (jeden, 5040), (dwa, 7560), (trzy, 9240), (cztery,
10500), (pieé, 11508), (szes¢, 12348), (siedem, 13068), (osiem, 13698), (dziewiec,
14258), (dziesieé, 14762).

Z uwagi na mechanizm oszcze¢dzania mocy aktywacyjnych umyst przeksztatca
reprezentowanie akumulatorowe liczb w ich reprezentowanie punktowo-miejscowe.
Niech intencja precyzji obliczeniowej wynosi w tym wypadku €(0). Zatem poszcze-
gblnym reprezentacjom liczb na osi punktowo-miejscowej odpowiadaja nastgpujace
aktywacje neuronow: (jeden, [1, 1], 5040), (dwa, [2, 2], 2520), (trzy, [3, 3], 1680),
(cztery, [3, 5], (1680, 1260, 1008)) = ([3, 5], 3948), (piec, [4, 6], (1260, 1008, 840) =
([4, 6], 3108), (szes¢, [4, 8], (1260, 1008, 840, 720, 630)) = ([4, 8], 4458), (siedem,
[5, 9], (1008, 840, 720, 630, 560)) = ([5, 9], 3758). Gdy pordéwnuje sig liczebnosci
neuronéw wymaganych do zaimplementowania reprezentacji akumulatorowych oraz
reprezentacji punktowo-miejscowych, zysk w postaci zaoszczgdzenia mocy aktywa-
cyjnych okazuje si¢ wyrazny. Ponadto na osi punktowo-miejscowej skala logaryt-
miczna zachowana jest jedynie w odniesieniu do srodkowych punktéw w reprezen-
tacjach liczb. Jednak skala logarytmiczna przestaje funkcjonowaé na poziomie im-
plementacyjnym, kiedy odcinkom-reprezentacjom przyporzadkowywane sa liczeb-
no$ci neuronéw implementujacych te reprezentacje. Na przyklad liczba siedem, przy
intencji doktadnosci obliczeniowej €(0), wymaga 3758 neurondéw aktywacyjnych,
podczas gdy liczba szes¢ wymaga ich 4458. Skala logarytmiczna dla €Q(0) obowia-
zuje jedynie w wypadku pierwszych trzech liczb. Jesli warto§¢ intencji doktadnosci
obliczeniowej rosnie, to rowniez na danej osi wydtuza si¢ jej fragment skalowany
logarytmicznie. Zatem dla €, ,..(7), umyst syntetyzuje logarytmicznie wyskalowana
0§ punktowa.

Czy wigc nasz model pozwala na rekonstrukcj¢ mechanizmu przeksztalcania loga-
rytmicznej, punktowej umystowej osi liczb w o$ skalowana liniowo, czyli tak zwana
umystowa ,,08 liczb dokladnych”? Odpowiedz na to pytanie wymaga zwrocenia
uwagi na to, ze na skalowanej liniowo osi liczb wszystkie jej punkty powinny by¢
implementowane w takich samych liczebno$ciach aktywacji neurondéw (skala logaryt-



Umystowe osie liczbowe. Efekt SNARC 87

miczna osi jest bowiem funkcja skali logarytmicznej liczebno$ci aktywacyjnej neuro-
néw, ktore sa wymagane do zaimplementowania punktow na osi). W wypadku skali
logarytmicznej, jesli mozg rozréznia grupy aktywowanych neuronéw pod wzgledem
liczebnosci, to odrdznia tez reprezentacje zaimplementowane w tych grupach neuro-
né6w. W analizowanym juz przykladzie mézg, odrdézniajac grupg 2520 aktywnych
neuronéw od grupy 1680 aktywnych neuronéw, wywotuje w umysle aktywacje re-
prezentacji liczb dwa oraz trzy na punktowo-miejscowej osi liczb. W ten sposob, ile-
kro¢ na umyst réwnoczesnie oddzialuja liczebniki niesymboliczne dwa oraz trzy,
umyst potrafi ,,przedwerbalnie” rozrézni¢ te dwie liczebnosci zbioréw obiektéw da-
nych mu w do§wiadczeniu. Zanik skali logarytmicznej powodowalby wiec zanik
umiejetnosci rozrézniania migdzy liczebnosciami liczebnikdéw niesymbolicznych.

W jaki wigc sposdb umyst moglby wytworzy¢ ze skalowanej logarytmicznie
punktowej osi liczb 0§ skalowana liniowo? Poniewaz reprezentacje liczb sa kojarzo-
ne z jezykowymi reprezentacjami liczebnikow symbolicznych (reprezentacjami napi-
sow liczebnikowych, dzwigkdéw liczebnikowych itd.), odréznianie dwoch rownolicz-
nych grup aktywnych neuronéw mogloby si¢ dokonywaé przez odrdznianie rézno-
licznych grup neuronéw implementujacych jezykowe reprezentacje liczebnikéw
symbolicznych. Oznaczaloby to, ze przeksztalcenie logarytmicznie skalowanej osi
liczb w liniowo skalowana, doktadna o$ liczb moze si¢ odby¢ dopiero wtedy, kiedy
umyst opanuje nazewnictwo liczebnikowe (cyfrowe oraz werbalne).

Postawi¢ mozna nastgpne pytanie: jaka jest ,,celowos¢” takiego procesu? Zamia-
na skali na poziomie implementacyjnym bylaby procesem ,,wyréwnywania” aktywa-
cji neuronalnych, w ktérych zaimplementowane sa poszczegdlne punktowe repre-
zentacje liczb na osi wyznaczonej przez intencj¢ doktadnosci obliczeniowej €; ..(7).
Proces taki moze dezaktywowa¢ neurony we wszystkich grupach neuronéw imple-
mentujacych poszczegdlne reprezentacje punktowe. W przyktadzie podanym wyzej
proces dezaktywacji neuronalnej mozna by uja¢ jako dezaktywowanie w kazdej gru-
pie neurondéw tych wszystkich, ktorych taczna liczba wykracza ponad 504 (skoro
504 stanowi najmniejsza liczbe neurondw, ktéra implementuje reprezentacje¢ liczby
dziesie¢). W takiej sytuacji aktywacja punktowej, liniowo skalowanej umystowej osi
liczb o przedziale [1, 10] wymagataby takiej samej liczby aktywnych neuronéw
(5040) co aktywacja reprezentacji liczby jeden na punktowo-miejscowej, logaryt-
micznie skalowanej osi liczb. W poréwnaniu za$ z liczebnos$cia aktywacyjng neuro-
néw implementujacych wszystkie reprezentacje liczb w przyktadzie wyzej (14762)
na akumulatorowej osi liczb, efekt oszczedno$ci moze by¢é wyrazony ilorazem
14762/5040.

Przeksztalcenie logarytmicznego (nieliniowego) mechanizmu implementacji osi
liczbowych w mechanizm liniowo-punktowy musi wigc obejmowac proces dezakty-
wacji i wyrdwnywania liczebnosci aktywacyjnych regulowany pewnym algorytmem.
Uzywajac metafory, mozna stwierdzi¢, ze mozg musi pokolorowaé liczebno$ci ak-
tywacyjne neuronéw odpowiadajace pierwszym, punktowym reprezentacjom liczb
na punktowo-miejscowej osi liczb. Taki kolor stanowi¢ bedzie znacznik (w sensie
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Carey) tego, ze dana liczebno$¢ aktywacyjna neurondéw jest kodem implementacyj-
nym tej, a nie innej reprezentacji liczbowej. Niech L, ..., L, stanowia ,,kolory” uzyte
do pokolorowania przyktadowych liczebnosci aktywacyjnych neuronow 5040, 2520,
1680 oraz 1260. Bez watpienia najlepszym kandydatem na barwy kolorujace imple-
mentacje neuronalne reprezentacji liczb sa implementacje neuronalne reprezentacji
liczebnikow, zardbwno w sensie werbalnym, jak i cyfrowym. W mdzgu oraz w umysle
funkcjonuje wigc funkcja przyporzadkowujaca reprezentacjom liczb (oraz ich neuro-
nalnym implementacjom) reprezentacje liczebnikdéw (oraz implementacje tych repre-
zentacji). Odpowiednikiem tej funkcji na poziomie implementacyjnym w moézgu sa
asocjacje neuronalne wiazace implementacje reprezentacji liczb z implementacjami
reprezentacji liczebnikow.

Niech I' stanowi funkcj¢ asocjacji implementacji punktowych reprezentacji liczb
z implementacjami reprezentacji liczebnikow. Niech L, ..., L; stanowig reprezenta-
cje jezykowych liczebnikéw. Funkcja W (bez dolnych indeksow) stanowi funkcje
implementacji dowolnej reprezentacji umystowej w okreslonej grupie neurondw.
Stad W(L,,) jest implementacja reprezentacji liczebnika L,. Funkcja I' przyporzad-
kowuje dowolnej implementacji punktowej reprezentacji liczby implementacje re-
prezentacji standardowego liczebnika. Mdzg i umyst ucza si¢ stosowania tej funkcji
podczas nabywania stownictwa liczebnikowego (np. kiedy dziecko uczy sig recyto-
wania kolejnych liczebnikow lub pisania kolejnych cyfr). Funkcje t¢ mozna opisaé
W nastegpujacy sposob:

(Df. 1) I'(Wk.n(m)) ="¥(L,), dla okreslonego m

Asocjacjami implementacji punktowych reprezentacji liczb z implementacjami
reprezentacji liczebnikow sa wigc pary o postaci <k ,(m), W(L,)>. Niech ustalone
reprezentacje liczebnikéw beda oznaczane cyframi z podkresleniem. Wtedy np. aso-
cjacja implementacji punktowej reprezentacji liczby jeden z implementacja repre-
zentacji standardowego liczebnika jeden jest para o postaci <Wg, (1), ¥(1)>. Tego
rodzaju struktury mozna okresli¢ mianem j¢zykowych znacznikéw punktowych re-
prezentacji liczb. Kiedy umyst zakoduje w pamigci (przebiega to procesualnie zgod-
nie z opisem Carey) tego typu znaczniki jezykowe dla pierwszych punktow na
punktowej osi liczb wyznaczonej przez funkcje¢ intencji doktadnosci obliczeniowej
Q,,.(i), nastgpuje proces redukcji wartosci: Wk, (1), Wxa (2), Pxa (3) itd. Funkcja
redukcji Red jest funkcja stata, zachowujacg si¢ zgodnie z nastepujacym warunkiem:

(Df. Red)  [(Vm) Red|¥x (m)] = K| = (3L,) [T (¥ (m)) =¥ (L]

(Df. Red) ustala, ze proces redukcji liczby neuronéw implementujacych punkto-
we reprezentacje liczb ma miejsce wtedy, gdy w mézgu i umysle zakodowane sg re-
prezentacje liczebnikow wraz z ich implementacjami neuronalnymi oraz wowczas,
gdy przez funkcje asocjacji I’ mozg oraz umyst sa w stanie lingwistyczne tworzy¢
jezykowe znaczniki punktowych reprezentacji liczb dla pierwszych punktow men-
talnej osi liczb.
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Podsumowujac, umyst ksztattuje najpierw akumulatorowe umystowe osie liczb
skalowane logarytmicznie. Nastepnie przeksztalca je w punktowo-miejscowe osie licz-
bowe (dla kolejnych funkcji selekeji 8°). To przeksztatcenie dokonuje sie pod wplywem
mechanizmu oszczgdzania mocy aktywacyjno-neuronalnych umyshui na poziomie im-
plementacyjnym. W wypadku punktowej osi liczb o funkcji selekcji wyznaczonej przez
intencj¢ doktadnosci obliczeniowej €Q;,..(7), dzigki powiazaniu reprezentacji liczb na
osi z jezykowymi reprezentacjami liczebnikow symbolicznych, skala logarytmiczna
(lub nieliniowa) przeksztalca si¢ w skalg liniowa. W ten sposob wytwarzany jest wzo-
rzec dokladnej umystowej osi liczb, ktory jest przechowywany w pamigci umyshu
i uzywany w procesach dekodowania liczebnikow w sensie werbalnym.

6. KIERUNEK I ZWROT UMYSLOWEJ OSI LICZB

Nieco bardziej problematyczna wydaje si¢ kwestia ksztattowania kierunku i zwrotu
osi umystowe;j, ktorych do tej pory nie uwzglednial nasz model. W literaturze o$ licz-
bowa opisywana jest najczesciej jako zwrocona prawostronnie, co jest zgodne z na-
szymi kulturowymi ustaleniami. Mozna zatem postawi¢ pytanie, czy prawostronnos¢
osi jest warunkiem koniecznym wykonywania na niej obliczen. Jedna z zasad przeli-
czania w sformutowaniu Gellman i Gallistel (1978) jest zasada ,,niewaznosci kolej-
no$ci”, ktéra wskazuje, ze na wynik liczenia nie ma wptywu to, od ktorej strony za-
czynamy liczy¢. Co wigcej, liczne dane empiryczne wskazuja na kulturowa rézno-
rodnos$¢ kierunku i zwrotu efektow SNARC, a takze kierunku i zwrotu przeliczania
elementow. Dla przyktadu, w krajach arabskich, gdzie pisze si¢ i czyta od prawej do
lewej strony, efekt SNARC zachodzi w tym samym kierunku — reakcje na mniejsze
liczebniki sa szybsze po prawej stronie, a na wigksze — po lewej (Shaki, Fischer,
Petrusic 2009, Zebian, 2005). Nabywanie drugiego jezyka o odmiennym kierunku
pisma (np. angielskiego przez Iranczykdéw) moze ostabi¢ lub nawet odwrdcic pier-
wotnie uksztaltowana asocjacje¢ w zaleznos$ci od stopnia bieglo$ci w postugiwaniu
si¢ drugim jezykiem (Dehaene, Bossini, Giraux 1993). Badania z udzialem oséb
dwujezycznych postugujacych si¢ jezykami o przeciwnych kierunkach pisma (np.
rosyjski i hebrajski) pokazuja ponadto, ze u takich os6b moze dojs¢ do szybkiego
przetaczania migdzy asocjacjami o réznych kierunkach, w zaleznosci od kierunku
przeczytanego przed chwila tekstu, a nawet pojedynczego stowa (Shaki, Fischer
2008, Fischer, Shaki, Cruise 2009).

Coraz wigcej uwagi zwraca si¢ rowniez na wptyw wywierany przez kierunek za-
pisu cyfr w danej kulturze. W badaniach przeprowadzonych w Chinach (Hung, Hung,
Tzeng, Wu 2008) znaleziono dwa rodzaje efektow SNARC — dla liczebnikdw,
zgodnie z ogodlnym kierunkiem pisma chinskiego, czyli z gory na doét, oraz dla cyfr,
zgodnie z kierunkiem ich zapisu, czyli od lewej do prawej strony. U uzytkownikéw
jezyka hebrajskiego efekt SNARC natomiast zanika (Shaki, Fischer, Petrusic 2009),
co tlumaczy si¢ niezgodno$cia kierunku tekstu (od prawej do lewej) z kierunkiem
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zapisu liczb (od lewej do prawej). Podobne zjawisko uniewaznienia zwrotu osi
u Izraelezykow zachodzi takze podczas przeliczania elementéw w rzedzie. Niektorzy
autorzy zwracaja takze uwage, ze niemalg rolg w tworzeniu efektu SNARC moze
odgrywa¢ kierunek liczenia na palcach (Lindemann, Alipour, Fischer 2011, Fischer,
Brugger 2011), np. rozpoczynanie liczenia od lewej reki wzmacnia efekt zachodzacy
od lewej strony (Fischer 2008).

Niektére inne manipulacje warunkami eksperymentalnymi, np. uzycie dodatko-
wych instrukcji przed rozpoczgciem wiasciwego zadania, takze moga prowadzi¢ do
zaniku, a nawet do zmiany kierunku efektu. W jednym z badan (Bachtold, Baumiill-
er, Brugger 1998), przed wykonaniem gléwnego zadania, polegajacego na ocenie
wielkosci liczebnika, uczestnicy proszeni byli o wyobrazenie sobie tarczy zegara lub
linijki. Poniewaz mniejsze warto$ci utozone sa na tarczy zegarowej po prawej stro-
nie, przywolanie obrazu zegara odwracato efekt SNARC w zadaniu oceny wielko$ci
liczby: reakcje na mniejsze liczby byly szybsze po prawej stronie, a na wigksze po
lewej. W wypadku wyobrazania sobie uktadu cyfr na linijce, obserwowano z kolei
regularny efekt SNARC — od lewej do prawe;j strony.

Kierunek efektu mozna takze modyfikowa¢, proszac o przeczytanie przed wykona-
niem zadania tekstu, w ktérym na poczatku wiersza pojawiaja si¢ liczebniki o wigk-
szych wartoéciach, a na koncu — liczebniki mniejsze (Fischer, Mills, Shaki 2010),
atakze polecenie zapamigtania malejacego ciagu cyfr (Lindemann, Abolafia, Pratt,
Bekkering 2008). Van Dijck i Fias (2011) prosili osoby badane o zapamigtanie cyfr wy-
$wietlanych w kolejnosci losowej, np. 8, 1, 5, 7, 2. Uczestnicy wykonywali nastgpnie
zadanie oceny parzystosci tych cyfr, tak jak w klasycznym schemacie stuzacym do ba-
dania efektu SNARC. Okazalo sig, ze w wyniku zapamigtania takiej dowolnej sekwen-
cji, reakcje po lewej stronie byly szybsze nie dla cyfr o mniejszych wartosciach, ale dla
pierwszych cyfr z zapamigtanego ciagu (w tym wypadku 8, 1), reakcje po prawej stro-
nie byly za$ szybsze dla cyfr na koncowych pozycjach ciagu (w tym wypadku 7, 2). Ci
sami badacze podobne rezultaty uzyskali, stosujac zamiast cyfr nazwy owocow.

Kolejnym sposobem modyfikacji efektu jest manipulacja uktadem przyciskow
odpowiedzi. Standardowy schemat z dwoma przyciskami: jeden po lewej i drugi po
prawej stronie, mozna zastapi¢ ukladem pionowym (w ktérym jeden przycisk znaj-
duje si¢ na dole, drugi za§ na gorze). Nie tylko w kulturze zachodniej (Schwarz,
Keus 2004 Gevers, Lammertyn, Notebaert, Verguts, Fias 2006), lecz takze w japon-
skiej (Ito, Hatta 2004) efekt SNARC zachodzi od dotu do géry: reakcje na mniejsze
liczebniki sa szybsze przy uzyciu przycisku znajdujacego si¢ u dotu, a reakcje na
wigksze liczebniki sa szybsze przy uzyciu przycisku znajdujacego si¢ u gory. Co
wigcej, asocjacja moze powstaé takze po skosie, tzn. reakcje na mniejsze liczebniki
sa szybsze w lewym dolnym rogu, a na wigksze w prawym gornym rogu (Gevers,
Lammertyn, Notebaert, Verguts, Fias 2006). Forma asocjacji w wymiarze pionowym
jest prawdopodobnie rezultatem naszych codziennych obserwacji $wiata, w ktorym
kierunek z dotu do gory wskazuje najczesciej na zjawisko powigkszania czy wzrostu,
np. wzrost rosliny, napehianie si¢ szklanki woda (Lakoff, Nunez 2000).
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Na podstawie powyzszych badan wskazujacych, ze efekt SNARC nie jest stabil-
ny i tatwo nim manipulowaé, a nawet go blokowa¢, mozna sformutowac kolejne
przewidywania dotyczace naszego modelu:

(i) Zwrot odcinka kodujacego liczebniki jest zmienny zaréwno kulturowo
(z uwagi na organizacjg przestrzenna sposobu czytania w danej kulturze), jak i sytu-
acyjnie (np. z uwagi na wezesniejsze zapamigtanie pewnego ciagu liczebnikdw).

(i) (De)kodowanie przestrzenne liczebnikéw moze by¢ zablokowane w niekto-
rych sytuacjach poznawczych.

Formalne cechy opisanego przez nas modelu mozna z latwoscia zaimplemento-
wac na dowolnej osi o danym kierunku i zwrocie, totez kierunek i zwrot nie sa trak-
towane jako istotne obliczeniowo cechy reprezentacji liczby. W przeciwnym razie
niemozliwe byloby wykonywanie obliczen przez przedstawicieli kultur o odmien-
nych zwyczajach pisma, a takze w sytuacjach, kiedy np. spogladamy na tarcze zega-
ra czy mys$limy o ciagu malejacych liczb. Ponadto nalezy zaznaczy¢, ze otwarta kwe-
stia pozostaje to, czy o$ liczbowa w umysle niemowlgcia moglaby funkcjonowac
w sposob ukierunkowany. W obliczu niedostatecznych danych empirycznych nie moz-
na wykluczy¢ takiej mozliwosci, tym bardziej ze pewne efekty podobne do SNARC
udalo si¢ juz zaobserwowac u dzieci trzyletnich, czyli do$¢ wczesnie w ontogenezie
(Patro, Haman 2012). Mozna by przyja¢ hipotezg, ze istnieje jaki$ pierwotny zwrot
umystowej osi liczb, ktory w nastepstwie czynnikéw kulturowych jest modyfikowa-
ny i w zwiazku z tym staje si¢ zmienny. Niemniej faktyczna zmienno$¢ zarowno kie-
runku, jak i zwrotu umysltowe;j osi liczb pokazuje, ze parametry te nie stanowia wila-
snos$ci niezbednej w procesie przetwarzania liczebnikdéw niesymbolicznych.

Jezeli zwrot i kierunek nie sa istotnymi wlasnos$ciami osi, mozna je okresli¢ jako
sposob (styl implementacji) reprezentacji liczb w umysle. Styl implementacji zapo-
$redniczony jest przez pewne schematy sterowania uwaga w przestrzeni zewngtrzne;j,
ktoére moga mie¢ roznorodny charakter. Wydaje sig, ze schematy te sa w znacznej
czgsci wyuczone za sprawg uczestnictwa w danej kulturze, w szczegdlnosci za spra-
wa sposobu pisania i organizowania przestrzennego przedmiotow, a takze réznych
czynnosci (np. podczas przechodzenia przez ulicg¢ najpierw spogladamy na lewo).
Ale moga si¢ one takze aktywowac krotkoterminowo w celu wykonania okre§lonego
zadania. Niektorzy autorzy (Fischer 2006) wskazuja, ze jesli w pewnych sytuacjach
zadaniowych dochodzi do obserwacji efektu SNARC, oznacza to, ze podmiot korzy-
sta w danym momencie ze strategii poznawczej, ktora polega na dokonaniu tymcza-
sowego odwzorowania wielkosci liczbowych na okres$lone kierunki przestrzenne, co
ma usprawni¢ proces przetwarzania informacji numerycznej. Odwzorowanie jest
krotkoterminowe, a jego zwrot zalezy od typu zadania: docelowo wybierane jest po-
wiazanie zgodne z kierunkiem pisma, utrwalone kulturowo, ale jesli tego wymaga
zadanie, umystl jest w stanie uaktywni¢ dowolnie skierowana reprezentacjg osiowa.

Schematy przestrzenne moga si¢ takze aktywowaé na poziomie jezykowym
(Proctor, Cho 2006, van Dijck, Gevers, Fias 2009, van Dijck, Fias 2011, Imbo, De
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Brauwer, Fias, Gevers 2012), to znaczy w wyniku powstania asocjacji w obrgbie
kategorii poje¢ nacechowanych dodatnio (prawy-duzy) lub ujemnie (lewy-maty). Me-
chanizm implementacyjny moze tez do pewnego stopnia zaleze¢ od naszej budowy
biologicznej. Cho¢ wyjasnienie to nie jest aktualnie popularne wérdd badaczy, pewne
eksperymenty na ptakach pokazuja, ze podczas ,liczenia” otworéw umieszczonych
poziomo w rzedzie ptaki zaczynaja zazwyczaj od lewej strony, co autorzy thumacza
przewaga prawej potkuli w procesach sterowania uwaga w przestrzeni (Rugani,
Kelly, Szelest, Regolin, Vallortigara 2010).

Podsumowujac, zarowno w naszym modelu, jak i w wyja$nieniach podawanych
obecnie w literaturze, kierunek i zwrot osi liczbowej nie sa uznawane za niezbgdne
elementy w procesie przetwarzania liczebnikoéw. Niemniej moga si¢ one pojawié
w okreslonej postaci na poziomie implementacyjnym wskutek uaktywniania mniej
lub bardziej wyuczonych schematow sterowania uwaga w przestrzeni zewngtrzne;.

7. UWAGI KONCOWE

Przedstawiony model formalny systemu reprezentacji liczb (liczebno$ci) jako
systemu wielosci umystowych osi liczbowych naktada na ten system hierarchiczna
strukturg z uwagi na kryterium nabywania przez umyst kolejnych osi liczbowych.
Pierwsza hierarchi¢ tworza analogowe (sumacyjne, czyli akumulatorowe) umystowe
osie liczb (liczebno$ci) wyznaczone przez mechanizm o postaci: <4y, F, Py, Oy, Oy, 0>.
Nastepnie, z uwagi na procesy implementacyjne w sieci neuronowej, system aku-
mulatorowy jest przeksztalcany (nie oznacza to, ze ,,ginie” on w umysle) w system
zlozony z punktowo-miejscowych umystowych osi liczb funkcjonujacych zgodnie
z mechanizmem o postaci <Q, <M;, N}, <, 0, 1, S, >> gdzie £ jest indeksem wyzna-
czonym przez <Ay, F, Py, Oy, O, , 0>. Na dwa pierwsze systemy skladaja si¢ osie
liczbowe, ktoére stanowia podstawe reprezentacyjna dla niedoktadnych, przyblizo-
nych aktéw odniesienia liczebnikowego. Osie sktadajace si¢ na pierwszy system sg
nieustannie ksztaltowane w przestrzeni umystowej na mocy oddziatywania na umyst
liczebnikéw niesymbolicznych.

Wraz z rozwojem proces6w uwagowych umyshu, czyli nabywaniem umiej¢tnosci
generowania funkcji selekcji & o coraz wyzszym indeksie, struktury o postaci
<M, N,, <,0,1, S, 8> sa przeksztatlcane w odpowiadajace im struktury o wyzszym
stopniu doktadnosci. Ostatecznym wynikiem tego procesu jest wytworzenie systemu
0 ,,idealnym” stopniu precyzji, na ktory skladaja si¢ dokladne umystowe osie liczb
funkcjonujace zgodnie z mechanizmem o postaci: <Q; , .., <M, N, <, S,0,1,08, S>>
gdzie Q; _, .. stanowi operator intencji doktadnosci przy i dazacym do nieskonczono-
$ci. Dopiero na podstawie takiego systemu umyst moze rozwija¢ swoje eksperckie
umiejetnosci arytmetyczne bazujace na wiedzy matematycznej, co skutkuje prze-
ksztatceniem nieliniowej (logarytmicznej) skali osi liczb na skalg liniowa. W tym
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procesie transformacji uczestniczy mechanizm ,kolorowania” znacznikami j¢zyko-
wymi (w sensie Carey) reprezentacji liczb.

Kazdy z wyszczegdlnionych systemoéw semantycznych reprezentacji liczb jest
skorelowany w umys$le na mocy zwiazkdéw asocjacyjnych z jezykowymi reprezenta-
cjami liczebnikow symbolicznych. Te reprezentacje rowniez tworza system zbudo-
wany z wielu podsystemow. Jezykowe reprezentacje liczebnikdw werbalnych dane-
go jezyka w sensie etnicznym tworza oddzielny podsystem, ktory jest w umysle
syntetyzowany w procesie nabywania jezyka danego umystu. Drugi podsystem two-
rza reprezentacje jezykowe liczebnikéw cyfrowych. Oba podsystemy sa w sprawnie
funkcjonujacym umysle sprzgzone asocjacyjnie. Wydaje sig, ze u podstaw tych pod-
systemoOw stoi jeszcze jeden — system reprezentacji logicznych liczebnikéw symbo-
licznych, ktéry umozliwia umystowi przekladanie liczebnikéw cyfrowych na wer-
balne i odwrotnie; a takze liczebniki werbalne danego jezyka na liczebniki werbalne
innego jezyka czy w koncu cyfry zapisane w jednym uktadzie (np. dziesiatkowym)
na cyfry zapisane w innym ukladzie (np. piatkowym).

Nasz model powinien zosta¢ poddany dodatkowym testom. W szczegodlnosci
nalezy potwierdzi¢ hipoteze wieloosiowosci (zardéwno akumulatorowej, jak i punk-
towo-miejscowej), ktora zostata przyjeta, aby wyjasni¢ fakt reprezentowania przez
umyst ,,wielkich” liczb, desygnowanych przez wielocyfrowe liczebniki. Warto row-
niez zweryfikowa¢ model w aspekcie wywotywania efektu SNARC, nie tylko w wy-
padku cyfr arabskich uktadu dziesiatkowego, lecz takze cyfr arabskich w innym
uktadzie. Gdyby na przyktad okazalo sig, ze efekt SNARC nie ujawnia si¢ w ekspe-
rymentach, w ktérych umystom badanym przedstawiane sa cyfry w zapisie czwor-
kowym, to koncepcja umystowej osi liczb stosowataby si¢ jedynie do pewnych sys-
temoOw zapisu cyfr i reprezentowania liczebno$ci. To sugerowatoby z kolei hipoteze,
ze akumulatorowa umystowa o$ liczb, syntetyzowana na mocy oddzialywan na
umyst liczebnikéw niesymbolicznych, jest dezaktywowana w wyniku jej sprz¢zenia
asocjacyjnego z okreslonego typu systemami jezykowych reprezentacji liczebnikéw
symbolicznych.

Nastgpnym zadaniem jest opracowanie koncepcji opisujacej asocjacje migdzy
reprezentacjami liczb na osiach liczbowych z logicznymi reprezentacjami liczebni-
kéw symbolicznych. Méwiac metaforycznie, nalezy skonstruowaé teorig, ktora
traktowataby kolejne systemy reprezentacji liczb jako modele semantyczne dla lo-
gicznej gramatyki liczebnikdw symbolicznych. Dopetnieniem tych badan powinno
by¢ pokazanie logicznego mechanizmu przeksztalcania umystowych systeméw osi
liczb w modele semantyczne arytmetyki Peana.
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