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Zdzistaw Opial

O PRACACH JANA BROZKA Z TEORII LICZB

Spoéréd matematycznych dziet Jana Brozka wlasciwie tylko trzy
zawierajg oryginalne wyniki, zastugujace na wieksza uwage ze siro-
ny historyka matematyki: Apologia i obie Rozprawy o liczbach do-
skonalych 1. Dlatego tez bez rzetelnej, drobiazgowej analizy tych
dziel wlasciwa ocena oryginalnego wkladu Brozka do mauki jest
'w ogble niemozliwa. Dotyczy to przede wszystkim Rozpraw o licz-
bach doskonalych, bo ocene Apologii ulatwiaja prace Chaslesa i Giin-
thera, wyzyskane w pelni przez polskich badaczy matematycznego
dorobku naszego uczonego. Tymézasem, nie umniejszajac bynajmniej
warto$ci obszernej monografii Jana Frankego 2 posSwieconej Broz-
kowi, nalezy stwierdzié, ze jego krytyczno-historyczny rozbiér Roz-
praw o liczbach doskonatych jest powierzchowny, niepelny i nie da-
je odpowiedzi na szereg istotnych pytan zwigzanych z matematyczng
twérczoécig Brozka. Franke ogranicza sie bowiem prawie wylacznie
do przelozenia treéci tych rozpraw na jezyk wspdlczesnej matema-
tyki, a w komentarzu historycznym nie uwzglednia najnowszych,
latwo dostepnych publikacji dotyczacych rozwazanego problemu 3.

Nowsza, popularnonaukowa monografia Jadwigi Dianni 4 nie przy-

1 Apologia pro Aristotele et Euclide contra Petrum Ramum et alios. Additae
" sunt duae disceptationes de numeris perfectis. Gdansk 1652. Bibliografia
Estreichera wymienia takze wydanie wezedniejsze: Aristoteles et Euclides
defensus contra Petrum Ramum et alios. Additae sunt duae disceptationes de
numeris perfectis. Amsterdam 1638. Ponadto osobno wyszla: De numeris per-
fectis disceptatio. Krakéw 1637. W Apologii Brozek biorgc w obrone Arysto-
telwa i Euklidesa przed atakami Piotra Ramusa zajmuje sie szeregiem zagad-
nien geometrycznych, m.in. teoria wielokatéw gwiazdzistych, problemami izo-
,perymetrycznyml itp. Natomiast obie Rozprawy o liczbach doskonalych stano-
wigce osobny dodatek do Apologii zupelnie sie z jej treSciag nie wigzg.

2J. N. Franke, Jan Brozek, Krakéw 1884.

3 Np. pracy E. Lucas, Recherches sur plusieurs ouvrages de Léonard de
Pise et 'sur diverses questzons d’arithmétique supérieure. ,,Bulletino di Biblio-
grafia e di Storia delle scienze matematiche e fisiche, & X (187%), & 129—193
i 239—293.

4J. Dianmni, Jan Brozek, Warszawa 1949. .
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nosi pod tym wzgledem zadnych zmian. Takze wstep i komentarz
piéra tej samej autorki do drugiego tomu Wyboru pism Jana Broz-
‘ka % nie wprowadza do syntetycznego ujecia jego tworczosci mate-
matycznej niczego nowego. A tymczasem bez dokladnej analizy dziet
Brozka, i to zarbwno z punktu widzenia samej matematyki, jak
i z punktu widzenia historii tej dyscypliny, poglad nasz na wielko&é
jego matematycznego talentu i na miare jego osiggnie¢ musi pozo-
staé z koniecznoSci niepelny, powxerzc'howny, a czasami wrecz
bledny.

I tutaj trzy zwlaszcza sprawy wysuwaja sie na plan pierwszy. Ko-
nieczne jest — po pierwsze — rozszyfrowanie do konca matematycz-
nej treSci wszystkich jego dziel poprzez ich gruntowng analize. Prze--
ciez szereg wynikéw Brozka zastuguje na to, aby traktowaé je tak,
jak traktuje sie wyniki wspélczesnej matematyki. Dotyczy to takze,
a moze nawet przede wszystkim, wynikéw zawartych w ocbu Roz-
prawach o liczbach doskonatych. Konieczne jest — po drugie — do-
kladne poznanie tego wycinka historii matematyki, ktéry wiagze sie
posrednio lub bezposrednio z zagadnieniami, nad ktérymi pracowal
Brozek. Pozwoli to na przeprowadzenie odpowiednich poréwnan,
umozliwi takze poznanie ewentualnych Zrédel inspiracji naszego
uczonego, a przede wszystkim ulatwi znalezienie w historii mate-
matyki wiasciwego miejsca dla naukowej dzialalnosci Brozka w tej
dziedzinie nauki. Wigze sie z tym bezpo$rednio postulat trzeci, mia-
nowicie konieczno§é poznania roli, jaka odegraly badania Brozka
'w rozwoju matematyki.

Wydaje sig, ze bez zadoSuczynienia trzem powyzszym postula-
tom syntetyczne ujecie dorobku Jana Brozka w dziedzinie matema-
tyki bedzie sprawg fantazji i pisarskiego talentu historyka matema-
tyki. Dlatego tez postawilem sobie za cel czesciowe choéby tylko
wypelnienie przedstawionego powyzej programu badan nad matema-
tyczng tworczoscia Brozka. Nie roszczac sobie zreszta bynajmniej

' pretensji do wyczerpania tematu, zajme sie w tym artykule wylgcz-
nie Rozprawami o liczbach doskonatych. Sprébuje przy tym dokonaé
z jednej strony dokladniejszej analizy ich matematycznej tre§ci,’
a z drugiej wskazaé tlo historyczne, na ktérym dla uzyskania pel-.
niejszego obrazu naukowej dzialalno$ci Brozka, trzeba je rozpatry-
wa¢. Innymi stowy artykul ten — wedlug mego zamierzenia — ma
stanowié¢ prébg komentarza historyczno-krytycznego do prac Bmozka
z teorii liczb.

5 Jan Brozek, Wybér pism, Warszawa 1956.
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I

Jak wiadomo, gléwnym celem Rozpraw o liczbach doskonatych
jest wykazanie, ze pewne sposréd liczb postaci 27—! (2" —1), uwa-
“zanych przez Piotra Bongusa® i innych matematykéw za liczby
doskonate 7, nimi nie s3. Wiadomo przy tym bylo jeszcze z Elemen-
téw Euklidesa, ze na to, aby jaka$ liczba postaci 2*—! (2* —1) byla
doskonala, potrzeba i wystarcza, aby 2" —1 bylo liczbg pierwsza.
Jezeli wiec Bongus wéréd liczb doskonaltych umieszeza szereg liczb
nadmiarowych, tj. mniejszych od sumy wszystkich swych podziel-
nikéw, to czyni tak dlatego, ze nie umiejgc stwierdzi¢, iz pewne
liczby postaci 2” — 1 sg zlozone, uznaje je bezkrytycznie za pierwsze.
Cheae jednak potraktowaé zagadnienie tworzenia liczb doskonatych
i)ostaci 27—1 (27 — 1) bardziej sumiennie i powazniej, trzeba by umieé
w jaki§ spos6b badaé, ktére sposrdd liczb postaci 27 — 1 s liczbami’
pierwszymi. Mowa tu, rzecz oczywista, o jakim$ sposobie znacznie
prostszym od sprawdzania przez kolejne dzielenie badanej. liczby
przez wszystkie liczby pierwsze, mniejsze od jej pierwiastka kwa-
dratowego, sposéb ten bowiem, stosunkowo prosty w przypadku
liczb matych, staje sie zupelnie bezuzyteczny w odniesieniu do liczb
wiekszych, a o takie wilasnie chodzi w omawianym zagadnieniu.
Regula Euklidesa na tworzenie liczb doskonatych prowadzi wiec nie-
uchronnie do poszukiwania prostszych, ,skréconych” sposobéw
stwierdzania, czy jaka$ liczba postaci 27 —1 jest pierwsza czy nie.
Nic dziwnego zatem, ze na tym wlasnie terenie spotyka sie Brozek
z genialnym matematykiem francuskim, twérecg teorii liczb, Piotrem
Fermatem, u ktérego (jak zobaczymy potem) tego rodzaju poszuki-
wania stanowily punkt wyjscia dla szeregu niezwykle ptodnych ba-
dan. '

W pierwszej Rozprawie o liczbach doskonatych wykazuje wpierw
Brozek, ze dwie spoéréd liczb proponowanych przez Bongusa i innych
nie s3 liczbami doskonalymi, a na jej zakonczenie podaje cechy
podzielnosci liczb postaci 2* — 1 przez dziesieé kolejnych liczb pierw-
szych: 3, 5, ..., 31. W drugiej natomiast Rozprawie najpierw podaje
cechy podzielno$ci liczb omawianej postaci przez liczby pierwsze
od 3 do 101; a dopiero pdézniej — na ich podstawie — pokazuje, ze
i kilka dalszych liczb Bongusa nie moze byé liczbami doskonatymi.

% P, Bongus, De mistica numerorum mgnifzcatione Bergamio 1583,
17 Liczbami doskonsalycm nazvaamy liczZby réwne sumie wszysbkiuh awolch
podzielnikéwr
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Swoje twierdzenia o podzielnosci zestawia Brozek w postaci naste-
pujacej tabelki 8:

2 3

4 5

6 7

10 {1

12 13

8 17

18 19

: 11 23

Kazda liczba postepu dwbijko- 28 lub jej wielokrotnoéé, pomniej- 29
wego, zaczynajacego sie od . 5 szona 0 jednoéé jest podziel- 31
jedno$ci, ktérej wykladni- 36 na pPrzez 37
. kiem jest liczba 20 : 41
14 ' 43

23 47

52 53

68 69

60 ‘ 61

b 66 €7

35 71

9 3

39 79

82 : . 83

11 : 89

48 97

100 : : 101

Ot6z wlasnie przytoczone powyzej reguly podzielnoSci stanowig
o wartoSci obu Rozpraw. Wobec tego jednak, ze Brozek nie podaje:
zupelnie dowoddw tych twierdzen, powstaje pytanie, w jaki sposéb
moégt je odkryé, jak mogt je uzasadnié, dowiesé? Zupelnie pewnych
odpowiedzi na te pytania daé oczywiscie nie mozna, sprébuje jednak
przedstawi¢ pewien prosty sposéb otrzymywania wszystkich tych
twierdzen Srodkami najzupelniej dostgpnymi matematykowi XVII
wieku. Przy tym sam sposéb postawienia zagadnienia przez Brozka
i otrzymane przez niego wyniki przermawiajg za tym, ze twierdzenia
te uzyskatl na tej lub podobnej drodze. W kazdym badz razie podanie
takiej metody moze nam ulatwié océene wynikéw Brozka, nawet je-
zeli on sam postugiwal sie nieco inng metody. Co. do tego bowiem ze
swoich twierdzen nie uzyskal Brozek w sposob czysto empiryczny;
. przez dokonanie mez.hczone] ilo$ci potrze'bnych w takim przypadku

R Brozek, Apologw pro Anstotele et Euclzde e‘l:»a s 129 IW daﬂszym
cmgu bede cytowat to dzieto po prostu jako Apologia.
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rachunkéw, panuje wsréd tych, ktérzy zajmowali sie dotychczas je-
go matematycznym dorobkiem, zupeina zgoda. Oto, co na ten temat
pisze, po przedstawieniu twierdzefi Brozka, Franke na stronie 214
cytowanej juz monografii:

,Nie daje jednak nigdzie zadnej wskazéwki, jakim sposdbem te
cechy otrzymal. Otéz zdaje sie nie ulegaé watpliwosei, ze musiat po-
siadaé jakaé metode lub regule ogélniejsza, z ktorej te cechy wypro-
wadzil, bo trudno przypuscié, zeby przez prébowanie empiryczne do-
szed! do tylu twierdzeﬁ, ktérych odgadnienie wymagatoby koniecznie
doprowadzenia postepu dwdjkowego do wyrazéw tak wielkich, izby
sig zaledwie wypisaé daly*.

Podobny poglad na te sprawe reprezentuje tez J. Dianni (l.c. s. 85):

»Nie daje jednak nigdzie zadnej wskazéwki, jakim sposobem te
cechy otrzymal. Prawdopodobnie mial jaka$ metode lub regule ogél-
niejsza, z ktérej te cechy wyprowadzit. Trudno bowiem przypusci¢,
by doszedt do tych twierdzen przez préby empiryczne — tym bardziej
Ze wymagaloby to doprowadzenia wyrazéw postepu geometrycznego
do takiej ilosci cyfr, iz zaledwie mozna by je wypisaé“.

. Za tym, ze Brozek rzeczywiScie posiadal jaka$ metode ogélna,
przemawia przede wszystkim fakt, ze twierdzen tych, w tym ogél-
nym sformulowaniu, jakie znajdujemy w Rozprawach, w sposéb ra-
chunkowy w ogéble nie da sie sprawdzi¢, zwazywszy, ze dotycza one
nieskoniczonej ilosci liczb. Poza tym znajac krytycyzm Brozka, moz-
na z calg pewnoscig przyjaé, ze nie oglositby on zadnego wyniku nie
umiejac go odpowiednio uzasadnié.

'~ Zanim przystapie do wylozenia moich pogladéw na te sprawe, .
ustalmy wpierw kilka faktéw. Juz w Arithmetica Integrorum ® podaje
Brozek liczbowe warto$ci wszystkich wyrazéw postepu {27} dla wy-
kladnikéw od 1 az do 100. Tamze, dla ulatwienia rachunkéw, doko-
nuje tez rozkladu liczb caltkowitych na sumy liczb postaci 27. Ale, jak
latwo stwierdzié, zdobyte w ten sposéb do$wiadczenie i dobra znajo-
mo$é postepu {27} nie mogly mu w zaden sposéb ulatwié odkrycia
i uzasadnienia omawianych twierdzen. Potrzebne tu bylo nie byle
jakie do$wiadczenie, ale do§wiadczenie w rozkladaniu liczb natural-
nych na czynniki, a tym nigdzie sie Brozek ‘przed napisaniem Roz-
praw specjalnie nie zajmowat. Co wiecej, i przy pisaniu samych Roz-
‘praw zadnego powazniejszego doéwiadczenie w tej dziedzinie nie po—

? J. Brozek, Arithmetica integrorum, Krakéw 1620. "

!
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siadat. W systematycznym rozkladzie na czynnini kolejnych liczb cal-
kowitych nigdy nié wyszed! poza liczbe 100! W drugiej Rozprawie
omawiajac problem iloéci liczb nadm1arowych i niedomiarowych' pi-
sze przeciez wyraznie:

»Jezeli jednak policzysz w zakresie od 1 az do 100 liczby dosko-.
nale, nadmiarowe i niedomiarowe, to znajdziesz tylko dwie dosko-
nale, dwadzieScia jeden nadmiarowych, a wszystkie pozostale — nie
liczgc 100 — zar6wno parzyste jak i nieparzyste, w liczbie 75, bedg:
.niedomiarowymi. Tak, ze w granicach od 1 do 100 niedomiar wyste-
puje czesciej, niz nadmiar: tak samo prawdopodobnie (pod-
kres$lenie moje — Z.0.) jest miedzy 100 i 1000 i dalej“ 0. .

A zatem, nie zajmujac sie nigdy przed tem systematycznie rozkla-
daniem liczb naturalnych na czynniki, przystapit Brozek, w zwigzku
z teorig liczb doskonatlych, od razu do trudnego problemu rozkladu na
czynniki, ale tylko liczb postaci 2”—1. Problemu trudnego przede
wszystkim dlatego, ze liczby tego ciggu rosng bardzo szybko. Ulatwié-
to trudne zadanie moglo tylko rozsadne postawienie calego problemu,
a nigdy dokonywanie dziele czy rozkladéw na czynniki w sposéb
przypadkowy. Czy jednak odpowiednie postawienie tego problemu
jest mozliwe i czy ulatwia ono rzeczywiScie znalezienie podanych
przez Brozka cech podzielnosci? Ot6z tak!

Liczb pierwszych w ciggu {2"—1} mozna szukaé oczywiécie przez
usuwanie z niego liczb zlozonych, a wiec najpierw wszystkich liczb
. podzielnych przez 3, nastepnie wszystkich liczb podzielnych przez 5,
7, 11 itd. Tak przeciez postepuje sie przy szukaniu liczb pierwszych
- w ciagu liczb naturalnych, w ten wlasnie sposéb powstaje tak zwane
sito Eratostenesa. Z tego punktu widzenia twierdzenia Brozka o po-
dzielnoSci przez liczby pierwsze wyrazéw rozpatrywanego ciggu sta-
nowia, razem wziete, poczatek, pewien fragment nowego sita. Mozna
by je — dla latwiejszego formulowania naszych pogladéw i przez
analogie z sitem Eratostenesa — nazwa¢ sitem Brozka. Wydaje sie,
ze wladnie stworzenie takiego nowego sita dla liczb postaci 2"—1
bylo pomyslem Brozka i punktem wyjscia dla omawianych twier-
dzen. :
~ Sito Brozka — nasuwa sie dalsze przypuszczenie — utworzone zo-
stalo na wzér sita Eratostenesa i, co wiecej, niewatpliwie przy po-
mocy sita Eratostenesa. Sprébuje pokazaé to na przykladzie. Ni&c);t

10 Apologia, s. 148.
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chodzi, na przyklad, o wyznaczenie tych elementéw ciggu {2"—1},
ktére sg liczbami podzielnymi przez 13. Postugujac sie kompletnym-
sitem Eratostenesa trzeba by w tym celu zbadaé, czy ktéra§ z liczb
nieskorniczonego ciggu:

6)) 13, 2-13,3:13, 4-13, 5-13, itd.
jést liczbg postaci 2"—1, to znaczy kt-6ré‘é z liczb ciggu:
a1 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, itd.

pbmniejszona o jedno$§é. Otéz 13, pierwsza liczba ciggu (I) nie jest
liczbg tej postaci, podobnie jak i 2-13. Liczbie 13 do 16, liczby ciggu
(1), brakuje 3, a nie 1. Analogicznie, liczbie 2-13 do 32 brakuje 6
(dwa razy wigcej niz poprzednio liczbie 13 do 16). Liczby 3-13
mozna w ogbéle nie braé pod uwage, w poblizu bowiem nastepnej
liczby ciagu (II), w tym przypadku liczby 64, znajdzie sie dopiero
liczba 413, ale i jej bedzie do 64 brakowalo 12, a nie 1. (A wiec
zZnowu roéznica, pomiedzy odpowiednia liczba ciagu (I), a kolejng
liczbg ciagu (II) wzrosta dwukrotnie — latwo zauwazyé, ze tak be-
dzie stale). Zupelnie podobnie mozna opuscié liczby 5-13, 6-13
i 7-13, bo dopiero liczba 8-13 znajdzie si¢ w poblizu nastepnej licz-
by ciggu (II), tj. 128. Do 128 bedzie jej brakowalo 24, a wiec na-
stepnej liczbie ciggu (I), to jest liczbie 9-13, do 128 bedzie brako-
walo tylko 11. Nastepng z kolei liczba ciagu (I), ktéra nalezaloby .
wzigé pod uwage, bedzie teraz liczba 18-13; bedzie sie ona réznié
od 256 o 22, w jej miejsce trzeba by wiec wzigé liczbe 19-13, ktérej
" do 256 brakuje tylko 9. Kontynuujac tego rodzaju rachunki docho-
dzimy z latwoScig do takiej liczby ciagu (I), ktérej do odpowiedniej
liczby ciggu (II) brakuje tylko 1. W naszym przykladzie bedzie to
liczba 31513 réwna 22—1. Dla wiekszej przejrzysto$ci i prostoty
mozna by wykonaé¢ te wszystkie obliczenia quuJac je w tabeli po-
danej na stronie nastepnej.

Po znalezieniu liczby 315-13, bedacej (jak to wynika z ta-
beli) liczbg postaci 27"—1, nic oczywiScie nie stoi na prze-
szkodzie, aby dalszych liczb tego rodzaju szukaé w ten sam sposéb.
Okazuje sie przy tym (patrz dwa ostatnie wiersze podanej tabeli), ze
cigg reszt z dzielenia przez odpowiednie liczby ciagu (I) dla liczb
eiggu (II) od 2!2 do 22 bedzie wiernym powtdérzeniem ciggu reszt,
jaki uzyskaliSmy dla liczb od 2° do 2. Zatem znowu odpo-
wiednia liczba ciggu (I) bedzie mniejsza tylko o 1 od 224 Podobnie,
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w ciggu (I) znajdziemy liczby mniejsze o 1 od 236, 248 itd., ogélme
od liczb postaci 2!2”. Stad tez twierdzenia Brozka.

Tabela reszt z dzielenia liczb ciggu {2m} przez liczby ciggu {n- 13}
Kolejne liczby ciggu {2m}

20 21 22 23 24 25 28 27 28 29 210 211 212 218 214

_113] 1
113 2
113 4
113 8
113 HE
213 6
413 12
813 24
913 11

1813 22
1913 9
38-13 18
3913 5
7813 10
15613 20
15713 7
31413 14
315-13 | - 1
630-13 2
l1260-13 4

Liczby ciggu {h- 13} -

OczywiScie Brozek tworzyt! swoje sito bynajmniej nie w celu
znajdowania liczb pierwszych postaci 2”—1, na to bowiem aby w ten
sposéb otrzymaé¢ nowe, nie znane jeszcze liczby pierwsze, trzeba by
wykonaé dziesigtki i setki tego rodzaju rachunkéw. Niemniej jednak
tak utworzone sito pozwolilo mu stwierdzié, ze pewne: liczby po-
staci 2”—1 sg zlozone, czyli nie moga stuzy¢ do tworzenia liczb do-
skonalych wedlug reguty Eukhdesa, a to wlasnie stanowﬂo dorazny
cel Rozpraw. : : -

Czy jest jednak prawdopodobne, aby przy odkrywamu i ewentu-=
alnym uzasadnieniu swoich twierdzen postugiwal sie ‘Brozek podob=
na metoda? Z calg stanowczo$cig mozna daé ha to pytanie odpowiedz
twierdzacy. Zreszta i w samym tekscie RozZpraw latwo.meozna zna-
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lez¢ ustepy niedwuznacznie przemawiajgce na korzys$é tej hipotezy.
Tak na przyklad, w pierwszej z nich, bezpoSrednio przed podaniem
dziesigc¢iu swoich regul podzielnoéci, pisze Brozek:

,Jaka tedy bedzie regula na znajdywanie liczb pierwszych,
z ktérych powstajg liczby doskonate? Nie watpie, ze geometrzy (...)
naszego wieku maja jaki§ doskonaly na to sposéb: oczekujac na jego
wyjawienie, podaje tu kilka regul wprowadzonych przy pomo-~
cysitaEratostenesa” (podkreSlenie moje — Z. O.) 1.

A po przytoczeniu cech podzielnosci koficzy Brozek pierwsza Roz-
prawe zdaniem:

,Dalszych regul dostarczy sito Eratostenesa‘ 12.

Nie ulega wiec watpliwosci, ze przy odkrywaniu swoich cech
podzielnosci postugiwal sie Brozek sitem Eratostenesa, a same cechy
stanowig odpowiedZ na dziesie¢ kolejnych pytan: jakie liczby po-
staci 2"—1 sg podzielne przez 3?, przez 57, ..., przez 31?. Rzecz jasna,
Ze nie mégt Brozek przy tym operacji, jakich sie dokonuje przy two-
rzeniu sita Eratostenesa, stosowaé do calego nieskonczonego ciggu
liczb postaci 2"—1; jezeli wigc pomimo tego wypowiada swe twier-
dzenia w postaci ogb6lnej, to oznacza to, ze przy dekonywaniu tych
operacji odkryt jaka$ prawidlowosé w rodzaju tej, z ktérej korzysta-
tem przy dzieleniu liczb omawianego ciggu przez 13. Stad tez wyra-
zona w ostatnim zdaniu pierwszej Rozprawy pewno$¢, ze i dla dal-
szych liczb pierwszych postugiwanie sie sitem Eratostenesa da analo-
giczne wyniki. I tak tez sie stalo. Dalsze pietnascie cech podzielno$ci,
podanych juz w drugiej Rozprawie, otrzymal Brozek z pewnoScig
'w zupelnie ten sam sposéb. Nawigzujac bowiem do faktu, Zze w po-
przedniej Rozprawie pokazal, ze dwie sposéréd liczb Bongusa nie s3
liczbami doskonalymi, pisze przeciez niedwuznacznie:

»Jezeli wiec dwie lieczby nie mogag pozostaé w tabeli liczb dosko-
natych, to czyz nie mozna slusznie watpié¢ i o pozostalych? Zanim
jednak je zbadamy, podam wpierw tabele postepu geometrycznego
dwéjkowego, ..., i dalsze reguly wynikajgce z sita Eratostenesa‘ 13,

Warto zwrécié takze uwage na fakt, ze Brozek swoim rozwaza-
niom na temat liczb Bongusa nadaje nazwe przesiewania. Rzeczy-
wiScie, na zakonczenie tej czeSci drugiej Rozprawy, ktéra poswiecit
wylacznie liczbom doskonatym, pisze wyraznie:

11 Apologia, s. 118.
2 Apologia, s. 120.
13 Apologia, s. 126—17.
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,Jasne vﬁec, ze spoéréd tych liczb, ktére podat Bongus nie
wszystkie sj doskonalymi. Z podanej.przez niego dwudziestki, po
ichprzesianiu (podkreSlenie moje — Z.0.). pozostato tylko dzie-
siee" 14, ’

II

Nalezatoby teraz z kolei po$§wieci¢ nieco miejsca historii proble-
mu, o ktérym traktuja Rozprawy Brozka. Ot6z — jak wiadomo —
omoéwione powyzej twierdzenia Brozka s3 szczegélnymi przypadka-
mj tak zwanegg malego twierdzenia Fermata, ktére obecnie formu-
luje sie zwykle w nastepujacy sposéb:

Jezeli p jest liczbe pierwszq i a nie jest przez niq podzielne, to p

_dzieli a?-'—1.

Istotnie, przyjawszy np. a=2i p=3,5, ..., 101 otrzymamy stad, ze
kolejno: 3 dzieli 2°—1, 5 dzieli 2*—1, ..., 101 dzieli 2!%%—1. Wpraw-
dzie twierdzenia Brozka moéwig wiecej, bo obejmuja takze przypad-
ki, gdy najmniejszy wykladnik, dla ktérego p dzieli 2"—1, jest
mniejszy od p—1, a ponadto glosza, ze z podzielno$ci przez p liczby
2*—1 wynika podzielnoé¢ przez p wszystkich liczb postaci 27*—1,
dla n=2,3,4, ..., ale — jak zobaczymy dalej — wszystko to miesci sie
takze w oryginalnym twierdzeniu Fermata.

Powstaje oczywiscie wazne pytanie, czy formulujac swoje reguly
podzielnoéci Brozek zdawat sobie sprawe z tej prawidlowosci w ich
_brzmieniu, ktérej ostatecznym wyrazem jest wlasnie twierdzenie
Fermata? Pewnej odpowiedzi na to pytanie daé niepodobna. Faktem
jest, ze nigdzie o tym nie pisze, a wydaje sig, ze gdyby choé¢ tylko
przeczuwal prawdziwo$é tak ogdlnego twierdzenia, to nie omieszkal-
by uczynié o tym odpowiednsej wzmianki. Przeciwko temu przy-
puszczeniu przemawia w pewnej mierze takze i fakt, ze nie dla kaz-
dej liczby pierwszej p, najmniejszym wykladnikiem, dla ktérego
2"—1 jest podzielne przez p, jest liczba p—1. Odstepstw od tej reguty,
jak widaé z podanej poprzednio tabeli regul Brozka, jest do$é duzo,
jezeli wiec nie patrzy sie na te tabele z odpowiedniego punktu wi-
dzenia, to prawidlowosé taka moze uj$¢é uwagi. Istnieje jednak pe-
wien wazki argument przemawiajgcy za tym, ze Brozek zdawatl so-
bie sprawe z owej prawidlowos$ci. Mam na mys$li okoliczno$é, ze po-
dal on cechy podzielnosci tylko dla liczb pierwszych do 101 wigcz-
nie. Ot6z latwo mozna by to wytlumaczyé przyjawszy, ze Brozek na-

1 Anologia, s. 140.



{

Jan Brosek o teorii liczb ; ! 547

-prawde przeczuwal twierdzenie Fermata. Wiedzialby wtedy, ze ana-
logiczna cecha podzielnoéci dla 103 moglaby go wyprowadzié poza
liczbe 21%—1, a tylko do tej liczby mial cyfrowe warto$ci wyrazéw
‘ciagu {2"}. Jak bylo naprawde? Trudno to rozstrzygnaé, tym bar-
dziej, ze na 101 moég! sig zatrzymaé i z tego po prostu powodu, ze —
liczac od 3 — jest to dwudziesta piata z kolei liczba pierwsza
(w pierwszej Rozprawie zatrzymatl sie¢ na dziesigtej, réwnej 31).

Charakterystyczne, ze sam Fermat odkryl swoje twierdzenie
‘w zwigzku z owym sposobem tworzenia liczb doskonatych, ktéry
przedtem nazwaliémy regula Euklidesa. W tym samym mniej wiecej

" czasie, kiedy Brozek przygotowywatl swoje Rozprawy o liczbach do-
skonalych, takze i kilku matematykéw francuskich zajmowalo sie
intensywnie %ym zagadnieniem i wieloma’ problemami pokrewnymi.
Gléwnym inicjatorem tych badan byl, jak sie wydaje, Frenicle, ma-
tematyk-amator rozmilowany w dociekaniach wlasno$ci liczb catko-
witych. Gdzie$ okolo roku 1636 Fermat zapoznal sie — za posred-
nictwem Mersenne’a — z wynikami Frenicle’a. Jakkolwiek przedtem
jeszcze wiele zapewne czasu poswiecil badaniu liczb zaprzyjaZnio-
nych, liczb, dla ktérych suma ich podzielnikéw jest dwa lub trzy
razy wieksza od nich samych itp.,, to dopiero wspéizawodnictwo
z Freniclem stalo sie gtéwnym bodzcem do intensywnych i niezwykle
przy tym owocnych badan Fermata nad wlasnosciami liczb calkowi-
tych. Widaé to choéby z nastepujgcego urywku listu Fermata do
Robervala z sierpnia 1640 roku:

,Dalej — pisze Fermat — musze Panu powiedzieé, ze Frenicle od
pewnego czasu wzbudzil! we mnie ochote do odkrywania tajemnic
liczb, w czym, jak mi sie wydaje, jest on niezwykle biegly. Postalem
mu szereg pieknych twierdzen o postepach geometrycznych, ktére
zaczynaja si¢ od jednoSci; twierdzenia te nie tylko odkrylem, ale
takze i udowodnilem, chociaz ich dowody sg do$¢ ukryte. Prosze
sprébowaé je znalezé, twierdzenia Pan bowiem widzial* 5.

Owocem tych dociekan nad ,,tajemnicami liczb* bylo miedzy in-
nymi takze tak zwane dzi§ male twierdzenie Fermata. Pierwsza
o nim wzmianke znajdujemy w liScie Fermata do Mersenne’a. Do-
kladna data tego listu jest niepewna, ale wydawcy Dzzel Fermata
umieszczajg go'w kazdym razie w roku 1640:

5P Fermat, Oeuvres, t. TI, s. 203. Edition de Ch. Henry et P. Tannery,
Paris 18%4. W d.avlszym ciggu bede cytowat to wydanie po prostu jako P. Fer-
mat, Oeuvres. :



548 Z. Opial
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»Za najwazniejszy — pisze w nim Fermat — uwazam skrécony
spos6b znajdowania liczb doskonalych, ktérego bede sig¢ trzymat,
‘jezeli Frenicle nie wyjawi mi swojej metody.

Oto trzy znalezione przeze mnie twierdzenia, na ktorych mam na-'
dzieje wznie§¢ caly gmach:

Liczby mniejsze o jedno$é od liczb postepu dwéjkowego, jak

12278 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 3 7 15 31 63 127 255 511 1023 2047 4095 8191 itd

nazwijmy podstawami liczb doskonaltych, poniewaz, ilekroé sg one
liczbami pierwszymi, stuza do ich tworzenia. Napiszmy nad tymi
liczbami tylez liczb postepu naturalnego: 1, 2, 3 4, 5 itd. i nazwijmy
je ich wykladnikami. Twierdze teraz, ze:

1° gdy wykladnik ktérej§ z liczb podstawowych jest zlozony, to
i jego podstawa jest zlozona. Na przyklad, poniewaz 6, wykladnik 63,
jest zlozony, przeto 63 tez jest liczbg zlozong;

2° gdy wykladnik jest liczbg pierwsza,.to jego podstawa, po-
mniejszona o jedno$¢, jest podzielna przez podwojony wykladnik.
Na przyktad, poniewaz 7, wykladnik 127, jest liczbg pierwsza, przeto
126 jest wielokrotno$cig 14;

3° gdy wykladnik jest liczbg plerwsza,, to jego podstawa moze
by¢ podzielna tylko przez te liczby pierwsze, ktére sg o jedno$é
wigksze od wielokrotnosci podwojonego wyktadnika lub od podwo-
jonego wykladnika. Na przyklad, poniewaz 11, wykiadnik 2047, jest
liczba pierwsza, przeto twierdze, ze liczba ta moze byé podzielna
tylko przez liczbe wigksza o jedno&é od 22, tj. 23, lub tez przez
liczbe wigksza o jedno$é do jakiej§ wielokrotnosci 22; istotnie, 2047
jest podzielne tylko przez 23 lub 89, z ktérego po odjeciu jednosci
pozostaje 88 — wielokrotnoéé 22..

Oto trzy bardzo piekne twierdzenia, ktére odkrytem i udowod—
nitem nie bez trudu; méglbym je nazwaé fundamentami znajdowania
liczb doskonalych. Nie watpie, ze Frenicle posunat sie jeszcze dalej,
ale ja przeciez dopiero zaczynam i bez watpienia twierdzenia te
uznajg za bardzo pigkne ci wszyscy, kt6érzy niewiele si¢ tym dotych-
czas zajmowali; chetnie tez poznalbym zdanie o tym pana de Ro-
berval“ 16,

Z przytoczonego fragmentu korespondencji Fermata z Mersen-
nem wynika jasno, ze w owym okresie jednym z gléwnych tematéow

1P Fermat, Oeuvres, b II, s. 198.
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matematycznych zainteresowan Fermata byly liczby doskonale, a je-
go badania w tym zakresie dotyczyly przede wszystkim reguly
Euklidesa na ich tworzenie. Jak juz powiedzieliémy poprzednio, cho~
dzilo tu gléwnie o znalezienie prostych sposoboéw na stwierdzenie,
czy jaka$ liczba postaci 2"—1 jest pierwszg czy nie. Wszystkie trzy
twierdzenia, podane w przytoczonym liScie, stanowia wtla$nie nie-
zwykle skuteczne narzedzie do tego rodzaju badan. Przy tym dwa
pierwsze sg bezposrednimi uogélnieniami bardzo szczegélnych wyni-
kow Brozka, a ich praktyczne znaczenie, jezeli chodzi o ich stoso-
wanie w problemie tworzenia liczb doskonalych, pokrywa sie w za-
sadzie ze znaczeniem regul Brozka. Natomiast trzecie twierdzenie,
szczegllnie trudne do znalezienia na drodze empirycznej, przewyz-
sza pod tym wzgledem znacznie oba twierdzenia poprzednie. Opiera-
jac sie bowiem na tym twierdzeniu mozna bezposrednio zbada¢, czy
dana liczba postaci 2”—1 jest liczbg zlozong, podczas gdy drugie
twierdzenie daje nam informacje nie o wybranej przez nas licz-
bie omawianej postaci, ale tylko o pewnych sposréd tych liczb. In-
nymi slowy, twierdzenie drugie, przy dowolnie wybranej liczbie
pierwszej p, podaje liczby postaci 2"—1, ktére sg jej wielokrotno-
§ciami, natomiast twierdzenie trzecie, przy dowolnie wybranej licz-
bie 2"—1 podaje wszystkie liczby pierwsze, ktére moga byé¢ jej po-
dzielnikami. Nie trzeba chyba specjalnie zaznaczaé, ze wlasnie twier-
dzenie trzecie — odwrotne w pewnym sensie do twierdzenia drugie-
go — posiada wigksze znaczenie praktyczne w interesujagcym nas tu
problemie. Zreszta w dalszym ciggu cytowanego powyzej listu po-
daje Fermat, w jaki sposéb, wlaénie na podstawie twierdzenia trze-
ciego, odkryl, ze liczba 137438953471, réwna 23’—1, jest podzielna
przez 223. Wiedzial mianowicie z géry, ze liczbe te moga dzieli¢ tylko
liczby pierwsze okre$lonej postaci, w tym przypadku tylko liczby
2(2-37)+1=149, 3(2-37)+1=223 itd., a wiec juz druga préba dala
mu wynik pozytywny. ;

Warto zaznaczyé, ze Brozek natomiast nie umial stwierdzié, czy
liczba 23"—1 jest liczbg pierwsza czy nie, i dlatego liczby 236 (237—1)
nie usunal z tabeli Bongusa. Daje nam to jeszcze jeden argument na
poparcie hipotezy, ze Brozek nie umial sformulowaé malego twier-
dzenia Fermata. Wyrazone tym twierdzeniem prawo podzielno$ci
liczb postaci 2"—1 przez liczby pierwsze daje réwnocze$nie wska-
zowke, wiréd jakich liczb pierwszych nalezaloby przede wszystkim
szukaé podzielnikéw ustalonej liczby 2"—1. Trzecie twierdzenie Fer-
mata wyjasnia to zagadnienie do konca, ale i bez niego mozna by —
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znajac tylko twierdzenie drugie — zajaé si¢ na przyklad w przypad-
ku liczby 2%—1 przede wszystkim zbadaniem jej podzielnoéci przez
liczby 149, 223 itd. Wydaje sie wiec bardzo prawdopodobne, ze gdyby
Brozek zdawal sobie w pelni sprawe z tego, iz wszystkie jego cechy
podzielno$ci moga byé szczegblnymi przypadkami pewnej reguly
ogblnej, i gdyby umiat te regule ogélng chocby tylko sformulowaé,
to mégiby takie w prosty sposéb znalezé, ze liczba 2%—1 jest po-
dzielna przez 223.

Zauwazmy, ze Fermat nie podaje sie bynajmniej za pierwszego
odkrywce zawartych w cytowanym liscie wlasnosci liczb calkowi~
tych. Wprost przeciwnie, wyraza przekonanie; ze zna je takze juz
- Frenicle. I tak tez najprawdopodobniej bylo. Frenicle nie mégiby
z takg swoboda operowaé dziesiecio- czy dwudziestocyfrowymi licz-
bami bez znajomosSci twierdzenn tego typu, ale sposréd 6dwezesnych
matematykow (nie liczac Kartezjusza, ktéry — zajety problemami
wiekszej wagi — nie przypisywat tego rodzaju badaniom zadnej war-
tosci) tylko jeden Fermat zdolny byl nadaé tym twierdzeniom tak
.0gblng postaé i uzasadni¢ je poprawnymi dowodami 7.

O tym, ze w tym okresie Fermat znal juz twierdzenie drugie
i w tym ogbélnym sformulowaniu, w jakim nosi ono dzi§ jego imie
(a — dowolne, niekoniecznie réwne 2), $wiadezy pézniejszy tylko
- o kilka miesiecy list, skierowany tym razem bezposrednio do Fre-
nicle’a. ; \

»Wydaje mi sie¢ — pisze w nim Fermat — ze po tym, co powie-
dzialem, musze Panu wyjawié podstawe, na ktérej opieram dowody
wszystkich twierdzen dotyczacych postepéw geometrycznych. Oto
ona:

Kazda liczba pierwsza dzieli niezawodnie jedng z poteg — 1 do-
wolnego postepu, a wykladnik tej potegi jest podzielnikiem danej
liczby pierwszej — 1; dalej, po znalezieniu pierwszej potegi spel-
niajgcej ten warunek, wszystkie potegi, ktérych wykladniki s wie-
lokrotnosciami' wykladnika p1erwsze], takze spelniajg ten wa-
runek* 18,

Po zilustrowaniu tego twierdzenia odpow1edn1m przykladem pi~
sze Fermat w dalszym ciggu:

17 Por. J. P. Gram, Nogle Bemaerkninger om Fermats Taltheory. Zeuthen
Festkr. 1909. Prace te znam tylko na podstawie jej streszczenia w ,Jahrbuch
tiber die Fortschritte der Mathematik”, t. XXXX, s. 55.

18P Fermat, Oeuvres, t. II, s. 208.

’
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»Iwierdzenie to jest prawdziwe bez wyjatku dla kazdego postepu
i wszystkich liczb pierwszych; postalbym Panu jego dowdéd, gdyby
nie obawa, ze list bedzie zbyt dlugi‘ 19,

Twierdzenie o podzielnosci liczb postaci a”—1 przez liczby pierw-
sze bylo zatem znane Fermatowi juz w roku 1640, a moze i nieco
wczeéniej. Niemniej jednak cytowane powyzej listy opublikowane
zostaly dopiero w po$miertnym wydaniu dziet Fermata w 1679 ro-

. ku. Oryginalny dow6d Fermata podzielil przy tym los dowodéw sze-
regu innych jego twierdzehn. Nie utrwalony w zadnym liScie, nie
przekazany w zadnym druku, przepadt dla nas bezpowrotnie, tak ze
pierwszym znanym nam dowodem tego twierdzenia jest dow6d Leib-
niza z roku 1680, réwniez nie opublikowany, ale zachowany za to
w rekopisie 29,

_ Ani Frenicle, ani tez Fermat nie oglaszali drukiem uzyskanych
przez siebie wynikéw. Wyjatkowo tylko pewne z nich, w formie jak
gdyby informacji dla szerokiej rzeszy czytelnikéw, przenikaly na
karty dziel kompilacyjnych Mersenne’a, ktéry — sam niezbyt tegi
matematyk — spelnial w tej epoce powstawania zycia naukowego
w nowoczesnym tego slowa znaczeniu role catej instytucji. Prowa=
dzgc korespondencje z przedstawicielami wiekszo$ci krajow euro-
pejskich, liczaec wéréd swoich przyjaciél ludzi tej miary co Kartez-
jusz, Fermat, Cavalieri, Torricelli i wielu innych, Mersenne byt do-
skonale poinformowany o najnowszych wydarzeniach i odkryciach

we wszystkich prawie dziedzinach nauki, a w szczeg6lno$ci w dzie-
dzinie matematyki i fizyki. Wielokrotnie tez wyzyskiwal te infor-
macje w swoich dzielach o charakterze kompilacyjnym, nie zawsze -
zresztg podajgc ich zrédlo. Tak tez bylo i z odkryciami Fermata

‘i Frenicle’a w teorii liczb doskonalych. Cze§é ich zostala podana,
oczywiScie bez zadnych dowoddow i blizszych szczegéléw, w formie
krétkiej wzmianki, w Praefatio generalis do ksiazki Mersenne’a
Cogitata Physico-mathematica ?!. Omawiajac tre§¢ przedkladanej
czytelnikowi ksigzki i nawigzujgec do jednego z jej ustepdw, pisze
Mersenne:

»Warto by tamze zaznaczyé, aby wszyscy majgcy ksigzke Bon-
gusa mogli poprawié jej bledy, ze sposréd 28 liczb uwazanych przez

19 Tamaze. :

20 Por, D. Mahnke, Leibniz auf der Suche nach -einer allgemeinen Prim-
zahlgleichung, B'bliotheca Mathematica (3) 13, s. 29.
. 2 F Marini Mersenni Minimi Cogitata physico-mathematica in quibus
tam naturae quam artis effectus admirandi certissimis demonstrationibus
explicantur, Parisiis 1644 ; o
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niego w rozdziale XXVIII ksiegi O liczbach za doskonale, nie wszyst-
kie sg liczbami doskonalymi, jako ze 20 z nich, to liczby niedosko-
nate; podal on zatem tylko 8 liczb doskonalych: 6, 28, 496, 8128,
23550336 22, 137438691328 i 2305843008139952128. Sg to liczby 1, 2, 3,
4, 8, 10, 12 i 29 tabeli Bongusa. Tylko one sg doskonatymi.

Dalej, liczby doskonate wystepuja tak rzadko, ze zdolano znalezé
ich dotychczas tylko jedenascie, to znaczy jeszcze trzy inne rézne
od Bongusowych; nie otrzymasz bowiem liczby doskonalej, réznej
od wymienionych o$miu, jezeli nie bedziesz brat w postepie dwobj-
kowym, zaczynajacym sie od jednosci, wykladnikéw wiekszych od
62. Dziewigtg bowiem liczbe doskonala daje potega o wyktadniku 68,
mniej 1, dziesiagta — potega o wykladniku 128, mniej 1, jedenastg
w koncu potega 258, mniej 1, to znaczy potega 257, pomniejszona
o jedno$é i pomnozona przez potege 256 23,

Mersenne nawigzuje wiec do twierdzeri Bongusa, podobnie jak
czyni to Brozek w swoich Rozprawach o liczbach doskonatych. Po-
dane w przytoczonym ustepie wyniki stanowig niewatpliwie tylko
nieznaczng cze$é rezultatéw uzyskanych w tej dziedzinie przez ma-
tematykéw francuskich. Siegaja one jednak znacznie dalej niz analo-
giczne tezy naszego uczonego. Wydaje sie przy tym, Ze wyniki te
przypisaé nalezy raczej Frenicle’owi niz Fermatowi 24

Dalsze losy problemu tworzenia liczb doskonatych wedlug reguty

Euklidesa i &ci$le z nim zwiagzanych zagadnien dotyczacych liczb
: pierwszych okreslonej postaci omawia szczegélowo E. Lucas w swo-
jej, cytowanej juz przez nas pracy. Szczegblowe zestawienie wyni-
k6w, uzyskanych w tej dziedzinie w czasach najnowszych znalezé
mozna na przyklad w artykulach W. Sierpinskiego, ogloszonych
w czasopi$mie ,,Matematyka‘ 2.’

22 Pomytka, najprawdopodobniej drukarska, powinno byé 33550336,
3 S 16

24 Oto co na ten tema-t pisze Paul Tannery: ,Nie ulega watpliwoéci, ze to
wlasnie w zwigzku z problemem liczb doskonaltych Fermat odkryl twierdze-
nie, ktoére dzi§ nosi jego imie; wydaje sie zresztg, ze problem ten stanowil
jedng ze specjalno$ci Frenicle’a i jemu to — jak sgdze — a nie Fermatowi,
nalezy przypisaé¢ te badania, ktorych wyniki podal Mersenne w stynnym uste-
pie swoich Cogitata Physico-mathematica. P. Tannery, Sur la date des prin-
cipales découvertes de Fermat, Bulletin des Sciences math. et astr. 2¢ série,
t. VII (1883), s. 116—128. Patrz takze: P. Tannery, Mémoires scientifiques,
t. VI, s. 1—18.

2% W. Sierpinski, O liczbach plerwszych, ,Matematyka®, VI, (1953),

2(24), 5. 11—15 oraz W. Sierpinski, Liczba pierwsza o 687 c'yfrach, ,Matema-
tyka*, VII (1954), 1(29), s. 3.



Jan Brozek o teorii liczb 553

s

II1

Jak wiadomo, do drugiej Rozprawy o liczbach doskonatych do-
laczyl Brozek obszerny ustep o liczbach zaprzyjaznionych 26, Podaje
w nim drugg pare takich liczb: 18416 i 17296 (pierwsza para: 220
i 284 byla znana jeszcze w starozytnosci). Regula ogélna, ktéra przy
tej okazji proponuje i ktéra nastepnie stosuje do znalezienia wy-
mienionej pary liczb zaprzyjaznionych, wymaga dwoéch czynnosci:

1. znalezienia dwdch liczb nieparzystych p i g takich, aby réznica
pomiedzy pierwsza z nich a druga byla réwna réznicy pomiedzy
sumg podzielnikéw (wlasciwych) drugiej i pierwszej;

I1. zbadania, czy po pomnozeniu obu tych liczb przez ktéry$ z wy-
razéw postepu 1, 2, 22, 2% ijtd., nie otrzymamy liczb zaprzyjaz-
nionych.

Sens tego przepisu jest bardzo jasny, a sam przepis mozna z lat-
woscig otrzymaé po troche tylko uwazniejszej analizie problemu. Na
to bowiem, aby dwie liczby postaci 27p, 2"q, gdzie p i g sa nieparzy-
ste, a n jaka$ liczbg naturalng, byly liczbami zaprzyjaznionymi,
potrzeba, aby liczby p i q spelnialy warunek I, to znaczy, aby
réznica p—q byla réwna réznicy pomiedzy sumg podzielnikéw liczb
q i p. Tak na przyklad, dla pary 220 i 284 mamy n=2, oraz p=55,
a _g=T71; podzielnikami liczby 55 s liczby 5 i 11, 71 jest liczbg
pierwsza. Suma podzielnikéw liczby 55 wynosi zatem 16 i, jak latwo
sprawdzié, warunek I jest spelniony. Jest to zatem warunek ko-
nieczny, jaki powinny spetnia¢ liczby p i q, jezeli para 2"p, 2%g
ma by¢ parg liczb zaprzyjaznionych. Ale bynajmniej nie wystarcza-
jacy. Stad gtéwna stabo$é reguly Brozka i jej minimalna przydatnosé
.do tworzenia par liczb zaprzyjaznionych. Juz samo znajdowanie liczb
nieparzystych, speiniajgcych warunek I nie jest rzeczg prostg. Syste-
matyczne ich wyszukiwanie, bez pomocy jakich§ dodatkowych re-
gul, wymagaloby bowiem dokonywania rozkladu na czynniki setek
i tysiecy liczh, a fakt, ze takich par mozna by podaé stosunkowo
duzo, nie tylko nie ulatwialby pracy, ale wprost przeciwnie, stano-
wilby dodatkowg trudnoé¢, zwazywszy, ze mnozenie tych par przez
wyrazy postepu 1, 2, 22, 2% itd. tylko wyjatkowo mogloby nam do-
starczyé pare liczb zaprzyjaZnionych, gdy tymczasem stwierdzenie
nieprzydatno$ci do tego celu wielu innych takich par pochloneloby
wiele dodatkowej pracy. Tak na przyklad, pary 15, 23 i 21, 31

26 Liczbami zaprzyjaznionymi nazywamy pare liczb a, b takich, ze suma
podzielnikéw liczby a réwna jest b, a suma podzielnikéw b réwna jest liczbie a.
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a takze 33, 47 itd. czynig wprawdzie zado§¢ warunkowi I, ale do two-
rzenia liczb zaprzyjaznionych wedlug przepisu II sluzy¢ nie moga.
W kazdym badZ razie widaé stad natychmiast, ze reguly Brozka
nie mozna mierzyé ta samg miarg, co na przyklad, identycznych
zreszty ze sobg, regut Thabita Ibn Qurrah, Fermata i Kartezjusza:
Liczby 2%(3-2"—-1) (3-2"1—1) i 2%(9-22"1—1) sq zaprzyjainione,
jezeli tylko 3-2"—1, 3-2"1—1 i 9.2"1—] sq liczbami pierwszymi.
Stosowanie tej reguly wymaga tylko stwierdzenia, ze pewne,
SciSle okreslone liczby sa liczbami pierwszymi, pozwala — innymi
stowy — na skoncentrowanie uwagi na pewnych jedynie liczbach,
podczas gdy reguta Brozka nie wyklucza, nie eliminuje z pola ba-
dan zadnych liczb i jej stosowanie prowadzi do zagadnienia doty-
. czgcego znowu wszystkich liczb calkowitych i pod tym wzgledem
w stosunku do problemu wyjSciowego nie stanowi Zadnego postepu.
Systematyczne wyszukiwanie par liczbowych spelniajacych wa-
runek I jest nie tyle trudne, ile ucigzliwe. Dla uproszczenia, rezyg-
nujgc ewentuainie z innych par tego typu, mozna by sie ograniczyé
do poszukiwania takich par, w ktérych jedna z liczb jest liczba
pierwsza. Wéwczas wystarczy kazda po kolei liczbe nieparzysts roz-
lozyé na czynniki pierwsze, znalezé wszystkie jej podzielniki, a na-
stepnie utworzy¢ ich sume z pominieciem jedno$ci i samej liczby.
Jezeli po docaniu tej sumy do badanej liczby otrzymamy liczbe
pierwsza, to wlaénie ta liczba pierwsza wraz z liczbg badang bedzie
stanowila szukang pare. Tak na przyklad, liczba 55 rozklada si¢ na
dwa czynniki: 5 i 11. Ich suma wynosi 16. Po dodaniu tej sumy do
55 otrzymujemy 71 — liczbe pierwsza. Tak wiec, chcac znalezé w ten
spos6b drugg z kolei pare liczb zaprzyjaZnionych, trzeba by tego ro-
dzaju rachunki, latwe poczatkowo, ale pézniej coraz trudniejsze,
przeprowadzié az do liczby 1081, wykluczyé po drodze szereg par
spelniajgcych wprawdzie warunek I, ale do tworzenia liczb zaprzy-
jaznionych zupelnie nieprzydatnych, i stwierdzi¢ w korncu, ze liczba
1081, powiekszona o sume jej podzielnikéw z pominieciem jedroSci,
to jest liczba 1151, jest liczba pierwsza, a nastepnie rozpatrzeé
wszystkie pary liczbowe, otrzymane z pary 1081, 1151 przez pomno-
zenie przez liczby 2, 4, 8 i 16. Tymczasem stosowanie reguly Thabita
Ibn Qurrah wymagaloby tylko stwierdzenia, ze 23, 47 i 1151 sg licz-
bami pierwszymi, a wiec znikomej jedynie czeéc:l tej pracy, co stoso-
wanie reguty Brozka.
Jedno jednak warto jeszcze podkreslié. Oto6z, gdybyémy szukali
liczb zaprzy]azmonych sposobem Brozka, nawet po. przyjeciu
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z gbéry, ze bedziemy sie ograniczaé do rozpatrywania tylko takich
par liczb spelniajgcych warunek I, w ktérych jedna jest liczbg
pierwszg, to i tak otrzymalibySmy wszystkie pary liczb zaprzyjaz-.
nionych, jakich moze nam dostarczyé regula Thabita Ibn Qurrah.
Istotnie, do podanego przez niego wzoru na liczby zaprzyjaZnione:
2*(3.2"—1) (3-2%'—1) i 27%9.22»'—1) dochodzi jeszcze dodatkowy"
warunek, aby czynnik 9-27—1 byl liczbg pierwsza, a przeciez para
liczb (3-27—1) (3-2%1—1) 3 9.22*1—1, to Wlaéme para spelniajaca
pierwszy warunek Brozka.

Z podanych powyzej powoddw mozna z calg stanowczoScig
stwierdzi¢, Ze znalezienie {rzeciej pary liczb zaprzyjaznionych
w proponowany przez Brozka sposéb, bez pomocy dodatkowych re-
gul, byloby wrecz niemozliwe. Nie ulega tez watpliwoéei, ze i znale-
zienie pary 18416, 17296 kosztowaloby Brozka niemalo trudu, gdyby
prawda bylo to, Zze znalazl jg samodzielnie, jak to'twierdzg Franke
i Dianni. Ale tak bynajmniej nie bylo. I tutaj musimy.przejsé do
drugiej, niezwykle waznej kwestii: w jakim stosunku pozostajg ba-
dania Brozka nad liczbami zaprzyjaznionymi do analogicznych ba-
dan na zachodzie Europy?

Zaraz na wstepie przyjdzie nam stwierdzi¢, ze poglad Frankego
i Dianni, jakoby Brozek byl pierwszym z matematykéw europej-
skich, ktéry znalazt drugg pare liczb zaprzyjaznionych, jest bezpod-
stawny. Na dlugo bowiem przed naszym uczonym podal jg Piotr
Fermat. Wyliczajac swoje gtéwne dotychczasowe odkrycia w dzie-
dzinie matematyki, pisze on w liscie do Robervala z 22 wrzes$nia
1636 roku miedzy innymi:

»W ten wlasnie spos6b znalazlem liczbe 672, dla ktérej suma
podzielnikéw jest dwa razy od niej wieksza, tak jak suma podzielni-
kéw liczby 120 jest dwa razy wigksza od 120.

Réwniez w ten sam sposéb znalaziem. nieskonczenie wiele liczb
‘majacych te samg wlasnos$é, co 220 i 284, to znaczy takich, ze suma
podzielnikéw pierwszej réwna jest drugiej, -a suma podzielnikéw
drugiej réwna jest pierwszej. Jezeli chce Pan przykiad dla lepszego
zapoznania si¢ z problemem, to prosze:

17296 i 18416

spelniaja ten warunek. Jestem pewny, ze zgodzi sie Pan ze mna, iz
to zagadnienie i inne tego rodzaju.sg bardzo trudne; ich rozw1aza-
nie postalem, dawmej Jeszcze Panu de Beaugrand“ IA :

27 P, Fermat, Oeuvres, t. TI, s. 72.
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Wynika stad, ze Fermat zajmowal sie tym problemem jeszcze
przed rokiem 1636, w ktérym to roku Mersenne oglosit czesé uzyska-
nych przez niego wynikéw w Préface générale do dziela Harmonie
Universelle, zaznaczajac przy tym, ze autorem ich jest Fermat. Pisze
on mianowicie: b

,,Gdybym chcial pisaé o ludziach wysokiego pochodzenia lub wiel-
kich przymiotéw, ktérzy znajduja w tej czeSci matematyki takie upo-
dobanie, ze — by¢é moze — nie mozna by ich juz niczego nowego
nauczy¢, powtérzylbym nazwisko tego, ktéremu poswiecona jest
ksiega O Organach ?® i dodalbym don Pana Fermata, radce Parla-
mentu Tuluzy, ktéremu zawdzieczam podanie dwoéch liczb 17298
i 18416, ktérych podzielniki odtwarzajg je nawzajem, podobnie jak
to czynig podzielniki dwdch liczb 220 i 284; ... zna on tez niezawodne
reguly na znaJdowame nieskonczenie w1e1u innych liczb tego ro-
dzaju‘f 29, :

Wprawdzie nie podaje tu Mersenne sposobu tworzenia liczb za-
przyjaznionych, ale czyni to juz w roku nastepnym w Seconde Par-
tie de "Harmonie Universelle 39, Podobnie jak w roku poprzednim,
ogranicza sie jednak do podania tylko dwdch pierwszych par liczb
zaprzyjaznionych. Trzecia pare takich liczb, mianowicie pare: 9437056
i 9363584 znajdujemy po raz pierwszy w liScie Kartezjusza do Mer-
senne’a z 31 marca 1638 roku 3!. Kartezjusz podobnymi problemami
nigdy sie specjalnie nie zajmowal, a te pare liczb zaprzyjaznionych
podal jako odpowiedZz na wyzwanie Stefana Pascala i Robervala,
uczestniczgcych po stronie Fermata w ‘stynnym sporze pomiedzy
nim a autorem Rozprawy o Metodzie, toczacym sie woké6t Dioptryki
Kartezjusza z jednej strony, a metody maksiméw i miniméw Fer-
mata z drugiej. Pytanie, czy Kartezjusz znalazl te nowa pare liczb
zaprzyjaznionych samodzielnie, czy tez korzystal przy tym z publi-
kacji Mersenne’a, jest dla nas nieistotne. Wazne jest to, ze juz w ro-
ku nastepnym, w przedmowie do Nouvelles Pensées de Galilée 32, po-
daje Mersenne wszystkie frzy pary liczb zaprzyjaznionych:

28 Mowa tu o Stefanie Pascalu, ojcu slynnego Blazeja.

2% M. Mersenne, Harmonie Universelle (1636). Cytuje podtug P. Ferma-
ta, Oeuvres, t. II, s. 20.

30 Odpowiedni ustep tego dziela cytuja wydawcy dziel Fermata. Patrz
P.Fermat, Oeuvres, t. II, s. 22 i nast.

31 Por. R. Descartes, Oeuvres, Edition de Ch. Adam et P. Tannery, t. II,
8. 93 i nast.

32 Les mouvelles pensées de Galilée, mathématzcien et ingénieur du duc
de Florence..., Paris 1639.
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,,Nie znano réwniez innych liczb, ktérych podzielniki wziete na-
przemian dawalyby te same liczby, poza liczbami 284 i 220, ktére
nazwano zaprzyjaznionymi, poniewaz podzielniki 284 daja 220, a po-
dzielniki 220 daja 284. Niedawno jednak znaleziono dwie nastepujgce
pary: 18416, 17296 i 9437056, 9363584 %3, ‘

Wszystkie wymienione powyzej ksiazki Mersenne’a byty najpraw-
dopodobniej Brozkowi zupelnie nieznane. Duza przeszkode w ich
poznaniu stanowil chociazby fakt, ze byly one pisane w jezyku fran-
cuskim, jakkolwiek trzeba zaznaczy¢, ze réwnocze$nie z Harmonie
Universelle ukazal sie lacinski przekilad tego dziela. Ale Mersenne
wraca jeszcze dwukrotnie w swoich publikacjach do liczb zaprzy-
jaznionych. W cytowanej juz przez nas ksigzce Cogitata Physico-
mathematica, bezpoSrednio po przytoczonym powyzej ustepie o licz-
bach deskonatych, pisze Mersenne:

»Sg takze inne liczby, nazywane zaprzyjaznionymi, jako ze majg
one podzielniki, ktére je odtwarzaja nawzajem, takimi sa — maj-
mniejsze ze wszystkich — 220 i 284, podzielniki bowiem pierwszej
tworzg druga i, na odwroét, podzielniki drugiej daja dokladnie pierw-
sza. Takimi réwniez sg 18416 i 17296, a takze 9437036 i 4363584 i nie-
skonczenie wiele innych‘ 34, ;

Ot6z w Bibliotece Jagiellonskiej znajduje sie jeden egzemplarz
tej ksiazki (pod sygnatura: Mathesis 1247), latwo przy tym stwier-
dzié, ze ksigzka ta przeszla przez rece Brozka 35. Co wiecej znal on
z pewnoécig dokladnie jej tresé. Swiadczg o tym poczynione przez
niego na niej-tu i 6wdzie notatki,"a w szczegdlnoséci dluzsza notatka
na wewnetrznej stronie tylnej okladki. Pisana jest ona niewatpliwie
rekg Brozka. Wprawdzie jej tre$é nie dotyczy tej czeSci ksiazki,
w ktérej Mersenne pisze o liczbach zaprzyjaznionych, ale za to na
marginesie tej samej strony, na ktérej o nich mowa, tuz obok przy-
toczonych powyzej ustepéw o liczbach doskonalych i zaprzyjaznio-
nych znajduje si¢ notatka o nastepujacej tresci: -

' 9437036
4718518
2359259

non sunt
amici

68; Cytuje za wydawcami dzie! Fermata. Patrz P. Fermat, Oeuvres, t. 1V,
5. 66.

3 S, 186 ;

3 W zidentyfikowaniu pisma Brozka pomogla mi kierowniczka Dzialu Sta-
rodrukéw Biblioteki Jagiellofiskiej, p. dr A. Kaminska, za co jej przy tej okaziji
serdecznie dzigkujg. -
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4363584
2181792
1090896
. ete.

Jej sens latwo zrozumieé. W podanej przez Mersenne’a trzeciej
parze liczb zaprzyjaZnionych sg dwa bledy, zamiast 9437056 jest
9437036, a zamiast 9363584 jest 4363584. Podana zatem w ten spo-
sOb para istotnie nie stanowi pary liczb zaprzyjaznionych. Widoczne
jest to zreszta matychmiast choéby stad, ze juz polowa pierwszej
liczby jest wieksza od drugiej, a wiec i suma podzielnikéw pierwszej
liczby mie moze byé réwna drugiej liczbie. Autorem przytoczonej
powyzej notatki marginesowej byl takze Brozek, podobnie jak i dru-
giej notatki dotyczacej znowu wlasnoéci liczb, a umieszczonej obok
podane] przez Mersenne’a tabeli podzielnikéw liczby 5040:-

sme ordine sic recensentur 36,

W pierwotnej wersji niniejszego artykulu (pisanej w pazdzier-
ku 1956) na podstawie przytoczonej powyzej notatki Brozka na mar-
gipesie dziela Mersenne’a i stwierdzenia, Ze regula Brozka na two-
rzenie liczb zaprzyjaZnionych praktycznie nie przedstawia prawie
zadnej warto$ci, wysunalem hipoteze, ze wynik Brozka (tj. druga
para liczb zaprzyjaznionych) nie jest oryginalny. Drugg Rozprawe
o liczbach doskonalych znalem wtedy jedynie z jej streszczenia w mo-
- nografii Frankego i z ttumaczenia jej fragmentéw w Wyborze Pism.
Jedyny woéweczas egzemplarz Apologii, jakim rozporzadzala Bi-
blioteka Jagielloniska (sygn. 50849 I) byl pozyczony. Tymczasem
z koficem 1956 roku Biblioteka pozyskala skad$é drugi egzemplarz
tego dziela (sygn. 355840 I Mag. St. Dr. XVII), tak ze kiedy w grud-
niu tego roku paonownie zagladnalem do Biblioteki, moglem juz za-
poznac¢ si¢ z oryginalem drugiej Rozprawy Brozka. I c6z sie okazato?
Oprécz szeregu zdan potwierdzajacych moja hipoteze o sposobie
tworzenia sita dla liczb postaci 2°—1, znalaztem w nim i taki oto
ustep: :

»Nie udowodniono, ze mie ma wiecej liczb zaprzyjaznionych.
Dtugo pilnie te rzecz badal czcigodny Stanistaw Pudlowski, obojga
praw doktor i profesor, slawny ze swego wybornego i gruntownego
wyksztalcenia; krétko przed $miercig pisal do mnie podajac za Mer-
sennem pare 18416 i 17296, a takze pare 9437036 i 4363584. Ale te

36 Na przedostatme; stronie w Praefatio ad lectorem przed ksiega De hy- .
draulicis et pneunmths phae'rwmems
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ostatnie liczby od razu okazujg si¢ nieprzydatne,” polowa bowiem
wiekszej jest o wiele wieksza od mniejszej, a wiec suma jej podziel-
nikéw przewyzsza liczbe mniejsza“ %7.

Wynik Brozka jest zatem maprawde nieoryginalny! Co wigcej
nawet, Brozek wcale tego nie ukrywa. -Zupelnie natomiast nie rozu-
miem, jak to sie stalo, ze dotychczasowi badacze matematycznych
pism Brozka tego ustepu w ogéle nie zauwazyli. Czyzby nie bylo go
w tym egzemplarzu Apologii, ktérym sig postugiwali?

Przy okazji warto takze od razu zaznaczy¢, ze i szereg innych
wiadomo$ci o wlasnoéciach liczb calkowitych zaczerpnal Brozek
z dzieta Mersenne’a. Tak na przyktad, podaje on w drugiej Rozprawie
liczby 120 i 672, jako przyklady liczb, dla ktérych suma podzielni-
k6w jest dwa razy wieksza od samych liczb (poréwnaj cytowany list
Fermata z 22.1X.1636) i liczbe 30240 jako przyklad liczby, dla ktérej
suma podzielnikéw jest trzykrotnie wigksza od samej liczby. Wszyst-
kie te przyklady, obok wielu innych tego samego typu, mozna zna-
lezé w Praefatio generalis dziela Cogitata Physico-mathematica. Tym
razem jednak Brozek nie wspomina o zrédle swoich informacji, po-
dobnie jak i pomija zupelnym milczeniem fakt, ze w tym ‘wlasnie
dziele Mersenne informuje o wyniku weryfikacji liczb rzekomo do-
skonalych Bongusa. -

Jeszcze raz, tym razem tuz przad swoja émiercia, wraca Mersenne
do problemu liczb zaprzyjaznionych w dziele Novarum Observatio-
num Physico-mathematicarum F. Marini Mersenii Minimi tomus III,
quibus accessit Aristarchus Samius de Mundi systemate, wydanym
w Paryzu w 1647 roku. W rozdziale De numerorum arcanis, na s.
180 podaje mianowicie, nawigzujac do poprzednich informacji o licz-
bach zaprzy]azmonych umieszczonych w Cogitata Physico-mathema-
tica, spos6b ich tworzenia.

»W tym samym miejscu mowa o liczbach zaprzyjaznionych, kt6-
re tak oto mozesz znalezé. Obierz taka liczbe nalezaca do postepu
dwobjkowego, aby jej trzykrotnos¢, pommiejszona o 1, byla liczbg
pierwsza i aby dwukrotno$¢ tej ostatniej liczby, powiekszona o 1,
byla takze liczba pierwsza, po pomnozeniu jej przez podwojenie
liczby wzietej z postepu dwbdjkowsago powstanie pierwsza z liczb za=
przyjaznionych, iloczyn za$§ dwoéch pierwszych liczb, pomnozony
jeszcze przez wymieniong liczbe postepu dwo;kowego da drugg licz-
be zaprzyjazniona“.

'8 Apologia, 's. 154.
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Latwo sprawdzié, ze jest to wlasnie regula Thabita Ibn Qurrah,
jezeli bowiem obrang liczbg postepu dwodjkowego bedzie 271, to
pierwsza z wymienionych przez Mersenne’a liczb bedzie miala po-
staé 3-271—1, druga za$§ bedzie réwna

2(3-2™ 1---1)+1 3.2"—1
a trzecia : N
(3-271—1) (3-27—1) + 3-2"1—1 + 3.27"—1=9.22"1 ]

a wiec zupelie tak samo jak u matematyka arabskiego. Regule te
podal Mersenne’owi Fermat. W nieco innej postaci oglosil ja Mer-
senne, jak juz pisalem, w 1639 roku w Nouvelles Pensées de Galilée.

Réwniez i Novarum Observationum Physico-mathematicarum
F. Marini Mersenni Minimi tomus 1II znajduje sie¢ w Bibliotece Ja-
giellonskiej (sygn. Medicina 5741 i 5742, oprawione wraz z Medicina
Practica Francisci Feynei), Brozek go jednak najprawdopodobniej
nie znal, i to tlumaczyloby, dlaczego jeszcze w 1652 roku twierdzi,
ze nie znaleziono dotychczas ogdlnej reguly ma tworzenie liczb za-
przyjaznionych. ‘

o Iv

Tak wiec, wydaje sie, ze gléwny trzon, punkt wyjScia a zarazem
najistotniejszy i najwartoéciowszy wynik obu Rozpraw o liczbach
doskonatych stanowia: :

. 1° koncepcja sita eliminujgcego liczby zlozone postaci 2" — 1,
czeSciowe jego skonstruowanie i zastosowanie do krytyki liczb rze-
komo doskonalych Bongusa,

2° blizsza analiza problemu tworzenia liczb zaprzyjaznionych,
tak bowiem nalezy oceni¢ tresé reguly Brozka na tworzenie takich
liczb, sama za$§ regula, jak staralem sie to wykazaé, z trudem tylko
zasluguje na te nazwe.

Trudno.odméwié tym wynikom i koncepcjom oryginalnoéci i waz-
nosci. Z drugiej jednak strony nie mozna zbytnio przeceniaé. orygi-
nalnego wkladu Brozka do teorii liczb, szczegblnie jezeli wzigé pod
uwage poziom i problematyke specjalnie w tym okresie bujnego
rozkwitu matematyki, ktéry przypadt na ostatnie 20 lat zycia Broz-
ka, kiedy to nowe zupelnie horyzonty odkrywali Cavalieri i Torricelli
we Wloszech, Kartezjusz, Fermat, Pascal, Desargues, Roberval i wie-
lu innych we Francji. Tymczasem z historii probleméw, ktérym po-
Swiecone byly Rozpreawy Brozka, wynika niedwuznacznie, ze w cza-
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sie pracy nad nimi Brozek stracit juz kontakt z matematyka euro-
pejska, czego trudno nie zalowaé, wspélpraca bowiem, a nawet wy-
miana mys$li z czolowymi przedstawicielami matematyki na zacho-
dzie Europy, pozwolilaby niewatpliwie Brozkowi na pelniejsze wy- -
korzystanie swego matematycznego talentu. Charakterystycznym wy-
daje sie przy tym fakt, ze to nie Brozek, ale jego przeciwnik w spo-
rze o istnienie prézni, Walerian Maghi, utrzymywat korespondencje
z Mersennem. Wsréd korespondentéw i przyjaciél Mersenne’a byla
w og6le spora garstka mieszkancéw Polski lecz Brozka braklo mnie-
stety w ich liczbie 38.

O PABOTAX fAHA BPOXKEKA IIO TEOPUM YHCEJI

Brigarommiica ronbeguii matematur XVII B. u Bpoxexr (Joannes Broscius
— 1585—1652) B cBOMX JBYX TPakKTaTax nox obumm 3arjgaBmuem ,,De numsaris per-
fectis disceptatio” (mepBoe m3ganHme nmepBoro Tpaktata — 1637, mepBoe mM3nauue
BTOporo — 1652), mogasam, uro 10 m3 20 umcen Bupga 2n—! (20 — 1), KOTIpHIE
Boaryc (,,De mistici numerorum significatione” — Bergamo 1583) m zapyrue
MaTeMaTMKM CUMTAJNM COBEPUICHHBLIMM, TAKOBBIMM He SABJAIOTCA. Kak M3BECTHO,
JJIsT 9TOr'0 JOCTATOYHO OLLIO JOKa3aTh, YTO COOTBETCTBYIOLME uMcia Buja 2N — 1
He ABJIAIOTCA NepBbIMM uyciamyu. C 910l neabio Bpoxkek dopmyaupyer (He npu-
BOJZiA OKA3aTeJbCTB) 25 NMPU3HAKOB JEJMMOCTM 4HMcia paja (20 — 1) yepe3 oue-
penHbIe IIepBble uucya ot 3 ao 101:

2%k — 1 = 0 (mod 3); 2¢%k — 1 = 0 (mod. 5); ... 225k — 1. = 0 (mod. 17);
210k — 1 = 0 (mod. 101); (k = 1, 2, 3, w.eeueus )

Cnenoaa'renbno, 9TO OTAEJNBHBIE CJyday TaK Ha3bIBAaeMOi MaJIOil TEeOPEeMbI
‘Depma.

ABTOp cTaTby IIOKa3bIBaeT, KakK DBpPOKEK, MOJbL3ysACh CUTOM OpacTodeHa,
MOT IIpocTeimmMM o0pa3oM OTKPLITH YKa3aHHBbIE BbILIE MPU3HAKM JeJIMMOCTU
¥ BO3MOXKHO OOocHOBaTh uMX. OH BBIBUTAeT NPM STOM TUIIOTE3, HUTO CO3JAHME
Insa uuces paga (2" — 1) cura, aHAJOMMYHOTO CUTy DpacTodeHa AnA pAga HaTy-
panbHBIX 4yuces, ObUIO I'IaBHBIM HaMepeHueMm Bpoikeka, M 4To 25 NPMBEASHHBLIX
NPU3HAKOB ABJAIOTCA HA4YAJOM VIMEHHO TaKOro cura. B cBA3M € 3TUM aBTOD
CTaTby IpeAJaraeT NPMHATH AJA YIOMAHYTHIX BbIIIe yTBepxAeHuit Bpoxera
' obmiee HasBanme cura Bpoxkeka. B KauecTBe 060CHOBaHMSA CBOErO rMUIOTE3a aBTOD
NPMBOAVIT HECKOJBKO BBIJEPIKEK U3 000MX TPaKTaTOB BpokeKka, KOTOpble rOBO-
PAT B IIOJB3Y STOrO I'MIIOTE3A.

38 Oto co pisze na ten temat H. de Coste w La vie du R. P. Marin Mer-
senne: ,,Apreés la mort on a trouvé- dans sa cellule plusieures lettres qui lui
ont été écrites par Mr le Cardinal Francois Barbarin..., par le R P. Valerien
Magni docte Capucin Milanez, aussi de Varsovie,..., par feu Mr Jean Charles
Comte de Conopaskij, Abbé de Tinez, de Vachory en Pologne: par Jean He-
velius Eschevin, de la ville et République de Danzick au méme Royaume: par
Laurens Eichstadius Medecin, de la méme ville de Danzick: par Joh. Mochinge-
rus de la méme ville:..“. Cytuje podiug artykuilu B. Boncompagni, Intorno
alcune lettere di Evangelista Torricelli, del P, Marino Mersenne e di Fran-
cesco du Verdus. ,,Bulletino’ di Bxlbhograxﬂla e di Storia delle scienze matema-
tiche e fisiche®, t. VIIL
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MmuoOro MecrTa OTBEJEHO B CTAThHE OCBELIEHMIO TOM YACTU MCTOPUM MATEMATURWM
Ha 3anaze EBpomnbl, KOTOpasd HEINOCPE/CTBEHHO CBA3aHA C TEMOi TPaKTaTOB
Bpozxkeka. B wacTHOCTHM, NIPUBEAEH PAJ OTPBLIBKOB M3 IEepenmucku Pepma, dpe-
HUKJA, MepceHa U COOTBETCTBYIOLME BBIJEPIKKM M3 TPYAOB 9TOTO IIOCJIEAHEro.
' YacTh CBOEro BTOPOTrO TPAaKTaTa HAa TEeMy COBEpPIUEHHBLIX uuces Bpoxkexk Io-
CBATUI PACCYIKIAECHUAM II0 BONPOCAM APYIKECTBEHHBLIX umces. EMy npuHapgneRkur,
B YaCTHOCTY, OJHO TIPaBUJIO, Kacarolujeecs o0pa3oBaHyus 9TOro poja umcesn. OxHa~-
KO, B IIOJILCKOI JiMTepaType, MOCBAMIEHHO pabGoram Bpozkeka II0 MaTeMaTHMKe,
monorpacdoum §1. Ppanre (1884) m IO. Jnammm (1949), pesyabrarsl ero pabor
B 9TO 00JIacTM TEOPMM HUMCeJI OLEHMBAJNNMCh B KOPHE HENPaBMUJILHO.

ABTOp crarby Gosiee MOAPOGHO aHAMUBUPYET YIIOMAHYTOE NMPaBuyo Bpokera
06 oOpazoBaHuM APYIKECTBEHHBLIX YMCEJ M AOKA3bIBAET, YTO OHO TOYTH LESIMKOM
HEeIIPUIOXHO HJIA TOM LeJM, KOTOPOH .AOJKHO ObLI0 CiIyRuTh. KpoMe TOro aBTO-
POM OKa3bLIBAETCA, YTO HEKOTOPble PE3yJbLTaThl, NPUBENEHHBLIE Bpoxkerov (BTO-
pad o cyUery mnapa ApPYyIKeCTBEHHBIX umucesn 18416 m 17296, umcna 120 u 672, ana
KOTOPBLIX CyMMa AejuTesieili B ABa pa3a Gojblue umucesn M T. 4.), M CUMTABILMECH
ZO CHUX IIOP €ro OPMUTMHAJNBHBLIM NOCTMIKEHMEM, Oblay MM B3AThHI U3 U3BECTHOI'O
Tpyna Mepcena ,,Cogitata physico-mathematica”.

Tak:ke M B 9TOM CJy4ae aBTODP CTATbM PMBOAUT YCHEPILIBAIOLIME CBEIe-
HMA 0 UCTOPUM TEOPUM ADPYIKECTBEHHBIX 4MCeJ B IIepBoii nojoBune XVII Bega.

JOANNES BROSCIUS AND HIS DISSERTATIONS ABOUT THE THEORY
OF NUMBERS

Jan Brozek (Joannes Broscius 1585—1652) a prominent Polish mathema-
tician in two of his dissertations under a common title De numeris perfectis
disceptatio (first edition of the first dissertation was published in 1637, first
edition of the second — in 1652) has estsblished that among the 20 numbers
of the type 22—t (2n—1) which Bongus (De mistica numerorum significa~
tione, Bergamo 1583) and other mathematicians considered to be perfect,
10 of them are not perfect. It is common knowledge that to attain this end
it is only mecessary to prove that the corresponding numbers of the type
2n—1 are not prime numbers. In order to reach this end Brozek formulates
(giving no proof) 25 par-crpertes of divisibility of numbers belonging to ‘I:he
sequence (21— 1) by succesive prime numbers frcm 3 to 101:

2% —1=0 (mod 3); 2*—1=0 (mod 5;... 2 % _1=0 (mod 17)...
2‘00k—1=0(m0d 101) (k=1)2:3)"‘ 2

These are therefore particular cases of the so called little Fermat’s theorem.

The author of this article demoustrates how Broscius was able to discover,
with the aid of Erastostenes sieve, in a very simple way the above named
properties of divisibility and to prove them. He assumes that Brozek’s chief .
intention was the formulation of a sieve for numbers of the sequence (2n —1),
amalogues to the Erastostenes sieve for natural numbers, and that the 25 pro-
porties were just the beginning of such a sieve. He proposes therefore that
the above named theorems should be given a common name-Brozek’s sieve.
To establish his claim the author gives a number of quotations from both
Brozek’s dissertations.

A large part of this article is devoted to make the Polish reader acquainted
with such fragments of the history of mathematics in Western Europe that
are directly connected with Brozek’s dissertations. He gives a number of
quotations taken from correspondencs of Fermat, Frenicle and Mersenne and
whole passages from the works of the last named. ;
i A part of his second dissertation or perfect numbers Brozek devotes to

the problem of friendly numbers. Among others he is the author of a certain
rule concerning the formation of such mumbers. In the Polish literature
*however which deals with the mathematical works of Brozek (monograph by
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J. Franke — 1884 and J. Dianni — 1949) the results obtained by Brozek in
this department of the theory of numbers have been wrongly interpreted.

The author examina closely the above.named Brozek’s rule on the
formation of friendly numbers and demonstrates its complete uselessness. for
the purpose for which it was intented. He demonstrates moreover that
a whole number of results obtained by Brozek (the second consecutive pair of
friendly numbers 18416 and 17296, numbers 120 and 672 whose sum of
divisors is twice as great as the .numbers themselves asf) and which
hitherto were considered to be Brozek’s original work were taken by him
from well known work of Mersenne’ Cogitata physico-mathematica.

As he has done before the author prcvides here abundant information as
to the history of the theory of friendly numbers in the first half of the XVII

century.



