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O NARODZINACH POJECIA PRAWDOPODOBIENSTWA *

1. WSTEP

W wigkszos$ci opracowan z zakresu historii matematyki (por. [16],
[21], [20], [10], [17], [32]) za date narodzin rachunku prawdopodobienstwa
przyjmuje sie rok 1654, kiedy to pomiedzy Pascalem i Fermatem za-
wigzala sie korespondencja dotyczgca rozwigzan problemoéw wyniklych
w zwigzku z uprawianiem gier hazardowych. Takie stanowisko stwarza
wrazenie, ze wszelkie wczesniejsze proby zajmowania sie problematyka
probabilistyczng nalezaloby uzna¢ za epizodyczne i nie majgce istotnego
wplywu na utworzenie sie tej teorii, ktéra w momencie swego pojawie-
nia sie przybrala juz od razu stosunkowo zaawansowang matematycznie
forme (por. [21], [16], [22]) i odtad stale byla w centrum ‘zaintereso-
wania matematykow. Istniejgce na ten temat hipotezy — prébujgce wy-
jasnié owo nagle pojawienie sie teorii prawdopodobienstwa (por. [20]) —
sg mgliste i malo przekonujgce (por. [12]). Nie wyjasnia tego nawet
szczegblnie sprzyjajagca rozwojowi nauki atmosfera, jaka panowala
w okresie okoto r. 1660 w Europie. Byly to bowiem lata najwiekszych
odkry¢ I. Newtona i niezwyktego rozkwitu szkoly Port Royal z jej styn-
nym zbiorowym dzielem pt. Logika (Ars Cogitandi) — nielatwo znalezé
w historii matematyki i w ogéle nauk Scislych okres réwnie obfitujgcy
w tyle istotnych przemian.

Tymczasem analizy zachowanych do naszych czas6w materiatéw Zro-
dlowych wskazujg, iz problematyka o charakterze probabilistycznym po-
dejmowana byla w réznorodnych dziedzinach dziatalnosci czlowieka juz
od czaséw glebokiej Starozytnosci (problemy zwigzane z grami ha-
zardowymi, sprawy dotyczace zagadnienia przypadkowosci i konieczno-
Sci wystepujgce w rozwazaniach filozoficznych, gromadzenie i opraco-
wywanie informacji o charakterze statystycznym itp.).

* Z powodu trudnosci technicznych Redakcja KHNIT pozostawia uklad przy-
piséw wprowadzony przez Autorke tekstu.
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Sugeruje to, ze pojecie prawdopodobienstwa, okreslone w spos6b ma-
tematyczny okolo r. 1660, nie moglo pojawi¢ sie nagle i to od razu
w stosunkowo dojrzalej formie, lecz musialo ksztaltowaé sig¢ stopniowo
w ciggu stuleci, poczawszy od najwczes$niejszych, pochodzgcych z cza-
séw Starozytnosci, idei o probabilistycznej naturze. Wiasnie owe pra-po-
czatki, pre-okolicznosci i pre-warunki pojawienia sie paskalowskiego po-
jecia prawdopodobienstwa okreslily nature tego intelektualnego obiektu,
jakim poslugujemy sie¢ od czaséw Pascala do dzis. Co wiecej, zarysowaly
one — oczywiscie w sposéb posredni — zakres mozliwych teorii prawdo-
podobienstwa, obejmujac m.in. dziedziny tak réznorakie, jak statystyka,
teoria wnioskowania, logika indukcyjna czy mechanika kwantowa (por.
[12], (6], [13], [22]).

W trakcie préob odtworzenia, w jaki sposéb w ciggu wiekéw ksztal-
towaly sie probabilistyczne obiekty myslowe, bardzo pomocne okazuje
si¢ zwrécenie uwagi na specyficzng wlasciwos¢, charakteryzujgcg poje-
cie prawdopodobienstwa, z ktérym mamy do czynienia poczawszy od
czas6w Pascala. Ma ono dwa zasadnicze aspekty (por. [12], [28], [27]).
Jeden — epistemologiczny — odnoszacy sie do stanu naszej wiedzy
o rozpatrywanym zjawisku, zwigzany jest ze stopniem wiary, czy zaufa-
nia, ktére powstajag w zwigzku z argumentacjg odnos$nie do tego zjawiska
i sg przez te argumentacje wzmacniane. Drugi — nazywany aleatorycz-
nym (termin ten wprowadzamy za Hackingiem [12] i Shaferem [28],
[27]; por. lac. aleatorius — odnoszacy sie do gry w kosci ([31]), ang.
aleatory, franc. aleatoire — dla wyrazenia losowo$ci) — zwigzany jest
z fizyczng strukturg rozpatrywanych mechanizméw losowych oraz z ich
tendencja do produkowania stabilnych czestosci wzglednych zdarzen
(por. [23]).

Zdaniem Hackinga [12], do czas6w Pascala zaden z nich nie docierat
dostatecznie do $swiadomosci ludzi zajmujgcych sie zagadnieniami natury
losowej. W rozwazaniach probabilistycznych pojawialy sie one calkiem
niezaleznie od siebie. Swiadome polgczenie tych dwéch aspektéw i zwer-
balizowanie tego nastgpilo dopiero okoto r. 1660, gléwnie za sprawg
Pascala, powodujac nagly zwrot w sposobie mys$lenia o prawdopodobien-
stwie. Od tej pory pojecie to mialo charakter dualny, w sensie przed-
stawionym powyzej.

W niniejszym artykule — stanowigcym skrécony fragment szerszego
opracowania — na podstawie informacji o autentycznych lub zrekon-
struowanych sposobach rozumowan o probabilistycznej naturze, chce-
my — w duzym skrécie — ukaza¢ historyczng droge rozwoju pojecia
prawdopodobienstwa, zwracajgc przy tym uwage na jego dualno$é.
W centrum naszych zainteresowan znajdowaé sie bedzie problematyka
probabilistyczna okresu poprzedzajgcego skrystalizowanie si¢ matema-
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tycznych podstaw pojecia prawdopodobienstwa oraz wczesnych etapow
tworzenia si¢ rachunku prawdopodobienstwa jako teorii matematycznej.

2. OKRES PRZEDPASKALOWSKI

2.1. Starozytne gry hazardowe a pierwsze idee probabilistyczne. Opinia,
iz rachunek prawdopodobienstwa narodzit sie z hazardu, jest nieomal
powszechna. Gry hazardowe stale towarzyszyly czlowiekowi, uwaza sie
je nawet za pierwszy wynalazek spoleczenstwa (por. [12], [3]). Talus
(astragalus) — to prehistoryczna kostka do gry. Byla to pochodzgca
z piety zwierzecia (kozy lub owcy) kos¢ o takim ksztalcie, Zze po pod-
rzuceniu upadala na jedng z czterech réznigcych sie miedzy sobg ,,Scia-
nek”. Takich kostek uzywano do gier w starozytnej Grecji i Rzymie,
w starozytnym Egipcie, a takze jeszcze wczesniej — w starozytnej Asy-
rii i Sumerze (por. [12], [3]). Oczywiscie dysponujemy obecnie jedynie
wyrywkowymi informacjami o uzywanych w Starozytnosci przedmio-
tach — 6wezesnych ,,mechanizmach losowych”, lecz chot¢by na tej pod-
stawie mozna oczekiwaé, iz takie idee probabilistyczne, jak czestosci
doswiadczalne, czy $rednie wynikéw, powinny — w naiwnym ujeciu —
byé réwnie wczesne.

W wielu pracach sugeruje sie, ze w Starozytnosci nie dostrzegano,
istnienia zdarzen jednakowo prawdopodobnych — m.in. nie zauwazano,
ze w rzucie kostkg szeScienng dowolna Sciana wypada tak samo czesto,
jak kazda z pozostatych (por. [21], [3]). Uzywanego do gier ,,talusa” rze-
czywidcie nie mozna bylo opisa¢ modelem czterech réwnych szans. Co
wiecej, rozklad szans dla kazdego ,talusa” byl inny — w zaleznosci od
jego indywidualnej budowy, rozkladu masy itp. Mimo to w Starozytnej
Grecji i Rzymie rozpowszechniona byla gra, uwazana z pewnoscig za
sprawiedliwg, polegajaca na rzucaniu czterema ,talusami” (por. [21],
[26]). Za najlepszy wynik rzutu uznawano w niej wypadnigcie czterech
réznych $cian kosci. Taki rezultat nazywano ,Wenerg”. Majstrow [21]
twierdzi, na podstawie wynikéw wielokrotnych rzutéw ,talusami”, kto6-
re zachowaly sie do naszych czasow, ze czestoSci wypadania poszcze-
gbélnych S$cian ,,talusow” byly stalte i wynosily: dla Scianki z wglebie-
niem 0,39, dla ,,przeciwlegtej” $ciany 0,37, a dla kazdej z obu pozosta-
tych écian 0,12. ,,Wenera” nie byla zatem zdarzeniem najmniej prawdo-
podobnym. Majstrow [21] uwaza wiec, iz fakt wyréznienia w grze zda-
rzenia nie pojawiajgcego sie najrzadziej moze sugerowac, ze w Starozyt-
nosci opierano swoje rozumowania na innych, niz obserwacja czestoSci
czy tez model réwnych szans, podstawach — w tym przypadku naj-
prawdopodobniej na fakcie, ze wszystkie Sciany ko$ci réznity sie miedzy
sobg. Zdaniem Majstrowa [21], nie dostrzegano tez mozliwosci otrzymy-
wania danego wyniku gry réznymi sposobami. Moglo to by¢ spowodo-
wane tym, ze grajacy w trakcie gry czesto zamieniali si¢ rolami, stad

13 — Kwart., HNIT 3/89
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niejednakowe czesto$ci pojawiania sie wynikéw nie mialy, przynajmniej
na pierwszy rzut oka, wiekszego znaczenia, a nawet mogly by¢ dla nich
w zalezno$ci od sytuacji wygodne. Takie podejscie do gry sprzyjalo
utrzymywaniu si¢ przekonania o tym, Ze jest ona sprawiedliwa, co moze
réwniez tlumaczyé brak zainteresowania wynikami, ktére bytyby jedna-
kowo prawdopodobne. Podkreslmy przy tym, ze termin ,sprawiedliwy”
w kontekscie gry rozumiany byl raczej w innym niz obecnie znaczeniu —
interpretowano go jako ,zgodny z przyjetymi regulami, prawidlami”.
Potrzeba rozpatrywania réznych sposobéw uzyskiwania wynikéw wy-
nikla dopiero woéwczas, gdy w grze pojawily sie dwie strony: organizator
gry, zainteresowany tym, aby w grze byli zar6wno wygrywajacy, jak
i przegrywajacy i aby mial on z tego dochéd, oraz gracze, ktérzy oczy-
wiscie chcieli wygrywacé.

Z kolei Hacking [12], podajac przyklady innych niz ,talusy” staro-
zytnych kostek do gry, ktére zachowaly sie do naszych czaséw, stwier-
dza, iz niektére z nich zostaly prawdopodobnie celowo wykonane z ko-
$ci stoniowej lub innych jednolitych materialéw, aby mialo to wplyw
na ich regularno$¢. Na przyklad, znajdujace sie w Muzeum Starozytno-
$ci w Kairze eksponaty sg zadziwiajgco starannie wywazone — chociaz
ich ksztalt nie jest foremny, widaé, ze narozniki zostaly specjalnie tak
spilowane, aby wylosowanie kazdej ze Scian mozna bylo uzna¢ za jed-
nakowo prawdopodobne. Co wiecej, przyklad ten nie jest jedynym
Swiadczacym o tym, ze trudno zgodzi¢ sie z hipoteza, iz w Starozytno-
$ci zdarzenia jednakowo prawdopodobne nie byly zauwazane.

2.2. Poglady starozytnych filozoféw dotyczace przypadkowosci. Dru-
gim obok gier hazardowych Zrddlem informacji o starozytnych ideach
i rozumowaniach natury probabilistycznej sg poglady filozoficzne do-
tyczace zagadnien przypadkowosSci i konieczno$ci. W filozofii starozyt-
nej Grecji, gdzie mozna napotka¢ prawie wszystkie zwigzane z tymi
zagadnieniami nurty, ktére nastepnie rozwinely sie w wiekach pézniej-
szych, problemy przypadkowosci i koniecznosci znajdowaly sie w kregu
zainteresowan zaréwno przedstawicieli materializmu — Leucypa, Demo-
kryta i in., jak i ich przeciwnik6w — zwolennikéw idealizmu z Plato-
nem na czele. Wielu filozoféw greckich, m.in. Demokryt i Arystoteles,
traktowalo przypadkowos¢ jako pojecie subiektywne, przykrywajace
ludzki brak znajomosci rzeczy. Poglady te sa bardzo bliskie poglagdom
wielu filozoféw i zarazem probabilistow XVIII i XIX w. (por. [29], [12]),
ktérzy réwniez uwazali, ze przypadek jest miarg naszej nieznajomosci,
a przypadkowe — to to, czego nie znamy.

Mimo iz zagadnienia przypadkowosci nurtowaly starozytnych filo-
zoféw, nie rozpatrywano jeszcze zdarzen losowych jako takich, ani tez
nie wyodrebniano pojecia prawdopodobienstwa. W niektérych wywo-
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dach filozoficznych mozna dopatrzeé sie obecnosci zaczatkéw pojecia
,yownoprawdopodobienstwa” przedstawionego oczywiscie bez uzycia tego
terminu, a rozwazanego podobnie, jak mozliwe jest rozwazanie cial
o jednakowej wadze, nie majgc pojecia, co to jest waga. Taki charak-
ter nosi m.in. ,zasada niedostatecznej podstawy” — wynikajaca z uzy-
wanej przez Demokryta zasady ,izonomii” — stosowana przez Arysto-
telesa i innych filozoféw greckich jako metoda wywodu (por. [21], [29]).
Oto przyklad rozumowania tego typu przeprowadzonego przez Arysto-
telesa: ,,Prawdziwos¢ zjawisk powstaje, zdaniem niektérych, z wyobra-
zen subiektywnych: bowiem my$lg oni, ze sgdzi¢ o tym, co prawdziwe,
nalezy nie na podstawie wiekszosci czy mniejszosci sgdéw: jedno i to
samo moze wydawaé sie jednym stodkie, a innym — gorzkie... tak
i kazdemu oddzielnie nie zawsze wydaje sie jednakowym jedno i to
samo. Niejasne jest wiec, ktére z tych wyobrazen jest prawdziwe, a kto-
re — falszywe: poniewaz nie bardziej prawdziwe sg te czy inne, ale
wszystkie jednakowo”. [21] (por. [22]). Zatem moéwi on, Ze jeSli nie
mamy dostatecznej liczby danych o niektérych zjawiskach, to uznaje-
my je za ,jednakowo prawdopodobne”. Analogiczne rozwazania wyste-
powaly w koncu XVII w. oraz w w. XVIII i XIX (por. poglady Leibniza,
J. Bernoulliego, Lamberta, Laplace’a i in.) i czesto opierano je podob-
nie, jak czynil to Demokryt i inni uczeni starozytnej Grecji, na szeroko

pojetej symetrii (por. [5], [33]).

2.3. Rozumowania probabilistyczne na Dalekim Wschodzie. Proble-
my natury probabilistycznej rozwazane byly w Starozytnosci réwniez
na Dalekim Wschodzie — w Chinach i Indiach. B. W. Gniedenko [11]
podaje przyklad wnioskowania o liczebnosci chlopcéw na podstawie da-
nych czerpanych z przeprowadzanych spiséw ludnosci, o czym Swiadczg
dokumenty pochodzgce ze starozytnych Chin z 2238 r. p.n.e. Niewiele
dzi§ wiemy na temat rozumowan probabilistycznych pochodzgcych
z Indii. Istniejgce nieliczne i bardzo interesujace przykilady swiadczg
o tym, ze hinduskie pojecie prawdopodobienstwa wyrosto z transfor-
macji calkiem roéznych od tych wystepujacych w historii europejskiej
(por. [12], [22], [32]). M.in. Hacking [12] twierdzi na podstawie analizy
fragmentéow starozytnego dziela Mahabarata, ze hinduska ,,wiedza
o kosciach” ma rodowdd znacznie starszy niz europejska oraz ze od
dawna dostrzegano jej zwigzek z estymacjg liczebnosci zbioru w opar-
ciu o znajomos¢ liczebnosci probki. Dla poréwnania — nawet w Euro-
pie po r. 1660 zauwazenie takich analogii przez ludzi interesujgcych
sie tg problematyks wecigz jeszcze nalezato do rzadkosci.

2.4. Sredniowieczne pojecie prawdopodobiefistwa — ,,probabilitas”.
Prawdopodobienstwo jako pojecie matematyczne, w sensie obecnie przez
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nas rozumianym, narodzilo sie, jak juz wspomnieliémy, okolo r. 1660,
ale sam termin ,prawdopodobienstwo” ma rodowdéd znacznie starszy.
Zwigzek tego pojecia z numerycznymi ideami przypadkowosci po raz
pierwszy wystapil w tekstach drukowanych w r. 1662 w Logice Port
Royal. Przedtem mialo ono gléwnie sens oceniajgcy, mozna powiedzieé,
ze bylo pojeciem o charakterze epistemologicznym.

Y.acinskie stowo ,,probabilis” oznaczato ,warty aprobaty”, takie —
smoralnie prawy”. (Do dzi§ mamy $lady tego znaczenia w stowach
anglosaskich: ,,approve”, ,,proof”, réwniez w jezyku polskim: ,,prawo”,
,Henryk Probus”). Zatem analizujgc prace pochodzgce z czaséw przed-
paskalowskich, nalezy oczekiwa¢, ze gdy autor uzywal terminu ,,praw-
dopodobne” (probable, probabilis) dla oceny pewnego twierdzenia, to
miat on na mysli, ze twierdzenie to jest ,,warte aprobaty” — godne apro-
baty rozumu. Takie wlasnie znaczenie terminu ,,prawdopodobienstwo” —
,probabilitas” dominowalo w okresie Sredniowiecza. Pojecie prawdopo-
dobienstwa wywodzi si¢ z tzw. nauk ,nizszych” (por. [12] — medycy-
ny, astrologii, czy alchemii. Wszelkie rozwazania w obrebie tych dyscy-
plin pozostawaly w okresie Renesansu wylgcznie na ,,poziomie” opinii,

podczas gdy nauki ,,wyzsze” — astronomia, geometria, optyka, czy me-
chanika zajmowaly sie wiedzg i jej wywodzeniem.
Zatem pojecie prawdopodobienstwa — ,,probabilitas” — bylo w okre-

sie Sredniowiecza $ciSle zwigzane z pojeciem opinii (por. [12]). W doktry-
nie scholastycznej opinia odnosila sie do wiary powstalej w wyniku
zastanawiania si¢ nad danym zagadnieniem — argumentowania i byla
obcigzona prawdopodobienstwem, przy czym granicg wzrostu prawdo-
podobienstwa opinii byla wiara pewna, nie za§ wiedza, ktéra mogla
by¢ otrzymana wylgcznie poprzez dowdd (w sensie wywodu). Prawdo-
podobienstwo oznaczalo poparcie przez autorytety szanowanych ludzi,
znawcdw. Dane twierdzenie uznawano za prawdopodobne, gdy byly na
to dowody dostarczane ,,przez ludzi”, ,poprzez Swiadectwo”. Powyzszy
sens prawdopodobienstwa przetrwal az do poczgtku XVIII w., o czym
Swiadczg m.in. nastepujgce przyklady (por. [12]). E. Gibbon, ustosunko-
wujgc sie do tre$ci kronik dwoch starozytnych historykéw opisujgcych
wyprawy Hannibala, stwierdzil, ze relacja jednego z nich zawiera wie-
cej prawdopodobienstwa za$ druga — wiecej prawdy. W innym miejscu
swojej pracy zapisal na marginesie jeszcze bardziej zadziwiajacg dzi$
uwage: ,Taki fakt jest prawdopodobny, ale niewgtpliwie falszywy”
([13]). Jednakze analiza tego fragmentu uwzgledniajaca Sredniowieczny
sens prawdopodobienstwa, pozwala nam zrozumieé¢, co autor rzeczywi-
$cie mial na mys$li. W powyzszym cytacie stwierdzil on, Ze co$, co ma
atrybut ,,prawdopodobne”, jest falszywe, mial zatem na mysli, Ze opinia
zalecana przez autorytety odnosnie tego zagadnienia jest faktycznie fal-
szywa. Podobnie stwierdzenie, ze relacja jednego z kronikarzy zawiera-
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la wiecej prawdopodobienstwa, a drugiego — wiecej prawdy, oznaczalo,
ze dawni i wsp6lczesni Gibbonowi krytycy akceptowali relacje pierw-
szego kronikarza, lecz okazalo sie to bledem. Dopiero po tym wyjasnie-
niu zdania Gibbona przestajg by¢ dla nas paradoksem (por. [12]).
Inne, juz nie tak pézne przyklady rozumowania probabilistycznego,
w ktérych mozna odnalezé ,,probabilitas”, zawierajg prace F. Bacona
(1561—1626) i Galileusza (1564—1642) (por. [12]). Galileusz mial z pew-
noscig wlasciwe intuicje zwigzane z istotg gier losowych, uwaza sie go
za prekursora teorii bledéw. Jednakze pojecie prawdopodobienstwa, ja-
kim sie postugiwal, mialo przewaznie Sredniowieczny sens. Tak na przy-
klad uznal on opinie Kopernika za ,nieprawdopodobng” nie tylko z po-
wodu licznych ,,dowodéw” przeczgcych ruchowi rocznemu Ziemi, ale
takze z powodu sily autorytetéw Ptolemeusza i Arystotelesa. ,,Niepraw-
dopodobng”, ale prawdziwg. Warto w tym miejscu, dla kontrastu, zwré-
ci¢ uwage na to, ze prawie sto lat pdézniej G. Leibniz (1646—1716) wy-
glosit na ten sam temat diametralnie odmienny (na pozér) poglad, uwa-
zajac hipoteze Kopernika, ktéra w momencie jej ogloszenia byla calko-
wicie przeciwna powszechnej opinii, jako ,nieporéwnywalnie najbar-
dziej prawdopodobng”. Dla Leibniza prawdopodobienstwo bylo juz tym,
co jest okreSlone przez dowody dostarczone ,,przez rzeczy” i rozsgdek,
podczas gdy dla Galilelusza mialo ono wiecej wspoélnego z aprobats.
Drugim obok opinii podstawowym pojeciem nauk ,nizszych” bylo po-
jecie znaku (por. [12]), ktére rozwinelo sie¢ m.in. w zwigzku z badaniami
nad rozprzestrzenianiem sie chordb (por. prace G. Fracastora (1478—
1553) — prekursora teorii epidemii — [12]). Znak rdznil sie zasadniczo
od przyczyny; na przyklad w medycynie przyczyng choroby nazywano
wszystko to, co powoduje, ze osoba jest chora, natomiast znak byl
czyms, dzieki czemu mozna dokona¢ prognozy — np. na temat wyzdro-
wienia (por. ,znaki na niebie i na ziemi”). H. von Braunsweig (1574)
podaje przyklad dosé trafnie oddajacy istote znaku: ,Jezeli czlowiek
jest bardzo chory, albo bardzo slaby i jest oblany zimnym potem, to
jest to bardzo $miertelny znak”. [12]. Pojecie znaku, cho¢ dzi§ moze
nam sie wydawaé¢ dziwaczne, odegralo w nauce Renesansu znaczgcg role
(por. [12]). Obserwacja znakéw byla pojmowana jako odczytywanie
$Swiadectwa. Jedne znaki byly mniej, inne bardziej godne zaufania. Tak
wiec z jednej strony znaki czynily dang opinie prawdopodobng —
w sensie ,probabilitas” — poniewaz dostarczaly $wiadectwa, z drugiej
za§ strony mogly by¢ szacowane przez czestosci, byly wiec znakami
przyrody, nie za$ stowa pisanego. Te sprzeczno$¢ zlikwidowano, uznajac
z czasem réwniez przyrode za slowo pisane — nakaz Twdrcy Przyrody.
Od tej chwili sama przyroda mogta dostarcza¢ dowodu — poprzez cy-
towanie autorytetu. Ale autorytet ten opieral sie na znakach przyrody,
zatem prawdopodobienstwo lgczylo sie z czyms$, co teraz nazywamy re-
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gularnosciami i czestosciami. Zwigzek prawdopodobienstwa ze stabil-
nymi czestoSciami jest wiec rezultatem przetransformowania pojecia
znaku w nowy rodzaj dowodu — dostarczanego nie przez ludzi, lecz
»przez rzeczy”. Nastgpito to dopiero w r. 1662, kiedy to w dziele Lo-
gika autorzy uznali dowéd poprzez Swiadectwo za zewnetrzny (Swiade-
ctwo pochodzi z zewnatrz), a dowéd rzeczowy za wewnetrzny i przy
tym podstawowy.

Dowéd wewnetrzny nadal wiec range prawdopodobienstwa pewnym
hipotezom, a takze twierdzeniom — uczynil je wartymi aprobaty. Pod-
kreSlmy jeszcze raz, iz odbylo sie to poprzez obserwacje, na podstawie
ktérej dokonywano trafnych przepowiedni, co tlumaczy taki a nie inny
dualizm prawdopodobienstwa po r. 1660 (por. [12]).

2.5. Zagadnienie rzutu kostkami. W okresie Sredniowiecza zajmowano
sie takze rozwigzywaniem konkretnych problemdéw natury probabilis-
tycznej, w ktérych dominowalo wnioskowanie na podstawie prostych ra-
chunkéw arytmetycznych. Tematyka tych probleméw skupialta sie prze-
waznie wokdt gier hazardowych, a w szczego6lno$ci dwoéch zasadniczych
zagadnien — gry w kosci i znalezienia liczby mozliwych sposobéw otrzy-
mania wszystkich jej wynik6w oraz podzialu stawki pomiedzy zawod-
nikéw w sytuacji, gdy pewna gra zostala przerwana.

Jednym z pierwszych zadan tego typu bylo zagadnienie okre§lenia
liczby mozliwych wynikéw w rzucie kilkoma, najczeSciej trzema, kost-
kami do gry. Najdawniejsze znane rozwigzania tego zadania pochodzg
z X—XI w. (por. [12], [21]. W okresie Sredniowiecza tworzono poematy,
w ktoérych kazdemu wynikowi rzutu trzema kostkami poswiecano osobng
zwrotke. Zawieraly one 56 zwrotek, co wskazuje, iz 56 przyjmowano
jako liczbe wszystkich mozliwych wynikéw rzutu. Odpowiada ona ilosci
wszystkich wynikéw, jednak bez uwzglednienia mozliwo$ci otrzymywa-
nia ich réznymi sposobami.

Jedno z najwcze$niejszych poprawnych rozwigzan tego problemu za-
warte jest w poemacie R. de Fournivala (1200—1250) De Vetula. Autor
przeprowadza w nim nastepujgce rozumowanie (por. [21]). Jednakowsg
liczbe oczek na trzech kostkach mozna otrzymaé sze$cioma sposobami:
jesli liczby oczek na dwoch kostkach sg jednakowe, a liczba oczek na
trzeciej — inna, to otrzymamy 30 sposobdw; jesli liczby oczek na wszyst-
kich kostkach sg rézne, to otrzymamy 20 sposobéw. Mamy wiec 56 mo-
zliwych wynikéw (6 + 30 + 20). Jednakowsg liczbe oczek mozemy uzy-
skaé¢ tylko w jeden sposdb, dwie jednakowe liczby oczek, a trzecig réing
od nich, mozemy otrzyma¢ trzema sposobami, za§ trzy rézine liczby —
szeScioma. Wynika z tego, Zze og6lna liczba wynikéw dla rzutu trzema
kostkami wynosi 6 X 1 + 30 X 3 + 20 X 6 = 216, chociaz wprost tej licz-
by nie podano.
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Analogiczne rozwigzanie podal G. Cardano (1501—1576) w swym
dziele De ludo aleae (O grze w ko$ci ok. 1550). Chociaz praca ta nie
zostala wydrukowana przed rokiem 1663, to jednak byla w owych cza-
sach tak popularna, ze uwaza sie jg za pierwszg ksigzke o prawdopo-
dobienstwie (por. [12], [21], [20]).

W cze$ci XI tego dziela dotyczacej rzutu dwiema kostkami autor
rozpatruje m.in. liczbe mozliwych przypadkéw pojawienia sie danej
liczby oczek na co najmniej jednej z kostek (jak wiadomo, wynosi ona
11): ,liczba ta jest mniejsza od ilosci przypadkéw braku danej liczby
oczek. W stosunku do ogdlnej liczby przypadkéw w rzucie dwiema
kostkami jest ona wieksza od 1/6 i mniejsza od 1/4”. [21]. Cardano,
podajac mylnie ulamek 1/4, mial z pewno$cia na mysli 1/3 (1/6 <
<< 11/36 < 1/3, podczas gdy 11/36 > 1/4). Zauwazmy, ze W rozumowaniu
tym, typowym dla Cardana, wystepuje okre§lenie liczby interesujgcych
wynikéw za pomocg ulamka — czeSci, z jednoczesnym potraktowaniem
liczby wszystkich wynikéw jako caloSci.

Za najbardziej kompletne rozwigzanie zagadnienia rzutu trzema kost-
kami mozna uznaé¢ (por. [21], [10]) rozwigzanie Galileusza zamieszczone
w jego pracy O wypadaniu oczek w grze w kocéci, zawierajgcej m.in.
tablice mozliwych sum w rzucie 3 kostkami wraz z wykazem wszystkich
wynikéw, obliczonych sposobem ,,6%” (por. [11]).

2.6. Problem podziatu stawki. Zagadnieniem sprawiedliwego podziatu
stawki (nagrody) pomiedzy graczy w sytuacji, gdy gra zostala przerwana,
zajmowal sie m.in. L. Pacioli (ok. 1445—1515). W pracy Suma wiadomosci
o arytmetyce, geometrii, proporcjach i proporcjonalnodci (1494) poswiecit
tematyce tej rozdzial pt. Niezwykle zadania, gdzie umiescit szereg zadan,
z ktorych kazde rozwigzal wedlug nastepujgcej zasady: Jesli dwéch graczy
przerwalo gre w momencie, gdy wygrali odpowiednio m i n partii, to staw-
ka byla dzielona w stosunku m : n niezaleznie od tego, ile partii pozostato
do rozegrania (por. [21], [20], [16], [24]). Problemem stawek interesowano
sie jeszcze przed Paciolim. Ore [24] (por. [12]) znalazt tego rodzaju pro-
blem we wloskim rekopisie z r. 1380 i uwaza, ze jest on pochodzenia
arabskiego. Jednakze przez dtugi okres nie potrafiono sobie z nim pora-
dzi¢ — rozwigzanie Pacioliego przez dlugi czas wydawalo sie dobre.
Bledno$¢ tego rozumowania zauwazyl! m.in. N. Tartaglia (1499—1559)
w pracy Traktat ogélny o liczbach i miarach (1560): ,,Ta jego [Paciolie-
go] regula nie wydaje mi sie ani ladna ani dobra, poniewaz gdyby na
przyklad jedna ze stron miata 10 punktéw, a druga — nie miata zadne-
go, to zgodnie z tg regulg ta pierwsza powinna wzig¢ wszystko, a ta
druga nic — a to byloby zupelnie pozbawione sensu”. ([24], [12], [21]).
Tartaglia rozwigzal problem stawki postepujgc zgodnie z zasadsg, ze od-
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chylenie od polowy stawki powinno by¢ proporcjonalne do réznicy wy-
granych partii.

Pierwsze znane nam poprawne rozumowanie pochodzi od G. F. Pe-
verone (1588) (por. [12]), za§ Cardano wyrazil je w ogdlniejszej formie:
»Jest to jedna ogélna zasada: trzeba obliczy¢ ogbélng liczbe mozliwych
wynikéw i liczbe sposobéw, w jakie mogg pojawi¢ sie dane wyniki,
a wiec znalez¢ stosunek ostatniej liczby do liczby pozostalych mozli-
wych wynikéw. W przyblizeniu w takiej proporcji okresla si¢ odpo-
wiednie rozmiary stawek po to, zeby gra przebiegala na réwnych wa-
runkach”. ([21]).

Oznacza to, ze jesSli ogélna liczba mozliwych wynikéw wynosi n, zas
liczba sprzyjajagcych m, to stawki powinny by¢ podzielone w stosunku
m: (n — m). Zatem mozna by dzi§ powiedzieé, ze podzial stawek zapro-
ponowany przez Cardana powinien odbywa¢é sie proporcjonalnie do jed-
nakowo mozliwych przypadkéw, czyli do prawdopodobienstwa wygranej,
rozumianego w sensie aleatorycznym, chociaz oczywiscie slowo to nie
bylo przez autora stosowane.

2.7. Pojecia latwosci, tendencji i czestoSci w rozumowaniach pro-
babilistycznych. Jak wida¢ cho¢by na podstawie powyzszych przykladéw,
w rozumowaniach probabilistycznych okresu przedpaskalowego, zwigza-
nych z grami hazardowymi, nie uzywano terminu ,,prawdopodobienstwo”,
lecz postugiwano sie takimi obiektami mys$lowymi, ktére z czasem ,,stopity
sie” i uformowaly obszar pojeciowy, w jakim w nastepnym wieku po-
wstalo pojecie prawdopodobienstwa w jego dualnej postaci. Przyjrzyj-
my si¢ niektérym z nich.

W jednej ze swych prac Galileusz omawia sprzecznos¢, jakg zauwa-
zono w przypadku rzutu trzema kostkami — twierdzgc, ze sumy 9 i 12
mozna otrzyma¢ na tyle samo sposobé6w co 10 i 11 — gdy tymczasem
»wiadomo z dlugich obserwacji, ze gracze uwazajg 10 i 11 za sumy ko-
rzystniejsze, dajgce przewage w grze nad 9 i 12” ([12]). Galileusz roz-
strzygnal ten problem poprzez ,bardzo proste wyjasnienie — Ze pewne
liczby sg latwiejsze i czestsze od uzyskania niz inne; to zalezy od tego,
czy mozna je uzyskaé z wiekszej r6znorodnosci liczb” ([12]).

Trudno dzi§ stwierdzi¢, czy tego typu problemy probabilistyczne
rzeczywiscie wyrastaly z praktyki — z obserwacji danych empirycznych,
czy tez majg raczej geneze arytmetyczng. Wiadomo bowiem, ze zainte-
resowanie wiedzg empiryczng bylo raczej obce nauce owych czaséw —
az do momentu, gdy sam Galileusz zajal si¢ tym zagadnieniem. Wydaje
sie, ze podloze empiryczne majg takze niektére argumentacje Cardana,
m.in. nastepujgca: ,,W sprawiedliwej grze hazardowej — rzut trzema
kostkami — wynik ,tylko trzy kropki” jest zdarzeniem zwyczajnym,
naturalnym, nawet jezeli pojawi sie on po raz drugi, gdy rzut zostanie
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powtdrzony. Jezeli wynik trzeciego i czwartego rzutu jest taki sam,
to dla rozwaznego czlowieka jest to na pewno powéd do podejrzen”.
([13)).

Zdaniem Hackinga [12], w tekstach Cardana mozna réwniez do-
patrzy¢ sie tzw. ,,sklonnosciowej”’ interpretacji prawdopodobienstwa.
W jego rozumowaniach dotyczgcych zagadnienia rzutu kostkg prawdo-
podobienstwo wigze sie z ,,tendencja”, ,,sktonno$cig” (propensity) kostki
do produkowania pewnych stabilnych czestoSci w powtarzajagcych sie
prébach. Takze zdanie Galileusza o wynikach ,latwiej i czeSciej wyste-
pujacych” odnosi sie do owej ,,sklonnosci” kostki.

W pracach Cardana wystepuje takze inne niz czesto$ciowe uzasad-
nienie ,,zdolno$ci” kostki do lgdowania na kazdej z jej szeSciu Scian.
Wigze sie ono z idealizacjg zagadnienia rzutu kostka, bazujgcg na sy-
metrii tej kostki: ,,Moge réwnie dobrze wyrzuci¢ 1, 3 lub 5, 2, 4 lub 6.
Dlatego mozna dokonywaé zakladéw zgodnie z tg réwnoscig — je$li
kostka jest uczciwa, a jesli nie — robi sie je bardziej lub mniej pro-
porcjonalne do odchylenia od prawdziwej roéwnosci”. ([3]).

3. CZASY PASCALA, FERMATA I LEIBNIZA

3.1. Problemy kawalera de Méré. Problemy kawalera de Méré wraz
z legendg zwigzang z ich rozwigzaniem — to jeden z najbardziej znanych
epizodéw w historii nie tylko rachunku prawdopodobienstwa, ale catej
matematyki. Byly one przedmiotem zainteresowania wielu matematykoéow
owych czaséow: B. Pascala (1623—1662), do ktérego de Méré zwrdcit sie
z prosbg o ich rozstrzygniecie, a takze Fermata, Leibniza, Huygensa i in-
nych uczonych, ktérzy znajdowali sie w kregu dwczesnego mecenasa na-
uki francuskiej, ksiecia Roannez (por. [16], [11], [21], [20], [24], [4], [30],
[81, [7], [10], [12], [14], [26]). Pierwszy problem kawalera de Méré — to
tzw. problem koSci:

Ile razy trzeba by rzuci¢ dwiema kostkami, aby szansa pojawienia
sie széstek jednoczesnie na obu kostkach byla co najmniej ré6wna szan-
sie niewystgpienia tego wyniku?

W swoim rozumowaniu, przedstawionym w liScie do Pascala, kawa-
ler de Méré postuzyl sie ,regulg trzech”: skoro przy rzucaniu 4 razy
jedng kostkg liczba wynikéw sprzyjajacych wypadnieciu széstki prze-
wyzsza liczbe wynikéw sprzyjajacych niepojawieniu sie jej, to w przy-
padku dwodch kostek przewaga ta powinna wystapi¢ przy 24 rzutach
(4:6 = 24:36). Rozumowanie to, jak latwo zauwazyé¢, jest bledne: przy
24 rzutach dwiema kostkami szansa interesujgcego wyniku wynosi
1 — (35/36)%* = 0,491, za§ jest ona wieksza od 1/2 przy co najmniej
25 rzutach: 1 — (35/36)% = 0,5055.
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Trudno dzis jednoznacznie stwierdzi¢, czy nieadekwatno$é modelu
liniowego zostala zauwazona przez kawalera de Méré — doswiadczone-
go hazardziste — na podstawie diugotrwalych obserwacji (por. [8], [7]).
Réznica pomiedzy szansami wystgpienia interesujgcego zdarzenia jest
w przypadku 24 i 25 rzutéw tak znikoma (49:509), ze wydaje sie, iz
zroédlem problemu mégt byé raczej konflikt nie pomiedzy teorig a prak-
tyka, lecz pomiedzy zastosowanymi teoriami matematycznymi. Potwier-
dza to cytat pochodzacy z jednego z listow Pascala do Fermata (1654),
w ktéorym zreformowal on rozumowanie de Méré i zwroécil uwage na
wystepujaca w nim sprzecznos¢ pomiedzy wynikiem uzyskanym na pod-
stawie ,reguly trzech” a wynikiem, jaki najprawdopodobniej mdgt byé¢
znany kawalerowi de Méré z obliczenia stosunku analogicznie do ra-
chunkéw przeprowadzonych dla jednej kostki (1 — (5/6)* = 671/1296)
{por. [25])

Drugi ze stynnych probleméw — to zagadnienie podziatu stawki: Gra
dwuosobowa polega na rozgrywaniu kolejnych partii, przy czym w kaz-
dej z nich obaj zawodnicy majg jednakowe szanse zwyciestwa. Osta-
tecznie zwyciezcg zostanie ten, kto pierwszy wygra 5 partii. Rozgrywki
zostaly przerwane w momencie, gdy gracz A mial na swoim koncie
4 wygrane partie, a gracz B: 3. Jak nalezy podzieli¢ stawke? Kawalero-
wi de Méré przypisuje sie¢ dwa rozwigzania — podzieli¢ stawke w sto-
sunku 4:3 albo w stosunku (5 — 3):(5 — 4) — zaznaczajgc przy tym,
ze autor nie potrafil stwierdzi¢, ktére z nich jest prawidlowe. Pascal
rozstrzygnal te watpliwos¢é poprzez podanie wlasciwego wyniku: stawka
powinna byé podzielona w stosunku 3:1 (por. [8], [9]). Bogatym Zré-
dlem informacji o rozumowaniach dotyczacych podzialu stawki sg listy
Pascala i P. Fermata (1601—1665) napisane w r. 1654. Oto rozwigzanie
tego problemu przez Pascala: Stawka w grze wynosi 64 pistole i otrzy-
ma jg ten, kto pierwszy wygra 3 partie. ,,Zalézmy, ze jeden gracz wy-
grat 2 partie, a drugi jedng. Rozgrywaja oni jeszcze jedng partie i jesli
wygra gracz pierwszy, to otrzyma calg stawke, jesli natomiast partie
te wygra gracz drugi, to kaidy z graczy bedzie mial dwie wygrane
partie i jeSli nastepnie beda oni chcieli dokonaé¢ podziatlu stawki, to
kazdy powinien otrzymaé¢ swoéj wkiad: 32 pistole. Prosze jednak zauwa-
zy¢, ze jesli te partie wygra gracz pierwszy, to otrzyma 64, a jeSli prze-
gra, to otrzyma 32. Jesli gracze zechcg rozdzieli¢ stawke przed rozegra-
niem tej partii, to pierwszy powinien powiedzie¢: ,,Mam na pewno
32 pistole, bowiem w przypadku przegranej i tak bym je otrzymal, ale
pozostale 32 moze otrzymaé¢ albo méj przeciwnik albo ja — szanse sg
réwne. Rozdzielmy wiec te sume po polowie, a ja otrzymam do tego
bezsporng sume 32 pistoli”. (por. [11], [21]). Zatem pierwszy gracz po-
‘winien otrzymac 48, a drugi — 16 pistoli.

Fermat rozwigzal problem stawki dla gry skladajgcej sie z 3 partii,
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w sytuacji, gdy gracz pierwszy mial na swoim koncie jedng wygrang
partie, za§ gracz drugi — Zzadnej. Wszystkie mozliwe wyniki — 16 —
rozgrywek pozostalych do zakoneczenia gry umiescit w tabelce, z ktérej
wyniklo, iz 11 z nich sprzyja zwyciestwu gracza A, za§ 5 — wygranej
gracza B. Zatem pierwszy z nich powinien otrzymaé 11/16, a drugi 5/16
stawki (por. [12]).

Chociaz zamieszczone w korespondencji rozwazania Pascala i Fer-
mata sg poprawne, to jednak w zadnym z nich nie znajdujemy $ladu
podjecia préby uogélnienia metody rozwigzania, ktéra moglaby znalezé
zastosowanie dla szerszej klasy tego typu probleméw. Ogélniejszg me-
tode rozwigzania problemu stawki, opartg na wykorzystaniu tréjkgta
arytmetycznego, znajdujemy natomiast u Pascala w jego Traktacie
o tréjkgcie arytmetycznym napisanym w r. 1654, lecz opublikowanym
dopiero po r. 1665 (por. [21], [24]). Gléwny wklad Pascala w rozwdj
rachunku prawdopodobienstwa polega nie tyle na opracowaniu tréj-
kata arytmetycznego, ktérego pierwowzér mozna znalezé u Cardana,
a nawet znacznie wecze$niej w matematyce chinskiej (por. [12]),
czy tez na stworzeniu, gtéwnie dzieki korespondencji z Fermatem, no-
wego stylu w podejsciu do zagadnien probabilistycznych, lecz przede
wszystkim na bezposrednim przyczynieniu sie do pojawienia sie juz
w pelnej, dualnej formie pojecia prawdopodobienstwa i w zwigzku z tym
na ukazaniu mozliwosci wykorzystywania modeli gier losowych do roz-
wazania zagadnien pozbawionych podloza statystycznego.

3.2. Zaklad Pascala (1658?). Wydaje sie, ze pierwszym przykladem za-
stosowania wiedzy probabilistycznej zwigzanej z grami losowymi do roz-
strzygania probleméw natury decyzyjnej w sytuacji, gdy niemozliwe jest
uzyskanie danych empirycznych, jest stynny dowéd istnienia Boga znany
pod nazwg ,,zakladu Pascala” (,le pari de Pascal”), zamieszczony w jego
dziele Mysli (Pensées) wydrukowanym przez Port Royal dopiero w r. 1670
(por. [25], [12], [24], [29]). Zostal on zredagowany w formie dialogu Pas-
cala z kawalerem de Méré. W dowodzie tym Pascal nie prébuje dowies¢,
ze istnienie Boga jest pewne, natomiast chce obliczy¢, na ile uznanie
Go jest dla czlowieka korzystniejsze. W tym celu wprowadza model gry
losowej i rozumujac w tym modelu stara sie uzyska¢ wnioski odnosnie
postawionego problemu: Jesli szanse orta i reszki sg réwne i kazdy
wynik przynosi jednakowg nagrode, to nie ma réznicy, na co stawiamy.
Ale jesli za orta zyskuje sie dwa razy wiecej niz za reszke, to jest oczy-
wiste, ze lepiej stawia¢ na orla. W przypadku, gdy nie ma Boga, opty-
malng nagrodg jest zycie ziemskie, za§ w przypadku gdy Boég jest, zy-
skiem jest nagroda nieskonczenie korzystniejsza — zbawienie. Zatozenie,
7e szanse istnienia i nieistnienia Boga s3 jednakowe, nie jest przeko-
nujgce. Cho¢ nie mamy pojecia, ile wynosi szansa, ze Bog jest, to jed-
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nak mamy pewno$¢, ze nie jest ona réwna zeru. W przypadku istnienia
Boga warto$¢ nagrody jest nieskonczona, zatem bez wzgledu na to, jak
mala jest szansa jej uzyskania, wybér strategii poboznej przewyzsza
wybér z nagroda w postaci Zycia ziemskiego. Dlatego nalezy stawiaé
na istnienie Boga.

Jak wida¢, rozumowanie to odbywa sie z uzyciem prostych modeli
gier losowych i poje¢ z nimi zwigzanych. Wystepuje tu taka sytuacja
epistemologiczna, jak w przypadku rozwazania gry polegajagcej na rzu-
cie monetg, ktérej aleatoryczne wlasciwosci nie sg znane. Wéwezas osgd
opiera si¢ na przypuszczalnym izomorfizmie pomiedzy strukturg pro-
blemu decyzyjnego, w ktérym ,,obiektywne”—, fizykalne” szanse sg zna-
ne, a problemem decyzyjnym, w ktérym takich ,,obiektywnych” szans
nie mozna okresli¢ (por. [12]).

3.3. Prawdopodobienstwo w Ars Cogitandi (1662). Podobnie, jak
w przytoczonym powyzej rozumowaniu, takze i w innych rozwazaniach
Pascala wystepujgce implicite prawdopodobienstwo o epistemologicz-
nym charakterze nie bylo okreslane w sposéb ilosciowy. Kiedy wiec
i w ktérym opracowaniu wystapilo ono po raz pierwszy jawnie, juz
w sensie dualnym; kiedy zostalo ono okre$lone ilo$ciowo? Hacking [12]
uwaza, ze tym pierwszym historycznie miejscem jest slynne zbio-
rowe (A. Arnauld, P. Nicole i in.) dzielo szkoly Port Royal, wydane
w r. 1662: Logika (Ars Cogitandi — Sztuka myslenia), poswiecone stu-
diom nad réznymi sposobami rozumowan, w ktérym, jak pamietamy,
dokonano odréznienia pojecia dowodu rzeczowego od ,,starego” dowodu
poprzez Swiadectwo. W koncowej czesci tego dziela zawarte zostaly
uwagi dotyczace wnioskowania nie-dedukcyjnego i tam wlasnie po raz
pierwszy (w druku) wprowadzono dla prawdopodobienstwa miare licz-
bowg (,,stopnie prawdopodobienstwa’), wigzac ja nie tylko z tym po-
jeciem, ale takze z nazwsa ,,prawdopodobienstwo” wystepujgca do tego
momentu jedynie w $redniowiecznym znaczeniu ,probabilitas”. Pod-
kreslmy jednak, ze akt ten stal sie mozliwy przede wszystkim dzieki
dzietu Pascala, stad wlasnie jego uwaza sie za twdrce dualnego pojecia
prawdopodobienstwa.

3.4. Prawdopodobienstwo u Leibniza (1665). Przedstawione powy-
zej przyklady zagadnien znajdujacych sie w kregu zainteresowan Pas-
cala, a takze autorow Logiki, moga sugerowaé, iz jedynym sposobem
wprowadzenia miary dla prawdopodobienstwa epistemologicznego bylo
uzycie modeli gier losowych i poje¢ obmys$lonych dla rozwigzywa-
nia probleméw zwigzanych z hazardem. Tymczasem okres tuz po
r. 1660 obfitowal w studia nad ideami probabilistycznymi prowadzone
przez Owczesnych wybitnych matematykéw zupelnie niezaleznie od



O narodzinach pojecia prawdopodobienistwa 627

siebie i okazalo sie, ze teoria prawdopodobienstwa rozwinigta w tym
czasie przez Leibniza ma zupelnie odmienny od ,hazardowego” rodowdd,
wyrosla bowiem z zainteresowania naukami prawniczymi (por. [12]).
G. Leibniz w swej pracy De conditionibus (1665), zawierajacej studia
dotyczace praw warunkowych, wprowadzit liczby dla okre$lenia stop-
ni prawdopodobienstwa, wyrézniajagc trzy rodzaje warunkéw: wa-
runek absolutny (jus purum), ktéremu nadal wartos¢ 1, warunek nie-
mozliwy (jus nullum), majagcy wartos¢ 0 oraz warunek niepewny z war-
toscig wyrazong utamkiem (wigkszym od 0, mniejszym od 1). Mimo, iz
warto$¢ warunku niepewnego, tj. prawdopodobienstwo zdarzenia nie-
pewnego — zostala wyrazona w postaci ulamka, Leibniz nie dokonywal
poréwnan poszezegdlnych utamkowych stopni prawdopodobienstwa, ogra-
niczajgc sie jedynie do wspomnianej klasyfikacji trzystopniowej.

Prawdopodobienstwo w jego pracach jest przede wszystkim prawdo-
podobienstwem epistemologicznym, a stopnie prawdopodobienstwa sg
stopniami pewnosci (por. [12]).

3.5. Teoria prawdopodobienstwa Huygensa (1657). Przygladajgc sie
rozwigzaniom probleméw probabilistycznych, zamieszczonym w ni-
niejszym artykule, mozna niejednokrotnie zauwazy¢ wystepowanie
w nich, w sposoéb niejawny, pojecia wartoSci oczekiwanej. Mogloby sig
wydawac, ze pojecie to powinno by¢ latwiejsze do uchwycenia niz
samo pojecie prawdopodobienstwa, zwlaszcza w rozwazaniach do-
tyczgcych gier losowych, gdzie mozna dzieki wartosci oczekiwane]
,Zobaczy¢” korzysci i straty wynikajgce z systematycznego uprawia-
nia hazardu. Wartos¢ oczekiwana jest w tym przypadku sérednig wypla-
tg uzyskang z dlugiej serii powtarzajgcych sie gier, z pewnoscig chetniej
»obserwowang” przez zainteresowanych niz prawdopodobienstwo poja-
wiania sie poszczegélnych wynikéw. Jednakze samo pojecie usrednia-
nia nie tkwilo raczej w powszechnej $wiadomosci ludzi przed rokiem
1657 — nie ma dowodéw na to, aby liczono Srednie (por. [12]), tym
bardziej wiec trudno sadzi¢, zZe dokonywano ich obserwacji w trakcie
przeprowadzania rozgrywek. OczywiScie uprawiajagcy hazard prawdopo-
dobnie notowali, ktére ze stosowanych przez nich strategii wydajg sie
byé ,korzystniejsze” — uzywajgc stéw Galileusza, ale pomiedzy takim
podejsciem a dojrzalym pojeciem wartoSci oczekiwanej istnieje jednak
duza luka (por. [12], [21]).

Pojecia Cardana: ,,ro6wno$ci szans” oraz ,serii” uzywane przez niego
podczas analizowania gier z kostkami mozna, zdaniem Hackinga [12],
uznaé za pewnego rodzaju antycypacje pojecia warto$ci oczekiwanej,
ale raczej nalezy sgdzi¢, ze do czas6w korespondencji Pascala i Fermata
warto$¢ oczekiwana, nie byla chyba jeszcze dobrze rozumiana. Dojrza-
tym juz przykladem uzycia wartosci oczekiwanej jest rozumowanie



628 E. Lakoma

Pascala zaprezentowane w jego ,zakladzie”. Tuz przedtem pojawily sie
rozumowania zawierajgce bardzo jasne idee pojecia wartosci oczekiwa-
nej. Mamy tu na mysli prace Ch. Huygensa (1629—1695), pochodzacg
z r. 1657 — De ratiociniis in aleae ludo (O rachubach w grach z szan-
sami), wydang jako aneks do ksigzki F. van Schootena Etiudy mate-
matyczne. W pracy tej Huygens zamiescil wlasne rozwigzania proble-
moéw stanowigcych przedmiot zainteresowan Pascala, Fermata i innych
cztonkéw kola Roannez. Zestaw ten do czaséw J. Bernoulliego stanowit
obowigzkowsq lekture wszystkich zainteresowanych tg tematyks.

Praca ta sklada sie z wprowadzenia oraz 14 twierdzen, z ktoérych
pierwsze trzy sg podstawowe dla metody, zastosowanej w poszczegdl-
nych rozwigzaniach. Twierdzenia IV—IX poswiecone sg problemowi po-
dziatu stawki, za§ X—XIV zawierajg roznorodne zadania zwigzane z gra-
mi w ko$ci. Na koncu pracy autor zamiescit pie¢ zadan do samodziel-
nego rozwigzania przez czytelnika (por. [12], [11], [21], [20], [15], [24],
[10], [8], [1], [30], [18]).

Na wstepie Huygens wprowadzit pojecie szansy: ,,Chociaz w przy-
padku gier opartych na czystym przypadku rezultaty nie sg znane, to
jednak szansa gracza na wygrang lub przegrang ma okreslong wartosé.
Na przyktad, gdy czyni on zaklad, ze uzyska w pierwszym rzucie kosScig
6 oczek, to nie wiadomo, czy wygra, czy tez przegra, ale mozna obliczy¢,
na ile jego szanse przegranej przewyzszaja jego szanse na wygranie
postawionego zaktadu”. ([12]).

W rozwazaniach dotyczacych gier losowych Huygensa interesowala
przede wszystkim cena danej gry: jesli zaproszono nas do udzialu w grze
z danym schematem nagréd zaleznie od poszczegélnych wynikéw, to
chcielibySmy, aby cena za udzial w niej byla uczciwa, sprawiedliwa —
tzn. taka, za jakg gracz bylby gotéw odstgpi¢ swoje prawo do zwycie-
stwa w tej grze. Gra moze straci¢ swag uczciwo$¢ w dwoéch przypad-
kach: gdy nagrody mozliwe do uzyskania nie bedg jednakowej warto-
$ci, albo gdy losy mogg nie by¢ wyciggane jednakowo latwo. Pierwszy
przypadek zostal oméwiony w twierdzeniu I, a drugi w twierdzeniu III
omawianej pracy. Oto trzy podstawowe twierdzenia:

Tw. I.: ,Jesli mam réwne szanse otrzymaé¢ a lub b lub c, to kosztuje
mnie to (a + b)/2”.

Tw. II: ,Jesli mam réwne szanse na otrzymanie a lub b lub c, to ko-
sztuje mnie to tyle, jakbym mial (a + b + ¢)/3”.

Tw. III: ,,JeSli liczba przypadkéw, w ktérych moge otrzymaé sume a,
wynosi p, a liczba przypadkéw, w ktérych moge otrzymaé
sume b, wynosi q, to koszt (warto$é) mojego oczekiwania wy-
nosi (ap + bq)/ (p + q)”. ([21]).
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Przyjrzyjmy sie¢ dla przykiadu rozwigzaniu problemu podzialu staw-
ki, stanowigcego tres¢ tw. IV omawianej pracy: ,,Zalézmy, ze gram
z moim przeciwnikiem w gre — kto pierwszy wygra 3 partie — i za-
16zmy, ze wygralem juz 2 partie, a on jedng. Chce wiedzie¢, jaka czes¢
stawki przypadtaby mnie, gdyby$my chcieli przerwa¢ gre w tym mo-
mencie i sprawiedliwie rozdzieli¢ stawke. (...) Trzeba od razu zauwazy¢,
ze wystarczy wzigé pod uwage liczbe partii brakujgcych jednej i drugiej
stronie do zwyciestwa. (..) Prawdag jest takze, ze wygrawszy partie,
otrzymalbym calg stawke, ktérg oznaczam przez a. Ale jesli pierwszg
partie wygra mdj przeciwnik, to nasze szanse stang sie réwne, biorgc
pod uwage, ze kazdemu z nas bedzie brakowa¢ po jednej partii, tzn.
kazdy z nas mialby prawo otrzymac¢ a/2. Niewagtpliwe jest, ze mam
réwne szanse otrzymaé a i a/2, co zgodnie z tw. I jest réwnowazne
sumie ich polowek, tj. (3/4)a, tak wiec mojemu przeciwnikowi pozostaje
a/4”. ([21], por. [11]).

Jak wida¢, rozumowanie Huygensa ma charakter ogélny, paradygma-
tyczny: dotyczy sumy a — wielkos$ci do podzialu — i zawiera wyrazne
sformutowanie, ze nalezy bra¢ pod uwage tylko liczbe partii brakujg-
cych do zwyciestwa, a przede wszystkim, zachowujgc swg ogélnos¢, od-
wotuje sie do pojecia wartosci oczekiwanej — wystepujacego pod nazwa
»ceny” oraz do pojecia szansy (szanse sg jednakowe). Pojecie uczciwej
ceny (nazwane w tlumaczeniu lacinskim van Schootena jako ,,expecta-
tio”) zajmuje w podejSciu Huygensa miejsce centralne, mozna nawet.
powiedzie¢, ze jest bardziej podstawowe niz pojecie szansy. Czy jednak
jest ono rzeczywiscie tym wiasnie, co mozna okres$li¢c mianem wartosci
oczekiwanej w sensie aktualnie przez nas rozumianym?

Hacking [12] uwaza, ze pojecie wartosci oczekiwanej nie bylo jesz-
cze u Huygensa w pelni dopracowane. Opinia ta zostala poparta przez.
Freudenthala [9], ktéory wyjasnil, ze termin ,,expectatio” odnosi sie do
zbioru mozliwych w grze wynikéw, tymczasem nasze wspoélczesne po-
jecie wartosci oczekiwanej wystepowato u Huygensa pod nazwami ,,war-
tosé szansy” lub ,,warto$¢ oczekiwania”. Znacznie wlasciwsze wydaje sie
zatem przygladanie sie temu pojeciu w konkretnym kontekscie rozwig-
zywanych przez Huygensa problemdéw.

4. UWAGI KONCOWE

Omawiajagc — nawet w tak wielkim skrécie -— pra-poczatki rachun-
ku prawdopodobienstwa, nie sposéb nie wspomnie¢ o jeszcze jednym
waznym nurcie, ktéry mial istotne znaczenie dla konceptualizacji poje-
cia prawdopodobienstwa — o rozumowaniach probabilistycznych, jakie
wystepowaly w drugiej polowie XVII wieku w Anglii w zwigzku z za-
interesowaniem zagadnieniami demograficznymi.
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W tym samym roku, kiedy w Paryzu opublikowano Logike, w Lon-
dynie wydano prace J. Graunta (1620—1674) Spostrzezenia przyrodni-
cze i polityczne nad biuletynami $miertelnoéci stanowigcg zbiér wnio-
skowan statystycznych dotyczacych demografii, opartych na analizie
obszernej ilo$ci danych o ludnosci — gléwnie Londynu. Opracowanie
danych statystycznych o tematyce demograficznej nie bylto okolo r. 1662
nowos$cig. Problematyka tg interesowano sig, jak juz wspominaliSmy,
od czas6w Starozytnosci. Zainteresowania te mialy konkretny charakter,
wnioskowanie odbywalo sie na ogél na podstawie stosunkowo niewiel-
kiej liczby danych, nie gromadzonych systematycznie i nie wymagato
opracowywania ogélnej metody postepowania. Od poczgtku XVI w.
w Anglii, w zwigzku z epidemiami dzumy, w miastach coraz czesciej
zaczely ukazywaé sie biuletyny, w ktérych notowano liczbe pogrzebdw,
jakie mialy miejsce w dawnym okresie. Poczgwszy od r. 1603 w Lon-
dynie prowadzono systematyczny rejestr chrzcin i pogrzebéw. Poszuki-
wanie metod szczegélowego opracowywania tych danych dalo poczatek
statystyce (por. [12], [21], [20], [28], [10], [16]).

Za prekursoro6w wnioskowania statystycznego uwaza sie Graunta
i M. Petty’ego (1623—1687). Zagadnienia, ktérymi zajmowali sie¢ oni,
dotyczyly, zasadniczo trzech probleméw: liczebnosci urodzen, umieral-
nosci ludnosci oraz odpowiedniego okreslenia wysokosci rent spotecz-
nych, ktérych system wlasnie powstawal. W rozumowaniach swych obaj
autorzy postugiwali sie pojeciem $redniej, a takze — implicite — praw-
dopodobienstwem w jego aleatorycznym aspekcie, chociaz zaden z nich
nie znal tego pojecia (por. [12]).

Jak wiec wida¢ z tych przykladéw, w okresie okolo r. 1662 analo-
giczne idee natury probabilistycznej pojawialy sie zupelnie niezaleznie
od siebie (por. [12]). Podkreslmy przy tym, iz bez wzgledu na drogi,
jakie wiodly do wykrystalizowania sie dualnego pojecia prawdopodo-
bienstwa, réwnoczesnie z nim pojawilo sie w rozumowaniach probabili-
stycznych pojecie wartosci oczekiwanej. Wydaje sie, iz wyodrebnienie
i rozrdéznienie obu tych poje¢ takze w istotny sposéb przyczynilo sie
do rozwoju rachunku prawdopodobienstwa.

Recenzent: Jerzy Dobrzycki
Artykul naplynat do Redakeji w kwietniu 1989 r.
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