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Wiestaw Wdjcik
(Sosnowiec)

FILOZOFIA MATEMATYKI NA PRZELOMIE XIX I XX WIEKU

WPROWADZENIE

Druga potowa XIX wieku byla okresem znaczacego rozwoju matematyki.
Powstaty teorie, niosace ze sobg nowe rozumienie matematyki poprzez wprowa-
dzenie jej na nieznane obszary badafi i dostarczenie nowych metod badawczych.
Rozbudowywujacy si¢ gmach wiedzy matematycznej stracit pierwotng jedno§¢
i zaczely powstawac sprzecznos$ci (np. antynomie teorii zbior6w).

To wszystko sktanialo uczonych do poszukiwania nowych filozoficznych
interpretacji rozwoju i struktury matematyki oraz podjecia badafi w ramach samej
matematyki, w celu usunigcia nawarstwiajacych si¢ sprzeczno$ci. Wielu 6wczes-
nych matematykéw, oprécz dziatalno$ci stricte matematycznej, zajmowato si¢
refleksja nad struktura matematyki i mechanizmami jej rozwoju. Wyniki tych
filozoficznych refleksji bardzo czesto miaty wplyw na tworzone przez tych uczo-
nych teorie matematyczne. Tak byto, mi¢gdzy innymi, w przypadku Cantora,
Poincarégo, Brouwera czy Hilberta.

Przetom wiekéw XIX i XX byl zarazem okresem poglebiajacego si¢ rozdziatu
mig¢dzy matematyka a refleksja filozoficzng. Wizja §wiata, jaka daje matematyka,
przestata by¢ podstawa budowanych koncepcji ontologicznych praktycznie od
poczatku XX wieku'. Ten ,triumf” pozytywizmu dotyczyl réwniez rozdziatu
pomigdzy filozofia matematyki a historia matematyki. W tej pracy chciatbym
zaja¢ si¢ analizg epistemologicznych aspektéw filozofii wyzej wymienionych
matematykéw, aby dostrzec formalne przyczyny tego rozdzialu. Skoncentruj¢
si¢ na wskazaniu miejsca i roli elementéw apriorycznych w strukturze teorii
matematycznych i pokazg, ze elementy aprioryczne, przyjmowane przez kazdego
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z tych matematykOw byly odmienne i pelnity nieco inne funkcje. Te aprioryczne
elementy byty przyjmowane przy pomocy odpowiednio rozumianego ,,intuicyjne-
go ogladu” i pochodzity z pozamatematycznych Zrédel, mimo zZe posiadaty wy-
razne odpowiedniki w strukturach matematycznych. Zobaczymy to dokladniej
w przypadku analizy konkretnych koncepcji filozoficznych.

Konstrukcja tego artykutu (ukazuje ona zarazem schemat pewnej metody
badafn w ramach historii nauki) wyglada nastgpujaco. W oparciu 0 wybrane
elementy z historii nauki konstruuje si¢ pewien (uproszczony) model epistemo-
logiczny budowy i rozwoju wiedzy. Nastgpnie, analizowane koncepcje filozofii
nauki ,,przycina si¢” do tak otrzymanego modelu — dzigki temu mozliwe staje si¢
poréwnanie tych koncepcji ze soba w ramach zarysowanych preferencji history-
cznych, bez potrzeby wchodzenia w nieistotne w tych rozwazaniach szczego6ty.
Analizowane koncepcije filozofii nauki pozwalaja zarazem na petniejsze zrozumie-
nie wcze$niej zarysowanego modelu epistemologicznego.

Analizy przeprowadzane w tym artykule opierajq si¢ na zalozeniu, ze lezace
u podstaw danej teorii naukowej struktury aprioryczne sg decydujace dla uchwy-
cenia istoty filozofii budowanej w oparciu o t¢ teori¢ — istotne jest przy tym
wskazanie w przypadku danej koncepcji konkretnych struktur apriorycznych. Tym
samym struktury aprioryczne sa miejscem kontaktu nauki i filozofii. Szczeg6lnie
wyraZnie wida¢ to na przykladzie filozofii nauki Poincarégo. Dla Poincarégo, na
przyktad, struktury te s3 utworzone przez matematyczne pojecie grupy oraz tzw.
zasade indukcji apriorycznej —tak w jego refleksji filozoficznej, jak réwniez
w tworzeniu nowych teorii matematycznych i fizycznych pojecie grupy i zasada
indukcji apriorycznej tworza podstawowa metode heurystyczng oraz sg istotnym
sktadnikiem koncepcji (dzigki nim powstaja pojecia, twierdzenia i prawa naukowe
wchodzace w sktad danej teorii naukowej). Okazuje si¢, ze struktury aprioryczne
sa odpowiedzialne za kontakt teorii naukowej z szeroko rozumiana rzeczywisto-
§cia i wrecz umozliwiaja ten kontakt. W konsekwencji, w przeprowadzanych w tej
pracy analizach, nie tyle istotne s3 fakty z historii matematyki czy koncepcije
filozoficzne, co obszar styku filozofii i historii nauki, to miejsce ,,iskrzenia”
pomigdzy faktami a filozofia. Sadze, ze doktadniejsze zbadanie tych spraw byloby
rzecza bardzo interesujaca. Ten artykut jest raczej préba na§wietlenia tego proble-
mu i pretenduje co najwyzej do czastkowych ,rozwiazan”.

PODSTAWOWE STRUKTURY POZNANIA
Na poczatku chcialbym przedstawi¢ pewna og61ng koncepcj¢ epistemologicz-

na (nazwe ja teoria podstawowych struktur poznania), ktéra postuzy mi do uch-
wycenia i przeanalizowania roli elementéw apriorycznych w réznych systemach
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filozofii matematyki. Za , podstawe empiryczng” budowanej teorii postuza mi
pewne elementy z historii nauki.

Zaczniemy od matematyki pitagorejczykOw, w ktorej kluczowa rol¢ petnito
pojecieliczby, jako miary wszechrzeczy, tzn. wedtug pitagorejczykéw kazdarzecz
jest okreSlona przez liczb¢ (lub uktad liczb) natomiast funkcjonowanie §wiata
(wszelkie zwiazki pomiedzy rzeczami) okreSlaja stosunki i proporcje liczbowe.
Metoda, ktora stosowali pitagorejczycy opierata si¢ na mozliwos$ci przejscia od
»zamknigtego” §wiata liczb, majacego przyczyne w jedno$ci, do §wiata zmysto-
wego (i na odwr6t). Metoda ta pozwalata przypisywaé pewnym obiektom (stanom
fizycznym) ustalonych liczb (stosunkéw liczbowych) oraz zakiadata, ze liczbom
i stosunkom liczbowym, cechujacym si¢ doskonatg harmonia, musza odpowiadaé
obiekty §wiata zmystowego majace odpowiednio duza range i znaczenie?.

Picknym przyktadem pochodzacym ze szkoty pitagorejskiej jest ztoty podziat
odcinka. Wyraza si¢ on nast¢pujaca proporcja: stosunek dlugosci odcinka do
dtugosci czeSci wickszej podziatu jest rtéwny stosunkowi dtugosci czesci wigkszej
do mniejszej. Zgodnie z metoda pitagorejska temu podziatowi muszg odpowiadac
w przyrodzie pewne obiekty. Odnajdywanie realizacji tego podziatu w przyrodzie
stanowi potwierdzenie stuszno$ci tej metody — jest to patrzenie na §wiat i dostrze-
ganie jego pigkna poprzez harmoni¢ pojawiajaca si¢ pomiedzy liczbami. Jesli
pewna liczbamaszczeg6lnie ciekawe wlasnoSci, a jaki$ stosunek liczbowy cechuje
si¢ picknem i harmonia, to wéwczas ta liczba czy ten stosunek ujmuje istote
jakiego$ obiektu ze §wiata zmystowego.

Zawarto$¢ rzeczywisto$ci pokrywa si¢ doktadnie, w metodzie pitagorejczy-
kéw, z zawarto$cia arytmetyki, jako nauki o liczbach i proporcjach miedzy nimi.
Dlatego nie moze istnie¢ Zadne zjawisko (czy struktura), ktéremu nie datoby si¢
przypisac jakiego§ stosunku liczbowego. I tak pojawienie si¢ w geometrii odcin-
k6w niewymiernych (a wi¢c nie dajacych si¢ wyrazi¢ przy pomocy proporcji
liczbowych) uderzato, zgodnie z metoda pitagorejska, w sens uprawiania geome-
trii, chyba ze przyjmie si¢, iz podstawa matematyki, a wi¢c i calej rzeczywistosci,
jest nie arytmetyka lecz np. geometria. Zauwazmy, ze wla$nie ta droga poszli
p6Zniej pitagorejczycy oraz inni matematycy greccy budujac arytmetyke geome-
tryczna (a nie jak wcze$niej geometri¢ arytmetyczna)®.

Jesli w tym ujeciu §wiat staje si¢ cze$cia matematyki, a badanie Swiata mozna
sprowadzi¢ do badania modelu §wiata, jaki daje matematyka, a ponadto, jeSli
miedzy strukturami §wiata a strukturami rzeczywistoSci istnieje §cisty izomorfizm
—oznacza to w konsekwencji, Zze w teorii poznania pitagorejczykOw nie wystepuja
zadne aprioryczne struktury poznawcze. Do calej rzeczywisto$ci mamy bezpo-
$redni dostgp poprzez intuicyjny oglad ,.$wiata liczb”.

Mozna natomiast méwic juz o apriorycznych strukturach poznania w przypad-
ku konstrukcji wiedzy matematycznej przez Euklidesa; dokiadniej na te elementy
aprioryczne wiedzy wskazuje metoda aksjomatyczno-dedukcyjna, stosowana
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przez tego matematyka (oraz przez wigkszo$¢ poZniej Zyjacych matematyk6w).
Metoda ta byta w duzym stopniu oparta na filozofii Platona. Wedtug Platona
jedynie istniejacy jest wiat idei, a Swiat zmystowy jest tylko jego niedoskonata
kopia. Tylko rozum jest w stanie pozna¢ §wiat idei — poznanie to jednak jest
fragmentaryczne, bowiem tylko niektdre idee s3 ,,wychwytywane” przez rozum.
I wiasnie te nieliczne idee, ktére s3 przyjmowane przez rozum w sposéb bezpo-
§redni, staja si¢ podstawa matematyki, a wigc wiedzy, ktéra odtwarza niepozna-
walna wprost pozostatg cze$¢ §wiata idei. Te wprost poznawalne przez rozum idee
oraz pewne zalezno$ci mi¢dzy nimi zostaja uj¢te w formie poje¢ pierwotnych,
aksjomatOw i postulatéw teorii. Nastepuje Sciste okreSlenie liczby tych podstawo-
wych elementéw, na ktérych opiera si¢ cata konstrukcja matematyki. Stosujac
dedukcj¢ mozemy z przyjetych aksjomatéw i postulatéw otrzymaé twierdzenia
i nowe pojecia, ktore daja dostgp do nowych obiektow Swiata idei i ukazuja
zalezno$ci pomigdzy tymi obiektami. Dzigki tej metodzie jesteSmy w stanie
odtworzy¢ ukryty przed bezposrednia percepcja Swiat idei.

Metoda aksjomatyczno-dedukcyjna wyraZnie, w istocie swojej, odr6znia si¢
od metody pitagorejskiej, w ktdrej przez bezpoSredni oglad obiektow matematy-
cznych otrzymywalo si¢ wiedz¢ na temat calej rzeczywisto$ci. Natomiast w me-
todzie aksjomatyczno-dedukcyjnej bezpoSredni oglad dotyczy wylacznie pewnej
matej liczby obiektéw matematycznych. Pozostate obiekty rozum odkrywa dopie-
ro w polaczeniu z metoda dedukcyjna. Pojawiaja si¢ wigc struktury aprioryczne
poznania — s3 to struktury, w oparciu o ktére funkcjonuje metoda aksjomatyczno-
dedukcyjna. Oznacza to, Ze aby pozna¢ cata rzeczywisto$¢ trzeba posiadac stru-
ktury aprioryczne. Te platofiskie struktury aprioryczne okres§le mianem a priori
formalnego. W dalszej czeSci pojawi si¢ uzasadnienie tej nazwy.

W odréznieniu od Platona, filozofia poznania Arystotelesa, a w konsekwencji
budowana przez niego logika, zaklada istnienie dodatkowych struktur apriorycz-
nych. Struktury te dziataja w ramach metody abstrakcji, odpowiedzialnej za
powstawanie poje¢ ogélnych, ktére ujmuja istot¢ konkretnych jednostkowych
rzeczy, poznawanych przez zmysty (w ramach tej koncepcji nie docieramy wigc
bezposrednio do Zadnych bytéw, w odréznieniu od koncepcji Platona). Dzigki tak
rozumianym strukturom poznawczym umyst nasz otrzymuje pojecia okreslajace
istot¢ wyabstrahowang z rzeczy jednostkowej. Te kolejne struktury aprioryczne,
w odr6znieniu od wcze$niej wprowadzonego a priori formalnego, okreslg mianem
a priori intuicyjnego.

Dalsze rozwijanie osiagnigtej juz wiedzy jest mozliwe dzigki strukturze sylo-
gizmu — ta struktura funkcjonuje w ramach opisanego wczesniej a priori formal-
nego.

Kolejna rozbudowg struktur apriorycznych mozemy zaobserwowa¢ w nauce
okresu nowozytnego.
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W zakresie struktur poznawczych zasadniczy zwrot nast¢puje u Kartezjusza.
Migdzy struktura §wiata a naszym umystem pojawia si¢ przepa$¢ — nie mozemy
wigc poznaé struktury §wiata bezposrednio. Pojawia si¢ wigc kolejna struktura
aprioryczna, ktéra umozliwia poznanie §wiata pozaumystowego — ta struktura
okreslona jest poprzez fakt pierwotnego (wzgledem catej rzeczywisto$ci) istnienia
cogito i pewnych struktur poznawczych tego cogito.

U Leibniza natomiast te nowe struktury aprioryczne wiaza si¢ z wprowadzo-
nym przez tego filozofa pojeciem harmonii przedustawnej. Ta wia$nie harmonia
przedustawna umozliwia wszelkie poznanie, gdyz substancja w ujeciu Leibniza,
to monada ,,bez okien”, ktéra nie ma mozliwosci dotarcia wprost do innej monady.
Harmonia przedustawna wyraza si¢ mi¢dzy innymi w prawach logiki, w zasadzie
najmniejszego dzialania czy w zasadzie maksimum (to, co istnieje, jest najlepsze
zZ tego, co moze istnie€). Zauwazmy, Ze projekt Leibniza budowy kombinatoryki
uniwersalnej opiera si¢ na zaloZeniu istnienia apriorycznych struktur poznaw-
czych. Dzigki tym strukturom otrzymujemy narzedzie, pozwalajace odtworzy¢
w sposéb czysto analityczny caty Swiat (wedtug Leibniza kazdy problem w ramach
kombinatoryki uniwersalnej bedzie mozna rozwigza¢ w sposéb czysto logiczny
i formalny) — umyst ludzki ma wigc do dyspozycji pewne struktury aprioryczne,
ktére pozwalaja pozna¢ (uchwyci€) strukture Swiata.

Aprioryczne struktury poznawcze pelnig centralng role¢ w systemie Kanta.
Zauwazmy, Ze kategorie intelektu, dzigki ktérym budujemy wszelka wiedze,
petnia rol¢ a priori intuicyjnego, natomiast forma do§wiadczenia (czas i prze-
strzefi) tworza nowa struktur¢ aprioryczng, umozliwiajaca poznanie struktury
Swiata.

Przyjrzyjmy si¢ tym nowym strukturom apriorycznym, powstalym w nauce
nowozytnej, wnikajac w mechanizm ich dziatania na przyktadzie programu z Er-
langen F. Kleina. Sadzg, Ze ten program w idealny sposob realizuje wspomniang
wczesniej rozbudowe struktur apriorycznych okresu nowozytnego.

W 1872 roku niemiecki matematyk F. Klein oglosil program w geometrii®,
ktéry rzucat nowe §wiatto na matematyke. Przyjrzyjmy si¢ dokladniej RozwaZza-
niom poréwnawczym o nowszych badaniach geometrycznych, gdzie Klein przed-
stawia swoja koncepcje.

Klein wychodzi od spostrzezenia, ze istnieja przeksztalcenia, ktére nie zmie-
niaja wlasnosci pewnych figur geometrycznych. Za podstawowe uznaje wiasnosci
geometryczne, tzn. wlasno$ci niezalezne od potozenia, wielko$ci bezwzglednej
i od porzadku. Istnieja pewne przeksztalcenia (przesunigcia, obroty, symetrie,
podobiefistwa), ktére nie zmieniaja wlasnos$ci geometrycznych. Co wigcej, prze-
ksztalcenia te tworza grupe, ktéra Klein nazywa grupa giéwng. Mozna wigc
traktowac geometri¢ elementarng jako teori¢ badajaca te wiasnoSci figur geome-
trycznych, ktére nie zmieniaja si¢ pod dziataniem grupy giéwnej przeksztatcen.
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Zauwazmy co dzieje si¢, gdy zamiast grupy giéwnej bedziemy rozpatrywac
pewna jej podgrupe, np. podgrupe wszystkich przeksztatcefi zachowujacych dtu-
g0s¢€ odcinkéw (tzn. izometrii). OczywiScie, wigksza liczba wiasnosci figur jest
zachowywana przy izometriach, niz przy przeksztatceniach grupy giéwnej (ob-
szerniejszej od grupy izometrii). Oznacza to, ze struktura przestrzeni wzgledem
grupy gtéwnej jest ubozsza (badamy mniej wtasnosci), niz struktura przestrzeni
wzgledem grupy izometrii. Mozna jednak sztucznie wzbogaci¢ struktur¢ prze-
strzeni, rozpatrywanej wzgledem grupy giéwnej, o dodatkowy element, kt6ry jest
zarazem elementem stalym grupy izometrii (w tym przypadku tym elementem
statym jest odcinek o ustalonej dtugosci, okreSlajacy struktur¢ metryczng prze-
strzeni). Otrzymujemy tym samym dwie réwnowazne sytuacje:

»Jest jedno i to samo, czy utwory przestrzenne badamy ze wzglgdu na grupg
gtéwng i dotaczamy do nich punkt dany czy tez, gdy nie dotaczajac nic danego,
zastgpujemy grup¢ gléwna przez grup¢ w niej zawarta, a ktorej przeksztatcenia
punkt ten pozostawiaja bez zmian™,

Powyzsze rozwazania prowadza do tego, ze geometria zostaje sprowadzona do
teorii niezmiennikOw danej grupy przeksztatcen.

»Jak dlugo podstawg badania geometrycznego jest ta sama grupa przeksztat-
cefi, tre§¢ geometrii pozostaje niezmienng™®.

Oznacza to, ze dana ustalona grupa przeksztatcefi jednoznacznie ustala dana
geometrig, niezaleznie od wiasnosci przestrzeni na ktérej dziata, np. niezaleznie
od wymiaru przestrzeni. F. Klein podaje jako przyklad rownowazno$¢ geometrii
rzutowej na krzywej stozkowej oraz geometrii rzutowej na ptaszczyZnie.

,Przyjmijmy na stozkowej za element par¢ punktéw, zamiast punktu. Mozna
ustanowi¢ odpowiednio$§¢ migdzy og6tem par punktéw stozkowej a ogétem pros-
tych ptaszczyzny, przyporzadkowujac kazda tej parze punktéw, w ktorej przecina
stozkowa. Przy tym odwzorowaniu przeksztatcenia liniowe, odtwarzajace stozko-
wa, przechodza na przeksztalcenia liniowe plaszczyzny (uwazanej za zlozong
z prostych), pozostawiajace bez zmiany stozkowa™”.

Tego typu réwnowaznos$ci mozna ustala¢ migdzy istotnie r6znymi przestrze-
niami. W tym ujgciu istotna staje si¢ ogélna struktura (grupa danych przeksztat-
cefi), kt6ra narzucamy na badana przestrzefi. Sama mozliwo$¢ narzucenia takiej
struktury determinuje juz wtasnosci tej przestrzeni.

Nowy obszar struktur apriorycznych pojawia si¢, w przypadku programu
Kleina, w ramach struktury grupy. MySlg, Ze po tym, co wczesniej przedstawitem,
widoczne jest, Ze poj¢cie grupy mozna okresli¢ mianem a prioriepistemologiczne-
£0. Zobaczmy z czym, w ramach przedstawionej koncepcji, ma do czynienia umyst
w procesie poznania. Z pewna struktura epistemologiczna, ktéra jest synteza
struktury ,rzeczywisto$ci” i struktury grupy. Z calego bogactwa réznorodnych
struktur pojecie grupy wychwytuje tylko ich cze$¢. Pozostalej czeSci rzeczywisto-
§ci nasz umyst nie jest w stanie dostrzec — struktura ontologiczna §wiata w swojej
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czystej formie jest wigc przed nami zakryta. To wiasnie oznacza stwierdzenie
Kleina, ze jak dlugo podstawg badania geometrycznego jest ta sama grupa prze-
ksztatcen, tre§¢ geometrii pozostaje niezmienna. Mamy wig¢c do czynienia wyla-
cznie z pewna mieszaning struktury ontologicznej §wiata i struktury a priori
epistemologicznego. Mozna powiedzie¢, ze a priori epistemologiczne umozliwia
racjonalny odbidr realnego Swiata — preparujac rzeczywisto$¢ dostosowuje ja do
naszych mozliwo$ci poznawczych.

Zauwazmy, ze a priori formalne oraz a priori intuicyjne s3 ,,oczywistymi”
skiadnikami nauki proponowanej przez Kleina. Dzigki a priori intuicyjnemu
mozliwa jest konstrukcja poje¢ ogélnych i formutowanie og6lnych praw nauki.
Natomiast a priori formalne daje mozliwo§¢ skutecznego poruszania si¢ w §wiecie
teorii. Oznacza to, ze teoria moze funkcjonowac i rozwijac si¢ niezaleznie od bazy
empirycznej, a nastgpnie wykazywac zgodno$€ z ta baza. Zauwazmy, ze a priori
epistemologiczne wyjasnia fenomen ujmowalnoS$ci §wiata przez rozum tzn. to,
dlaczego Swiat w pewnej swojej strukturze staje si¢ jawny dla umystu. Analogicz-
nie a priori intuicyjne wyjasnia fenomen mozliwo$ci ciagltego uzgadniania budo-
wanej teorii ze §wiatem empirycznym.

W ramach struktur apriorycznych pojawia si¢ ,,obiektywno§¢” teorii — nieza-
lezno$€ od struktury umysiu i od empirii. Doktadniej chodzi o to, ze w oparciu
o pewne ogoblne pojecia i pierwotne zasady mozemy w sposob czysto (mniej lub
bardziej) formalny rozbudowywag teori¢ abstrahujac w duzym stopniu od intu-
icji oraz od do§wiadczenia. Na pytanie Kanta — jak s3 mozliwe sady syntetyczne
a priori? — mozna odpowiedzie¢ wskazujac na elementy aprioryczne tworzgce
podstawowe struktury poznania.

ELEMENTY APRIORYCZNE W FILOZOFII CANTORA

TEORIA MNOGOSCI

Aby zrozumie€ rol¢ elementéw apriorycznych w filozofii G. Cantora, zobacz-
my najpierw jakie idee leza u podstaw teorii mnogosci, stworzonej przez tego
matematyka pod koniec XIX wieku.

Zacznijmy od ,,definicji” zbioru podanej przez Cantora:

,Przez zbiér rozumiemy zgrupowanie w jedna cato§¢ wyraZnie réznych przed-
miotéw naszej intuicji lub naszej mys§li”; lub: ,,Kazdy zbior dobrze odr6znionych
rzeczy moze by¢ traktowany jako jednolita rzecz dla siebie™®.

Definicje te wydaja si¢ bardzo nieprecyzyjne. Jednak zawieraja pewien istotny
element. Dla Cantora do tego, aby utworzy¢ z pewnych elementéw jaki§ zbior
wystarczy mie€ kryterium pozwalajace rozdzieli€ te elementy (,,wyraZnie r6Zne
przedmioty naszej intuicji”’) —i to w zupelnoS$ci wystarczy. Te elementy nie musza
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mie¢ wspélnej wiasnosci, zezwalajacej dopiero na tworzenie z nich pewnej catosci.
Tym samym nie znane s3 a priori wlasnosci zbioru, ktéry otrzymamy w wyniku
pewnej operacji. Te wlasnosci trzeba dopiero poznac, analizujac sam zbi6r i jego
konstrukcje. Nowo skonstruowany zbiér moze zawiera¢ w sobie caly §wiat no-
wych, nieznanych uprzednio, wlasnosci.

Zobaczmy jak w tym ujeciu powstaje zbidr liczb naturalnych. Je§li przyjmu-
jemy zasadg, Zze do utworzenia jakiego$ zbioru trzeba zna¢ wiasnosci jego elemen-
téw, to wtedy pojecie zbioru (wszystkich) liczb naturalnych nie ma sensu. Wynika
to z tego, ze z powodu nieskoficzone;j iloSci liczb naturalnych nie mozemy znaé
wlasnosci ich wszystkich. Stad bralo si¢ odrzucenie nieskoficzono$ci aktualnej,
jako takiego pojecia, ktore przeczylo tej zasadzie. Zgodnie z definicjq Cantora nie
ma przeszkOd dla utworzenia zbioru liczb naturalnych — sa rozréznialne i to
wystarczy. Fakt rozr6znialnoSci liczb naturalnych wynika z tego, Ze kazda z nich
»Sklada si¢” z r6znej liczby jedynek. Mimo tego, Ze nie znamy wtasnosci wszy-
stkich liczb naturalnych, to jednak znamy zasadg¢ tworzenia kolejnych dowolnie
duzychliczb. Liczby naturalne tworza wigc pewna struktur¢ — t¢ struktur¢ mozemy
traktowac jako obiekt matematyczny, bedacy nowa jako$cia w stosunku do two-
rzacych go elementéw.

Spéjrzmy jak dalej dziata ,,zasada Cantora” konstrukcji zbioréw. Otrzyma-
wszy, zgodnie z powyzszg zasada, calg rodzing zbioréw szukamy najprostszego
kryterium, ktére umozliwialobyrozréznienie zbior6w nalezacychdo pewnej klasy,
nie koniecznie wskazujac na wiasnosci tych zbior6w. Tym kryterium okazuje si¢
odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne pomi¢dzy zbiorami, tzn. dwa zbiory
A i Bzaliczamy do tej samej klasy, jesli istnieje funkcja f wzajemnie jednoznaczna
odwzorowujaca zbilr A na zbiér B. Zauwazmy, ze funkcja o takiej wiasnos$ci nie
domaga si¢ zadnych konkretnych wiasno$ci zbioréw A i B, jednak jest w stanie je
rozr0zni€ — zbiory A i B sa r6zne, jeSli nie istnieje funkcja tozsamosciowa f z A

na B.

Tak otrzymane klasy nazywa Cantor liczbami kardynalnymi. OczywiScie,
kryterium rozrézniajace zbiory A i B moze wskazywa¢ (lecz nie musi) na pewne
wiasno$ci tych zbioréw. Tak jest w przypadku liczb porzadkowych, ktére powstaja
analogicznie jak liczby kardynalne, jednakze funkcja wzajemnie jednoznaczna,
bedaca podstawg otrzymania tych liczb, musi zachowywac porzadek istniejacy na
zbiorach Ai B.

Jesli wigc istnieje kryterium rozr6znienia pomi¢dzy pewnymi elementami, to
jest to warunek wystarczajacy, aby te elementy traktowac jako jednolita cato$¢.
Brak takiego kryterium uniemozliwia natomiast tworzenie takiej catosci. I tak np.
nie istnieje zbior wszystkich zbioréw, bo nie jest mozliwe wskazanie kryterium,
ktére by rozr6zniato wszystkie mozliwe zbiory. Cantor uwaza, ze réwniez w przy-
padku tworzenia zbioréw skoficzonych nie mozna wskaza¢ innego kryterium,
oprécz kryterium wyraZznego rozr6zniania elementéw, tworzacych dany zbi6r, tzn.
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zbiory nieskoficzone maja co najmniej takie same prawo do istnienia, jak zbiory
skoficzone. Zobaczmy, co pisze sam Cantor na temat ,,wielo§ci nieskoficzonych”
(tzn. liczb kardynalnych nieskoficzonych).

»Czy nie byloby do pomyslenia, ze juz te wieloSci s ,,sprzeczne” i Ze sprze-
czno$¢ przyjecia tego, iz wszystkie te elementy tworza pewna cato$¢ jeszcze tylko
nie zwr(cita na siebie uwagi? Moja odpowiedZ na to brzmi, ze pytanie to nalezy
réwniez rozszerzy¢ na wielosci skoficzone i ze doktadne rozwazanie prowadzi do
nastepujacego wyniku: nawet dla wielo$ci skoficzonych nie da si¢ przeprowadzié¢
»dowodu” ich ,,niesprzeczno$ci”. Innymi stowy: fakt ,,niesprzeczno$ci” wielo$ci
skoficzonych jest prosta, niedowodliwa prawda, jest ,,aksjomatem arytmetyki”
(w starym sensie tego stowa). Tak samo ,,niesprzeczno$¢” wielosci, ktérym
przypisuje¢ alefy jako liczby kardynalne jest aksjomatem rozszerzonej arytmetyki
pozaskoficzone;j™.

Co wigcej, istniejace aktualnie zbiory nieskoficzone stanowig podstawg teorii
mnogosci, w rozumieniu Cantora. Zbiory skoficzone s3 to twory umystu konstruo-
wane w oparciu o istniejace idealnie zbiory nieskoficzone.

FILOZOFIA CANTORA

Widzimy wigc, ze w teorii mnogo$ci Cantora centralng rol¢ peini pojecie
zbioru, a w szczeg6lnoSci zbioru nieskoficzonego. Przyjrzyjmy si¢ jakie s3 epi-
stemologiczne i ontologiczne konsekwencje roli, jaka petni pojecie zbioru (nie-
skoficzonego) w teorii Cantora.

Jak pisalem juz wcze$niej, Cantor traktowat zbiér jako ogét okre§lonych
element6w, ktére na mocy pewnego prawa moga by€ ztaczone w jedna cato$€. Tak
okreslonemu poj¢ciu zbioru przypisywat obiektywne istnienie na wzor platofiskich
idei. Powotujac si¢ na platofiskie rozumienie poj¢cia idei sadzil, Ze pojecie zbioru
jest ,,uporzadkowana mieszaning” poj¢cia apejron (to znaczy czego$ nieokreSlo-
nego i nieograniczonego) oraz pojecia granicy'°.

Zobaczmy wigc czym jest zbior bedacy, wedlug Cantora, elementem §wiata
platoriskich idei. Jako ,juporzadkowana mieszanina” apejronu i granicy musi
posiadaé te cechy obu tych pojeé, ktére nawzajem niweluja chaotyczno$€ i nieupo-
rzadkowanie, jakie te pojecia, brane oddzielnie, posiadaja.

Pojecie granicy zawiera w sobie dwa charakteryzujace je sktadniki:

1. Granica element6w ap jest taki element a, ze dla dostatecznie duzych n,
elementy an sa dowolnie blisko a.

2. Granica a element6w an, jest najmniejszym elementem (lub najwigkszym)
ograniczajacym elementy an z géry (lub z dotu).

Zauwazmy, Ze pierwszy sktadnik pojecia granicy jest wyeliminowany przez
pojecie apejronu, gdyz element a w pierwszym przypadku nie moze by¢
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nieskoficzony. Natomiast drugi sktadnik pojecia granicy doprowadza do odrzuce-
nia nieokreSlonosci apejronu. Otrzymujemy tym samym kryterium istnienia zbio-
row:

,»Kazdy zbi6r dobrze odréznionych rzeczy moze by¢ traktowany jako jednolita
rzecz dla siebie, ktorej tamte rzeczy sa czeSciami sktadowymi lub elementami
konstytutywnymi”!!, ;

Zbior istniejacy w Swiecie idei, opricz tego, Ze jest ,,jednolita rzecza” sktada-
jaca si¢ z dobrze odréznionych konstytuujacych ja elementéw, musi by¢ jeszcze
nieskoficzony.

Jako podstawg calej swojej teorii przyjmuje Cantor istnienie, w sensie platofi-
skim, nieskoficzonych zbioréw. Nieskoficzono$¢ aktualna (tzn. wielko§¢ stata,
ktora jest wicksza od kazdej wielkoSci skoficzonej tego samego rodzaju) jest wigc
dla niego czym§ w pelni realnym — i tak naprawdg jedynie realnym, w odr6znieniu
od nieskoficzono$ci potencjalnej tzn. od wielko$ci, ktéra moze przekraczaé dowol-
nie duza wielko$¢ skoriczona danego rodzaju. Nieskoficzono$¢ potencjalna (jak
réwniez wielkos$ci skoficzone) jest wytacznie konstrukcija opana 0 jedynie realna
nieskoficzono$¢ aktualng.

To, co przede wszystkim konstruujemy w oparciu o zbiory nieskoficzone, s3
to liczby kardynalne oraz typy porzadkowe. Gdy abstrahujemy od jako$ci elemen-
tow, tworzacych dany zbidr oraz od porzadku w jakim wyst¢puja, to otrzymujemy
liczb¢ kardynalna. Gdy natomiast abstrahujemy od jako$ci elementéw, uwzgled-
niajac jednak ich porzadek, to w zalezno$ci od rodzaju porzadku otrzymujemy
dany typ porzadkowy. , Liczby kardynalne jak i typy porzadkowe sa prostymi,
nieztozonymi tworami poj¢ciowymi; kazde z nich jest prawdziwa jedno$cia,
poniewaz w kazdym z nich pewna wielko§¢ i rozmaito$¢ jednostek jest potaczona
w jedng cato§¢'2, Oznacza to, ze liczby kardynalne i typy porzadkowe sa konstru-
kcjami umystu, tworzonymi w oparciu o obiektywnie istniejacy zbior.

Matematyk stwarza §wiat bytow, ktore sa bytami w sensie substancji Arysto-
telesa. ,,W pewnym sensie kazdy typ porzadkowy mozna pojmowac jako cato§¢
ztozona z materii i formy; zawarte w nich jednostki, ktére sa pojeciowo rézne
stanowia materi¢, podczas gdy istniejacy mi¢dzy nimi porzadek odpowiada for-
mie”'®, Matematyk wigec w oparciu o idealny, obiektywnie istniejacy $wiat idei
(zbiory nieskoficzone) stwarza §wiat konkretnych bytéw (w sensie Arystotelesa),
ktérymi sa np. typy porzadkowe (skoficzone lub nieskoficzone).

Zauwazmy, ze Cantor nie uznawat wielko§ci nieskoficzenie matych, istnieja-
cych aktualnie. Zgodnie z koncepcja Cantora pojecie wielko$ci aktualnie nieskofi-
czenie malej jest sprzeczne samo w sobie. Rzecz polega na tym, ze wielko§¢ taka
musiataby by¢ wielko$cia stala mniejsza od kazdej wielkoSci dowolnego rodzaju
(przyjecie zatozenia, ze wielko$C ta jest wielkoscig stala mniejsza od wielkosci
ustalonego rodzaju powodowatoby, ze wielko$§¢ ta stataby si¢ po prostu wielko$cia
skoficzona; zauwazmy, ze takie wnioskowanie nie ma miejsca w przypadku
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wielko§ci aktualnie nieskoficzenie duzych) — musiataby by¢ wigc réwniez mniej-
sza od samej siebie, co jest niemozliwe. Intuicja sprzeczno§ci w powyzszym
rozumowaniu opiera si¢ na zatozeniu, ze podstawa konstrukcji danych wielkos$ci
jest zbior nieskoficzony jako ,,jednolita cato§¢ dobrze odré6znionych element6w”.

Kryterium istnienia zbioréw podane przez Cantora eleminuje istnienie zbioru
wszystkich zbioréw oraz zbioru wszystkich liczb porzadkowych. W przypadku
zbioru wszystkich typéw porzadkowych, zbiorowi temu musiatby odpowiadac typ
porzadkowy ,,dowolnie duzy” tzn. wigkszy od wszystkich typéw porzadkowych,
réwniez od samego siebie, co jest niemozliwe. Sprzeczno$€ jest wigc analogiczna
jak w przypadku wielkoS$ci aktualnie nieskoficzenie matych.

To kryterium Cantora jest jednak mato precyzyjne i nie wskazuje w ogélnym
przypadku w spos6b jednoznaczny, ktére zbiory nieskoriczone istnieja, a ktdre nie.
Po ukazaniu si¢ prac Cantora, tworzacych teori¢ mnogosci, odkryto wiele parado-
ksalnych zbioréw. Jeden z nich byt odkryty przez Russella w 1901 r.4,

Ten paradoksalny zbilr (nazwijmy go Z) skiada si¢ z tych zbior6w, ktére nie
sa swoimi wlasnymi elementami. W tym przypadku jednak rozstrzygnigcie kwe-
stii, czy zbior Z jest swoim wilasnym elementem, nie jest mozliwe. Jesli Z jest
swoim elementem, to Z nie jest swoim elementem, na podstawie definicji zbioru
Z, gdy natomiast Z nie jest swoim elementem, to znéw Z jest swoim elementem.
Paradoks ten, zwany antynomia klas niezwrotnych, nie tylko zachwiat programem
logicyzacji matematyki (prowadzonym przez Fregego, Russella i Whiteheada),
lecz przede wszystkim ukazat potrzeb¢ uSciSlenia podstaw teorii mnogosci. Sa-
dzono, ze platofiska interpretacja teorii mnogosci jest odpowiedzialna za te pro-
blemy i paradoksy. Stad préba budowy matematyki w oparciu o inne zalozenia:

1. Z jednej strony byta to préba Hilberta oparcia matematyki na intuicyjnie
osiagalnych pozalogicznych obiektach skorniczonych (wigzata si¢ z odwo-
lywaniem si¢ do intuicji geometrycznych, a wi¢c z propagowanym przez
Hilberta programem geometryzacji matematyki);

2. Z drugiej strony intuicjonizm Brouwera (zwiazany $cile z programem
arytmetyzacji matematyki) chciat oprze¢ matematyk¢ na intuicji liczby
skoficzonej (m6éwiac nieprecyzyjnie).

Doktadniej o tych prébach bgdzie mowa w dalszej czeSci artykutu. Obie te
préby wiazaly si¢ z checia ocalenia choCby czesci teorii mnogosci (szczeg6lnie
formalizm Hilberta). Jednak mimo napotykanych probleméw i nie zwazajac na
ré6znorodne interpretacije filozoficzne, teoria mnogosci rozwijata si¢ intensywnie
w XX wieku, stajac si¢ jedna z centralnych teorii matematycznych.

Wracajac do filozoficznych podstaw teorii mnogosci w ujgciu Cantora zauwaz-
my, Ze w ramach tej filozofii obiekty matematyczne istnieja na dwa sposoby:

1. Jako idee platofiskie (zbiory nieskoficzone).

2. Jako byty jednostkowe w sensie Arystotelesa.
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Obiekty pierwszego rodzaju sa podstawa konstrukcji dalszych obiektéw mate-
matycznych. W tym ujeciu nie istnieje a priori epistemologiczne. Gdyby nie
platofiska interpretacja zbioréw nieskoficzonych, to wiasnie one takie a priori
moglyby stanowi¢. Mozna natomiast méwi€ o istnieniu a priori intuicyjnego
(oczywiscie o istnieniu a priori formalnego réwniez) — jest nim zasada, na ktérej
oparty jest proces abstrakcji prowadzacy do otrzymania z danego zbioru na
przyklad liczby kardynalnej, gdy abstrahujemy zar6wno od jakosci elementéw, jak
iod porzadku w jakim wystegpuja. To wskazuje na empiryczny rys filozofii Cantora
(obiekty istniejace niezaleznie od umystu stajg si¢ bezposrednia podstawa i sktad-
nikiem wiedzy). Sam Cantor zreszta nazywat swoja koncepcje umiarkowanym
realizmem arystotelesowskim.

STRUKTURY APRIORYCZNE W FILOZOFII POINCAREGO

Francuski matematyk, fizyk i filozof Henri Poincaré byt pod silnym wptywem
programu Kleina. Uwazal, ze poj¢cie grupy oraz niezmiennika ma podstawowe
znaczenie dla matematyki'S. Tym pojeciom przypisywat zasadnicza role we wszel-
kim poznaniu. Sadzil, ze pojecie grupy ,,preegzystuje w umys§le ludzkim” i okresla
pewna aprioryczng struktur¢ umyshu. Ta aprioryczna struktura stanowi forme
poznania.

Poznanie, a wigc wszelkie §wiadome ujgcie struktury §wiata, mozliwe jest
wylacznie w ramach pojecia grupy. Przedstawiony wcze$niej program Kleina
ukazuje, jak dzigki poj¢ciu grupy wylania si¢ dana struktura geometryczna (dana
geometria powstaje jako teoria niezmiennikéw okre§lonej grupy przeksztatcef).
Zauwazmy, Ze poj¢cie grupy oraz niezmiennika stanowia dla Poincarégo centralny
element podstawowych struktur poznania.

W swoich pracach Poincaré analizuje znaczenie indukcji matematycznej dla
powstawania wiedzy matematycznej. Z tych analiz wynika, ze pojecie indukciji
matematycznej jest przez niego uzywane w znaczeniu bardzo og6lnym i niepre-
cyzyjnym i praktycznie petni rol¢ zasady, dzigki ktérej powstaja ,,istotne” pojecia
matematyczne. T¢ zasadg, ktora jest drugim elementem apriorycznych struktur
poznawczych, nazwe zasada indukcji apriorycznej — nadbudowywuje si¢ ona nad
elementem pierwszym. Funkcjonowanie tej zasady polega, mi¢dzy innymi, na
u§wiadomieniu sobie przez umyst mozliwosci wykonania danej operacji nieskofi-
czenie wiele razy. Przykladem dziatania tej zasady sa: zasada indukcji matematy-
cznej i wszelkiego typu definicje rekurencyjne. Dzigki tym dwom wskazanym
elementom, konstytuujacym podstawowe struktury poznania, powstaja pojecia
ogoélne, odpowiadajace pewnym konkretnym strukturom, jak réwniez ogélne
prawa, ktdre sa opisem wiasnosci danej struktury'®,
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Przyjrzyjmy si¢, jak w ramach przedstawionej koncepcji powstaje pojecie
przestrzeni euklidesowej. Punktem wyjScia jest grupa przeksztatcet ,,sztywnych”
tzn. grupa izometrii. Grupa ta jest w pewnym sensie podstawowa, gdyz wiaze si¢
bezposrednio z podstawowa struktura do§wiadczenia (istnienie ciat sztywnych
i mozliwo§¢ kompensacji ich ruch6w) i okreSlona jest wylacznie przy pomocy tej
podstawowej struktury. Stad przestrzefi euklidesowa, ktérej wlasnosci sa nie-
zmiennikami grupy izometrii, musi mie¢ najbardziej podstawowa i najprostsza
struktur¢ geometryczna. Mozna oczywiscie rozszerza¢ do§wiadczenie o nowe
elementy i tym samym otrzymamy szersza grupg (jak réwniez odpowiadajaca tej
grupie bogatsza struktur¢ geometryczng). Na tym przyktadzie widoczna jest nie-
zbe¢dno$¢ elementéw doSwiadczenia przy powstawaniu wszelkiej wiedzy. Jednak
w przypadku powstawania poje¢¢ geometrycznych do§wiadczenie petni tylko jedna
rol¢: pobudza do dziatania podstawowa struktur¢ umystu, wyrazajaca si¢ w pojeciu
grupy. Oznacza to, ze w umySle preegzystuje ogblne pojecie grupy, ktére pod
wpltywem danego zbioru do§wiadczen staje si¢ grupa konkretnych przeksztalcefi
(w przypadku grupy izometrii zbi6r tych do§wiadczefi jest w pewnym sensie
minimalny).

Przestrzen euklidesowa jest wigc najprostsza przestrzenig, nadajaca si¢ do
opisu przestrzeni naszego do§wiadczenia, co nie 0znacza, Ze nie mozna przyjaé
innej grupy przeksztatcefi, okreslajacej inng geometri¢. Ta inna geometria bedzie
jednak bardziej skomplikowana od geometrii euklidesowej (bo bedzie oparta na
szerszej grupie przeksztatceni). Nie mozna wigc mowic o prawdziwosci geometrii.
Geometria nie jest prawdziwa, tylko mniej lub bardziej dogodna. W tym ujeciu
twierdzenia geometrii nie pochodzg z do§wiadczenia (do§wiadczenie ma wptyw
wytacznie na wyb6r danej grupy przeksztatcefi), jak sadzili empirysci. Jednak ten
zwiazek z do§wiadczeniem wystgpuje i wyraza si¢ on w, trudnym do zdefiniowa-
nia, kryterium prostoty danej geometrii (geometria jest prostsza, jeSli bardziej
odpowiada podstawowym elementom struktury rzeczywisto$ci)'’.

Twierdzenia sformutowane w ramach danej geometrii s3 jednak przektadalne
na twierdzenia wyrazone w jezyku innej geometrii (przynajmniej czeS¢ tych
twierdzefi). Na podstawie programu Kleina mozna zauwazy¢, ze analizujac dane
wlasnosci z punktu widzenia szerszej grupy przeksztalcefi musimy wzbogacié
struktur¢ przestrzeni geometrycznej o dodatkowe elementy. Na przyktad geome-
tria euklidesowa zawiera si¢ jako przypadek szczeg6llny w strukturze geometrii
nieeuklidesowej. Aby méc bada¢ geometri¢ euklidesowa z punktu widzenie geo-
metrii nieeuklidesowej trzeba wprowadzi€ pojecie krzywizny — wéwczas prze-
strzefi euklidesowa jest po prostu przestrzenig o krzywiZnie réwnej zero. Poniewaz
w réznych geometriach mozemy wyraza¢ te same tresci, wigc tresci te sa niezmien-
nikami przej$¢ pomiedzy r6znymi geometriami. Tres$¢ ta musi si¢ wigzac z pew-
nymi obiektywnymi wlasnosciami przestrzeni fizycznej. Mimo tego, ze twier-
dzenia geometrii s3 umowami (czy zamaskowanymi definicjami), to jednak
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posiadaja pewna obiektywna tre$¢ — jest nia niezmiennik przy przej$ciu pomigdzy
réznymi geometriami. W koncepcji Poincarégo zwiazek geometrii z do§wiadcze-
niem jest wigc wyrazny, wystepuje on jednak na bardzo podstawowym poziomie
— na poziomie struktury grupy (a wigc na poziomie podstawowych struktur
poznania).

Jak wspomniatem wcze$niej, pojecie grupy jest aprioryczng forma poznania,
istnieje wigc w umySle przed wszelkim do§wiadczeniem; jednak pojecie grupy
wraz z kryterium prostoty prowadzi do powstania konkretnej grupy przeksztatcef,
ktora jest juz SciSle zwigzana ze struktura do§wiadczenia. Oznaczato, ze geometria
posiada pewien element syntetyczny a priori (jest to zarazem element empiryczny)
— wiaze si¢ on z tymi elementami struktury przestrzeni, ktére sa okreSlone przez
podstawowe struktury poznania, a wi¢c mi¢dzy innymi z tymi tre§ciami, ktore nie
zmieniaja si¢ przy przej$ciu od jednej geometrii do drugiej. Dlatego tez Poincaré
uwaza zasade indukcji matematycznej za prawdziwy sad syntetyczny a priori (nie
twierdzenia, ktére otrzymuje si¢ dzi¢ki zasadzie indukcji matematycznej, lecz
sama t¢ zasad¢ — w tym miejscu zwr6émy uwage na opozycje Poincarégo wzgle-
dem Kanta, dla ktérego np. pewniki geometrii s3 sadami syntetycznymi a priori).
Zauwazmy, ze wlasnie zasada indukcji matematycznej jest przyktadem ogélnej
zasady indukciji apriorycznej bedacej elementem podstawowych struktur pozna-
nia.

Podsumowujac zwr6¢my szczegllnie uwag¢ na réznice migdzy filozofia
Poincarégo a koncepcja Kanta'®;

1. Centralnymi sadami nauki sa dla Poincarégo konwencje, a nie sady synte-
tyczne a priori.

2. W koncepcji Poincarégo sady syntetyczne a priori stanowia podstawe
budowy wszelkiej istotnej wiedzy; na ich podstawie formutujemy na przy-
ktad pewniki geometrii czy zasady fizyki bedace konwencjami, ktérym nie
przystuguje ani cecha prawdy, ani fatszu. Kant natomiast przyjmuje za
struktury aprioryczne wiedzy Kkategorie intelektu, a sady syntetyczne
a priori pojawiaja si¢ dopiero jako efekt dziatania kategorii intelektu.

3. Rola intuicji w budowie nauki jest u Poincarégo znacznie wigksza, niz
u Kanta — precyzyjnie ,,wyliczone” kategorie intelektu, w duzym stopniu
ograniczaja u Kanta rol¢ czystej intuicji.

4. Dla Kanta pojgcia czasu i przestrzeni stanowia form¢ doSwiadczenia (za-
uwazmy, ze te pojecia petnia rolg a priori epistemologicznego). Poincaré
przyznaje do§wiadczeniu znacznie wigksza rol¢, niz czyni to Kant. Swiat,
wedtug Poincarégo, ma swoja wlasna, obiektywna, niezalezna od umystu,
strukturg, ktéra przyjmowana jest przez umyst w spos6b przedrefleksyjny.
Pojecie grupy istnieje w umysSle przed wszelkim doSwiadczeniem, jednak
taka a nie inna struktura do§wiadczenia powoduje, ze to pojecie zaczyna
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funkcjonowac. Doktadniej, do tych elementéw struktury do§wiadczenia
naleza:

— istnienie cial sztywnych,

— mozliwo$¢ kompensowania ruchu ciat sztywnych, dzigki zdolnos$ci poru-
szania sig.

5. Nauka w swojej strukturze jest dla Poincarégo ,,mieszaning” obiektywnej

‘struktury rzeczywisto$ci (poznawanej w sposéb przednaukowy) oraz stru-
ktur poznania; natomiast wg Kanta nie mamy dost¢pu bezposredniego do
struktury rzeczywistoSci.

PODSTAWOWE STRUKTURY POZNANIA
ANURTY FORMALISTYCZNE

Tworca logicyzmu Bertrand Russell uwazat, ze ,,u podstaw wszelkich poj¢é
i sadéw matematycznych tkwia czyste formy logiczne (stale logiczne). Kazde
twierdzenie matematyczne mozemy wi¢c wyrazi¢ w formie zdania logiki tzn.
takiego zdania, ktére mozna uznaé a priori nie badajac rzeczywiscie istniejacego
$wiata. (...) Stata logiczna jest czymS§ co pozostaje statle w zdaniu nawet wéwczas,
gdy si¢ zmieniaja wszystkie jego sktadniki”!®. Zdania, ktére mozna utworzy¢é
wylacznie przy pomocy statych logicznych, s zdaniami logiki. Program Russella
polegat na okre$leniu podstawowych statych logicznych i na zbudowaniu, w opar-
ciu o te stale, calej czystej matematyki. Ale chociaz wszystkie zdania logiki moga
by¢ wyrazone przy pomocy statych logicznych, nie zachodzi sytuacja przeciwna,
ze wszystkie zdania, ktére moga by¢ wyrazone w ten sposob sa zdaniami logiki.

Nie analizujac trudno$ci, jakie napotkat Russell w realizacji swojego programu
(program ten w konsekwencji upadt) zauwazmy, ze czyste formy, o ktérych méwi
Russell, stanowia a priori epistemologiczne (zgodnie z przyj¢ta przeze mnie
terminologia). Zdania logiki, jako takie, moga by¢ znane a priori bez badania
aktualnie istniejacego §wiata. Posiadajac to a priori mozemy wedtug Russella juz
bezposrednio, w sposéb czysto formalny budowa¢ matematyke. Nie istnieje wigc
w koncepcji logicyzmu a priori intuicyjne, gdyz wedtug Russella mozna zdefinio-
wac pierwotne idee przy pomocy wyrazefi, w ktérych wszystkie idee matematyki
moga by¢ zdefiniowane.

DlaPoincarégo na przyktad nie jest mozliwe, aby cata matematyke mozna byto
otrzymac¢ wprost z a priori epistemologicznego. Do otrzymania twierdzefi mate-
matyki, ktére rzeczywiscie rozszerzaja nasza wiedzg, potrzebna jest zasada indu-
kcji apriorycznej (a wigc a priori intuicyjne).

Jednak, jak sadzi Russell, nie posiadamy pierwotnych zdaf, z ktérych wszy-
stkie zdania matematyki moglyby by¢ wydedukowane, czyli musi istnie¢ a priori
formalne odpowiedzialne za ten proces. Russell podaje jako przyktad aksjomat
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nieskoficzonosci, ktéry, chociaz moze by¢ wyrazony przy pomocy wyrazefi logi-
cznych, to jednak nie mozna stwierdzi¢ przy pomocy logiki jego prawdziwosci.

W odr6znieniu od logicyzmu Russella, formalizm Davida Hilberta posiada
bardziej skomplikowana struktur¢ a priori epistemologicznego. Wedtug Hilberta
»natematyka posiada treS¢ pewna i niezalezna od jakiejkolwiek logiki i w zwigzku
z tym nigdy nie moze zosta¢ ugruntowana w oparciu o samg tylko logike. Dlatego
tez préby Fregego i Dedekinda nie doprowadzity do niczego. Jako warunek
wstepny stosowania wnioskowafi logicznych i wykonywania operacji logicznych
dane jest juz co§ w przedstawieniu: mianowicie pewne pozalogiczne, konkretne
obiekty, ktdre jawia si¢ jako do§wiadczalne bezposrednio przed wszelkim mysle-
niem. [...] W szczeg6lnosci, w matematyce przedmiotem naszych rozwazafi sa
konkretne znaki, ktérych ksztalt, zgodnie z naszg teorig, jest bezposrednio jawny
i rozpoznawalny”%.

W oparciu o przedmioty, ktére staja si¢ bezposrednio jawne w przedrefleksyj-
nym przedstawieniu, mozemy w sposéb czysto formalny zbudowac cata matema-
tyke. Formalizacji matematyki chcial wigc Hilbert dokona¢ w oparciu o te obiekty
i prawdy matematyczne, ktdre jawia si¢ w bezposrednim intuicyjnym ogladzie.
Formalizacja ma si¢ wobec tego dokona¢ wytacznie w oparciu 0 metody finitysty-
czne, gdyz pojecie nieskficzono$ci wymyka si¢ bezposredniej, jasnej intuicji (nie
pochodzi réwniez z do§wiadczenia).

Przyczyna, dla ktérej Hilbert chciat sprowadzi¢ matematyk¢ do matematyki
finitystycznej, byly paradoksy teorii mnogos$ci. Sadzit on, ze dzi¢ki tym metodom
bedzie mozliwa formalizacja matematyki, a w konsekwencji udowodnienie jej
niesprzeczno$ci (wlasnie w tej finitystycznej postaci). Tym samym, do matematyki
nie miatyby juz dostgpu Zadne sprzeczno$ci i paradoksy, jak na przyktad odkryta
przez Zermelo i Russella antynomia klas niezwrotnych, ktéra wywotata ogromny
wstrzas w matematyce.

Metoda finitystyczna Hilberta nie oznacza jednak, Ze pojecie nieskoficzono$ci
zupelnie eliminuje si¢ z matematyki.

,Czy nie jest raczej jasne, ze jesli my§limy, iz rozpoznaliSmy w jakims sensie
nieskoficzono$¢, to czynimy to jedynie dlatego, Zze napotkaliSmy na skrajnie
wielkie i skrajnie mate wymiary w rzeczywistosci”?'.

Nieskoficzono$¢ pojawia si¢ u Hilberta jako idea regulatywna rozumu w sensie
Kanta. Do poje€ i stwierdzefi finitystycznych dochodza, w ramach konstrukcji
matematyki, pojecia i stwierdzenia idealne (stwierdzenia infinitystyczne). Juz
w ramach rachunkéw algebraicznych dokonywanych na literach pojawiaja si¢
stwierdzenia idealne np. a + b = b + a (to ogélne réwnanie jest koniunkcja
nieskoficzonej ilo§ci réwnaf, ktére wyrazaja zwiazek mi¢dzy konkretnymi liczba-
mi). Jest to formalny zapis, ktéry sam w sobie nie ma zadnego (pozaformalnego)
znaczenia; z tego zapisu mozna wyprowadzi¢ jednak formuty, ktére posiadaja juz
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(intuicyjne) znaczenie np. 1 + 2 = 2 + 1 (ta formula jest juz stwierdzeniem
finitystycznym).

Oczywisty jest sens wprowadzenia stwierdzefi idealnych — pozwalaja zacho-
wac spojno$¢ i prostot¢ teorii, a tym samym wyprowadzi¢ wiele zwiazk6w
niemozliwych do otrzymania metodami finitystycznymi. Tym samym ,,matema-
tyka stanie si¢ zbiorem formut, po pierwsze takich, ktérym odpowiadaja intuicyjne
stwierdzenia wypowiedzi finitystycznych a po drugie dalszych formut, kt6re nic
nie znacza i ktére s3 idealnymi tworami naszej teorii”?2. Widzimy wiec, ze
mozliwo$¢ for~ ilizacji teorii, a wigc m. in. mozliwo§¢ wprowadzenia nic nie
znaczacych  sobie ogllnych symboli i formutl, jest uzalezniona od pojecia
nieskoficzonosci. MOwiac inaczej, matematyki nie mozna ograniczy¢ do finitysty-
cznych konstrukciji ,,poprzez pogladowe rozwazania intuicyjne”. Aby jednak nie
wprowadza¢ wprost do matematyki pojecia nieskoficzonos$ci (ktére jest w mate-
matyce niezbgdne, a ktérego pojawienie si¢ prowadzi do sprzeczno$ci) wprowa-
dzamy formalne obiekty idealne (nie posiadajgce w sobie zadnego pozaformalnego
znaczenia), ktére petnia t¢ sama rol¢ co pojecie nieskoficzono$ci; nie prowadza
jednak do sprzeczno$ci, dzigki swojemu czysto formalnemu charakterowi.

W koncepcji Hilberta ,,nieskoficzono$¢” staje si¢ centralnym elementem
a priori epistemologicznego. Zauwazmy, ze do struktur a priori epistemolo-
gicznego nalezy jeszcze czysta forma pozalogicznych skoficzonych obiektéw,
ktéra ujawnia si¢ w intuicyjnym przedrefleksyjnym ogladzie np. jako ksztalt
znakéw czy ogblnie pewnych obiektow geometrycznych. Jednak ,nieskoriczo-
no$¢”, jako a priori epistemologiczne, pelni wigksza rolg, niz ,czysta forma
pozalogicznych skoficzonych obiektéw”. O ile ta druga daje dostep do struktury
rzeczywistos$ci, to ta pierwsza ponadto ujmuje i determinuje sama struktur¢ pozna-
wania rzeczywisto$ci. Dzigki a priori ,,nieskoficzono$¢”, operujac tym co idealne
poznajemy w ustalony spos6b ten skoficzony, realnie istniejacy Swiat.

W odr6znieniu od Poincarégo, dla ktérego a priori epistemologiczne (pojecie
grupy) jest struktura czysto matematyczna, dla Hilberta a prioriepistemologiczne
jest czym§, co determinuje matematyke, lecz co jednak nie mie$ci si¢ w ramach
jej formalnych struktur.

Podsumowujac widzimy, ze w ramach koncepcji formalistycznych, podstawo-
we struktury poznania posiadaja a priori epistemologiczne oraz a priori formalne.
Brak jest natomiast a priori intuicyjnego (obiekty matematyczne istnieja niezalez-
nie od wszelkich struktur apriorycznych, sa dane w bezpoSrednich przedsta-
wieniach) — jest to charakterystycznym, nominalistycznym rysem tych koncepcji
i w spos6b jednoznaczny odr6znia je od filozofii Poincarégo oraz filozofii Cantora,
w ktérych a priori intuicyjne odgrywa istotna rolg.
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PODSTAWOWE STRUKTURY POZNANIA A INTUICJONIZM

Intuicjonizm, ktérego twoérca byt L. E. J. Brouwer (a gléwnym kontynuatorem
byt A. Heyting), wystapit w opozycji do formalizmu i byt pr6ba takiej interpretaciji
matematyki, ktéra bytaby w stanie wyjasni¢ zjawisko gwattownych zmian w ma-
tematyce, jakie mialy miejsce pod koniec XIX wieku. W spos6b catkowicie §wia-
domy i jawny Brower nawigzat do filozofii matematyki Kanta prébujac przejaé
z tej koncepcji te elementy, ktére, wedtug niego, wytrzymaty prébe czasu. W kon-
cepcji Kanta czas i przestrzen sg apriorycznymi formami zmystowosci (w przyjetej
terminologii stanowig a priori epistemologiczne). Aksjomaty geometrii i arytme-
tyki powstaja w ramach czystej intuicji a priori tych form zmystowosci, s3 wobec
tego sadami syntetycznymi a priori tzn. niezaleznymi od do§wiadczenia, lecz
posiadajacymi pewna 0golna i obiektywna tre§¢. Dla Kanta aksjomaty geometrii
i arytmetyki sq wi¢c niezmienne.

Koncepcja Kanta nie wytrzymala jednak préby czasu. Zostata zakwestionowa-
na przez rozw(j matematyki: na przyktad przez powstanie geometrii niearchime-
desowych czy geometrii nieeuklidesowych.Okazato si¢, ze zupelnie r6zne
geometrie moga réwnie dobrze opisywac dane zjawiska tak, jak czynita to geome-
triaeuklidesowa. Ten okresrozwoju matematyki wydawat si¢ ostatecznie odrzucaé
intuicjonizm Kanta, a przychyla¢ si¢ do interpretacji formalistycznych. Wydawaio
si¢, ze pewne elementy aprioryczne czy intuicyjne (ktére mogtyby okreslac ,pra-
wdziwo$§¢” aksjomat6w) sa nieistotne dla matematyki, ze jedynie wazna jest forma
logiczna (lub quasi-logiczna). Zobaczmy, co proponuje w tym momencie Brou-
wer:

,Jakkolwiek staba mogta si¢ wydawac pozycja intuicjonizmu po tym okresie
rozwoju matematyki, przyszedt on zn6w do siebie odrzucajac kantowska apriory-
czno$¢ przestrzeni, a podkreslajac bardziej zdecydowanie aprioryczno$¢ czasu.
Ten neointuicjonizm uznaje rozpadanie si¢ momentéw Zycia na jakoSciowo rézne
czgsci, ktére rozdzielone przez czas moga by¢ na nowo potaczone, za podstawowe
zjawisko ludzkiego umystu, przechodzace — dzigki abstrahowaniu od jego tresci
emocjonalnej — w podstawowe zjawisko my§lenia matematycznego, w intuicj¢
nagiej dwujedno$ci. Ta intuicja dwujednoSci, ta praintuicja matematyki, stwarza
nie tylko liczby jeden i dwa, ale takze wszystkie liczby porzadkowe i [...] prowa-
dzi jeszcze dalej do skonstruowania najmniejszej nieskoficzonej liczby porzad-
kowej 0%,

Wszystkie obiekty matematyczne powstaja wigc w oparciu o ,,intuicj¢ nagiej
dwujednoS$ci”. Teoria matematyczna nie poddaje si¢ formalizacji, nalezy caltkowi-
cie przy budowie matematyki odrzuci¢ metode aksjomatyczna. Zaden obiekt
matematyczny nie istnieje a priori — nalezy najpierw dany obiekt skonstruowaé
i dopiero p6Zniej bada¢ jego whasnosci. Cata matematyka jest wolna gra umy-
stu. To, czego nie daje si¢ zbudowac¢ w oparciu o t¢ pierwotng intuicjg, nie istnieje
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w matematyce. Dla Brouwera zasada indukcji matematycznej jest po prostu
metoda dziatania intuicji dwujednosci, w potaczeniu z apriorycznoS$cia czasu: czas
rozdziela dane elementy, natomiast intuicja taczy je w cato$¢ — ten proces moze
postgpowac w nieskoficzono$¢. W ten spos6b mozna skonstruowaé nieskoficzong
liczbg porzadkowa w, jednak liczby tej nie mozna przyjac w spos6b aprioryczny,
jak czynili na przyktad formaliSci.

W konsekwencji mozna sformutowaé tzw. zasade konstruowalno$ci, ktora
mowi, ze kazde matematyczne stwierdzenie moze by¢ ujgte w formie: ,,Moge
zrealizowac konstrukcje A w swoim umySle”. Matematyczna negacjg tego stwier-
dzenia mozna wyrazi€ nastgpujaco: ,,Moge zrealizowa¢ w swoim umysle konstru-
kcje B, z ktorej wynika sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze konstrukcja A byta
doprowadzona do kofica”?*, Zauwazmy, ze powyzsze stwierdzenie nie jest ,,fakty-
czng” negacja pierwszego stwierdzenia tzn. faktyczna negacja wyglada nastgpu-
jaco: ,,Nie mogg zrealizowac¢ konstrukcji A w moim umy$le”. Jednak to wyrazenie
nie jest matematycznym wyrazeniem w sensie intuicjonizmu, poniewaz jest nie-
zgodne z zasada konstruowalnosci. ,

W tym kontekscie, w catkiem naturalny sposéb pojawia si¢ zasada sprzeczno-
§ci (~ (an~ a)): moge zrealizowa¢ w swoim umySle konstrukcje c, ktéra
prowadzi do sprzeczno$ci z zalozeniem, ze skonstruowali§my obiekt a i zarazem
obiekt b, ktérego konstrukcja prowadzi do sprzeczno$ci z zatozeniem o skonstruo-
waniu obiektu a. Powstanie wyrazenia (~ (an~ a)), jako obiektu matematyki
intuicjonistycznej, dokonuje si¢ w nastepujacy sposéb. Majac konstrukcje obiektu
a, przy pomocy intuicji nagiej dwujednoSci tworzymy z tego obiektu pewna
,bezwarunkowg calo§¢”— obiekt b — taczaca np. dwa elementy a, i ay, przy czym
a;=a=a. W dalszym etapie rozdzielamy elementy tej ,.catoSci” (korzystajac
z apriorycznej struktury czasu) przeciwstawiajac element a; elementowi a; — to
przeciwstawienie jest réwnoznaczne z konstrukcja nowych obiektow a’;ia’s.
W tym momencie pojawia si¢ negacja ,,~”, jako ,,bezwarunkowe” przeciwstawie-
nie elementu a’; elementowi a’; tzn. a’,=.a’y. W kolejnym etapie tacz¢ przeciw-
stawione sobie elementy w nowa cato$§¢ a’>A ~ a’i(nazwe ja obiektem c), ktéra
jest przeciwstawiona wcze$niej utworzonej cato$ci a1 A a,, czyli obiektowi b.
Sprzeczno$¢ pomig¢dzy konstrukcja obiektu b i obiektu ¢ wyraza doktadnie intui-
cjonistyczna zasadg¢ sprzecznosci.

Jednak nalezy odrzuci¢ zasad¢ podwdjnego przeczenia (~ (~ a)) — a, gdyz
wyrazenie (~ (~ a)) oznacza wytacznie mozliwo$¢ konstrukcji obiektu ¢, z ktorej
wynika sprzeczno$c¢ z zatozeniem o przeprowadzeniu konstrukcji obiektu b, ktéra
z kolei jest sprzeczna z mozliwo$cia konstrukcji obiektu a. Z powyzszego stwier-
dzenia w og6Inosci nie wynika mozliwo$¢ konstrukcji obiektu a. Zauwazmy, ze
jako obiekt matematyki intuicjonistycznej pojawia si¢ jednak wyrazenie a —
(~ (~ a)). Przy takim podej$ciu nalezy réwniez odrzuci¢ zasad¢ wytaczonego Srod-
ka (a v ~ a). Cala rzecz sprowadza si¢ do tego, ze skonstruowanie obiektu a nie
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musi pociagac za soba mozliwosci konstrukcji obiektu b, ktéra bytaby w sprzecz-
nosci z zatozeniem o skonstruowaniu obiektu a.

MysSle, ze te przyktady sa wystarczajace do tego, aby zobaczy¢ spos6b dziatania
metody intuicjonistycznej przy konstrukcji matematyki. Matematyka intuicjoni-
styczna znacznie rézni si¢ od matematyki klasycznej nie tylko w zakresie iloSci
i rozumienia otrzymywanych obiektow matematycznych, lecz réwniez tym, ze
odrzuca wszelka statg formalizacje i aksjomatyzacje¢ nauk. Dla wygody mozna
oczywiscie dopuszcza¢ w danym okresie rozwoju matematyki do pewnej forma-
lizacji, jednak ta formalizacja moze zosta¢ odrzucona przez wolng aktywno§¢
umystu.

Istnieje jeden element aprioryczny struktur wiedzy w koncepcji Brouwera
(mozna by sadzié, ze pelni on rol¢ a priori epistemologicznego) — jest nim ,,naga
dwujedno$¢”. Pojecie czasu w koncepcji Brouwera nie petni jednak tej same;j roli
co u Kanta, dla ktérego wraz z pojeciem przestrzeni stanowito a priori epistemo-
logiczne. Mimo, ze Brouwer podkresla aprioryczny charakter czasu (odrzucajac
zarazem aprioryczno$¢ przestrzeni), to jednak czas (ktry odpowiedzialny jest za
rozpad danych w pierwotnym poznaniu elementéw) dopiero w potaczeniu z in-
tuicja jednosci rozdzielonych elementdw, tworzy t¢ podstawe catej konstrukcji
matematyki — ,,naga dwujedno$¢”.

Intuicja ,,nagiej dwujednoSci” w sposéb bezposredni wytwarza konkretne
obiekty i prawa matematyczne. Ta intuicja ,,nagiej dwujednosci”, stanowi a priori
intuicyjne. Zauwazmy, ze pojecie ,,nagiej dwujedno$ci” nie jest u Brouwera
pojeciem uprzednim wzgledem intuicji (intuicja jednosci jest sktadnikiem ,,nagiej
dwujednoSci™), a wigc to pojecie nie tworzy a priori epistemologicznego — utoz-
samia si¢ z a priori intuicyjnym. To odr6znia koncepcj¢ Brouwera nie tylko od
kantowskiej interpretacji matematyki, lecz rowniez od koncepcji Poincarégo, gdyz
pojecie grupy jest dla Poincarégo uprzednie w stosunku do wszelkiej aktywnosci
umystu.

Z punktu widzenia teorii podstawowych struktur poznania intuicjonizm Brou-
wera najéciSlej taczy si¢ z platonizmem Cantora, z powodu braku a priori
epistemologicznego. Zauwazmy, ze w koncepcji Brouwera nie istnieje ponadto
a priori formalne — struktura wszystkich obiektow matematyki zalezy wylacznie
od twoérczej intuicji (i oczywiScie od ,,nagiej dwujednosci”). Poza tym Brouwer
uwaza, ze struktura matematyki odzwierciedla wylacznie struktur¢ funkcjono-
wania umyshu, nie mozna wigc powiedzie¢, ze matematyka zawiera w sobie ja-
kie§ elementy struktury rzeczywistosci, istniejacej poza umystem (a tak jest np.
u Poincarégo).

Fakt istnienia w podstawowych strukturach poznania wylacznie jednego ob-
szaru elementéw apriorycznych (w szczeg6lnoSci brak a priori formalnego) bar-
dzo wyraZnie przeciwstawia koncepcj¢ intuicjonistyczng pozostatym interpre-
tacjom matematyki takim jak: formalizm Hilberta, platonizm Cantora czy
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konwencjonalizm Poincarégo. Interpretacje matematyki, zwigzane z intuicjoni-
zmem, nie uznaja, aby matematyka byla zbiorem raz na zawsze ustalonych
twierdzef. Zmieniajace si¢ procesy myS§lowe i zmienny obszar do§wiadczefimoga
odrzucic¢ kazda teori¢ i spowodowaé powstanie i rozwéj zupetnie innej. Istnieja-
ce jednak elementy aprioryczne wskazuja na to, co rzeczywiscie trwatego jest
w strukturze matematyki. Dla Brouwera ten trwaly element zwigzany jest z me-
chanizmem ,,intuicji nagiej dwujedno$ci” — ten mechanizm jest podstawa konstru-
kcji obiektéw matematycznych. Na przykiad w ramach tego mechanizmu dziata
zasada indukcji matematycznej czy zasada sprzecznoSci.

PODSUMOWANE I WNIOSKI

Przedstawiony w powyzszyn artykule podziat struktur apriorycznych wiedzy
dokladnie na trzy obszary jest oczywiScie pewnym uproszczeniem i przez to
powoduje niemozno$¢ uchwycenia wielu istotnych réznic pomig¢dzy przedstawio-
nymi koncepcjami. Jest jednak wystarczajacy do realizacji zapowiedzianych we
wstepie celdw, ktére mozna uja¢ w nastgpujacych punktach,

1. Préba zrozumienia rozdzialu pomi¢dzy filozofia matematyki a historia
matematyki na przykladzie przedstawionych koncepcji.

2. Uchwycenie roli elementéw apriorycznych w strukturze teorii matematy-
cznych.

3. Ukazanie zwiazku mig¢dzy strukturami apriorycznymi a rzeczywisto$cia.

W celu zrozumienia ahistoryczno$ci przedstawionych koncepcji przyjrzyjmy
si¢ nieco doktadniej pogladom filozofa nauki Laszlo Kalmara, ktére w do$¢
charakterystyczny spos6b podkre§laja konieczno$¢ badan historycznych dla zro-
zumieniaistoty matematykiZ’, Filozof ten jest zwolennikiem empirycznej interpre-
tacji pochodzenia obiektéw i metod badawczych matematyki. Uwaza on, ze
obiekty matematyczne powstaly dzigki metodzie abstrakcji z rzeczywistosci.
Dzigki uproszczeniu wiasno$ci empirycznych i stworzeniu prostych pojeciowo
idei matematycznych mozna bylo w pelni stosowa¢ metod¢ dedukcyjna. Aksjo-
maty wyrazaja wi¢c zwiazki migdzy wyabstrahowanymi z do§wiadczenia obiekta-
mi idealnymi. Aksjomaty te zaczgto traktowaé od pewnego momentu jako
intuicyjnie oczywiste, nie zastanawiajac si¢ nad tym, dlaczego wydawaty si¢
intuicyjnie oczywiste. Opierajac matematyke na dedukcji z explicite wyrazonych
zdafi intuicyjnie oczywistych, matematycy wynaleZli metod¢ aksjomatyczna.
U podstaw matematyki tkwig wigc trzy metody: dedukcji, abstakcji oraz metoda
aksjomatyczna.

Od pewnego momentu rozwoju zaczg¢to traktowaé matematyke jako nauke
czysto dedukcyjng (a aksjomaty jako intuicyjnie oczywiste) zapominajac o jej
empirycznym pochodzeniu. Jednak niemal od poczatku zaczely pojawiaC si¢
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paradoksy i problemy, ktére pokazywatly, ze podstawy matematyki, jak i sama
metoda dedukcyjna, nie sa tak intuicyjnie oczywiste jak sadzono. Juz paradoksy
Zenona z Elei pokazywaly, ze albo co$ nie tak jest z metoda dedukcyjna, albo
pojecia ciaglosci i granicy s Zle czy nieprecyzyjnie rozumiane. Rachunek rézni-
czkowy Newtona i Leibniza wydawal si¢ rozwiazywac te paradoksy, jednak sam
wytworzyl inne problemy, zwigzane z wielko$ciami nieskoficzenie matymi oraz
ze zbiezno$cia szeregOw. Program uSciSlenia podstaw analizy, prowadzony mig-
dzy innymi przez Cauchy’ego i Weierstrassa, doprowadzil w konsekwencji do
powstania teorii mnogo$ci oraz innych dzialéw matematyki. Odrzucono wielkosci
nieskonczenie mate, podano kryteria zbieznosci, jednak podstawy teorii mnogos$ci
(na ktorej chciano oprze¢ matematyke) zaczety znéw rodzic sprzeczno$ci i para-
doksy. W celu rozwigzania tych problem6éw powstaly nowe teorie matematyczne
i nowe propozycje interpretacji podstaw matematyki, na przyktad teoria typow
Russella, matematyka intuicjonistyczna Brouwera czy matematyka finitystyczna
Hilberta. Okazato si¢ jednak, ze teorie te nadmiernie ograniczaty zakres matema-
tyki, jesli chciato si¢ aby na ich gruncie nie pojawiaty si¢ wigcej antynomie czy
sprzeczno$ci. Wyniki uzyskane na przykiad przez Godla, Lowenheima, Cohena
i Skolema pokazywaty bardzo ograniczone mozliwosci teorii formalnych (w za-
kresie dowodzenia metodami danej teorii ich niesprzeczno$ci) i ich niejednozna-
czno$€ interpretacyjna.

Kalmar uwaza, ze niemozno$¢ rozwigzania podstawowych trudno$ci wynika
z blednych zatozefi interpretacyjnych, dotyczacych mechanizmu powstania i fun-
kcjonowania matematyki. Zawsze zakladano, Ze matematyka jest czysto dedu-
kcyjna i szukano jej trwalych podstaw, zapominajac, ze ,aksjomaty kazdej
interesujacej galezi matematyki zostaly wyabstrahowane, mniej lub bardziej bez-
posrednio z faktéw empirycznych, za$ reguty wnioskowania przejawialy po raz
pierwszy swoja uniwersalng stuszno$¢ w praktyce naszego mySlenia”?, Przede
wszystkim faktem empirycznym jest niesprzecznos¢ danej teorii matematycz-
nej. To, co w matematyce uwaza si¢ za intuicyjnie oczywiste zawsze pochodzi
z do§wiadczenia — twierdzenia ogélne, dowiedzione przez indukcj¢ na podstawie
doswiadczenia, maja ten sam stopiefi pewnos$ci i niepewno$ci, co twierdzenia
o istnieniu dowodzone dedukcyjnie. Poniewaz, wbrew nadziejom niektérych
matematykéw, nie mozna wykluczy¢ z matematyki twierdzen egzystencjalnych,
wiec dopuszczalne jest stosowanie metod indukcyjnych. Oczywiscie, przy podej-
§ciu empirycznym pojawia si¢ potrzeba rozwigzania nowych probleméw, jak na
przyktad, czym sa zdania obserwacyjne w matematyce, jak testowac teorie mate-
matyczne itp. Stad potrzeba badania historii matematyki, gdyz z samej istoty mate-
matyki wynika, Ze zdaniami obserwacyjnymi musza by¢ w matematyce tworzace
i rozwijajace si¢ teorie, co z konieczno$ci wymaga dtuzszego (historycznego)
czasu. Zwrdcil na te kwesti¢ uwage inny przedstawiciel empiryzmu w matematyce
[mre Lakatos?.
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W calej tej koncepcji jedna rzecz wydaje mi si¢ szczeg6lnie interesujaca — cho-
dzi o wskazanie dwoch Zrédet, z ktérych bierze swa site pewno§¢ matematyki. Po
pierwsze, podstawowe prawdy matematyczne powstaja na drodze abstrakcji, przy
pomocy indukcji z faktow empirycznych. Po drugie, co jest szczeg6lnie istotne,
reguly wnioskowania (a wigc migdzy innymi konkretne metody badawcze) rodza
si¢ z praktyki my§lenia.

Istnieja wigc w tej koncepcji dwa elementy aprioryczne: jeden z nich odpowie-
dzialny jest za mozliwo$¢ otrzymania aksjomatéw z faktéw empirycznych, a drugi
powoduje, Ze procesy myS§lenia formalizuja si¢ w postaci regut wnioskowania. Te
elementy stanowia a prioriintuicyjne. Widzimy, Ze apriori formalne jest zwigzane
ze stosowaniem metody dedukcyjnej i tym samym skiadnik ten nie odgrywa zbyt
istotnej roli (analogicznie jak w koncepcji intuicjonistycznej), gdyZ metoda dedu-
kcyjna ma réwniez empiryczne pochodzenie. Zauwazmy, ze podobnie jak w in-
tuicjonizmie czy w koncepcji Cantora nie istnieje a priori epistemologiczne.
Mozliwo$¢ ujecia struktury poznawanego $wiata wynika wprost z dw6ch poza-
apriorycznych Zrddel: z faktow do§wiadczalnych oraz z proceséw myS§lowych.

Jednak w przypadku empiryzmu procesy mySlowe formalizuja si¢ w postaci
metod badawczych — mozna odkry¢ pewne metody, ktére tym procesem formali-
zacji kieruja. Wskazywat na te metody i analizowat ich funkcjonowanie Lakatos?,

Otrzymujemy wigc, ze w przypadku empiryzmu a priori intuicyjne posiada
pewna obiektywna, niezalezng od intuicji struktur¢. MozZemy tym samym t¢
struktur¢ badac, analizujac nie tylko proces twérczy matematyka, lecz rowniez
histori¢ matematyki, ktéra dostarcza catego bogactwa réznorodnych faktéw. Jes-
1i chodzi o intuicjonizm, to mechanizm konstrukcji obiektéw matematyki jest tak
§ci§le zwiazany z intuicja, ze nie mozna od niej abstrahowaé — w tym przypadku
badanie historii matematyki nie ma wig¢c wigkszego sensu. W przypadku filozofii
Poincarégo a priori intuicyjne, ktére okre§la zasada indukcji apriorycznej, po-
siadajaca odpowiedniki w metodach $ci§le matematycznych, w matym stopniu
poddaje si¢ procesowi formalizacji — jest w swojej istocie jakby nieuchwytne dla
matematyki. Podobnie jest w przypadku filozofii Cantora.

Nieco inna sytuacja jest w koncepcji formalistycznej, gdzie brak jest a priori
intuicyjnego. Stad znaczenie historii matematyki, kt6ra staje si¢ tym samym
cze$cia matematyki, ogranicza si¢ wytacznie do badania faktow matematycznych
w konteks$cie aktualnego stanu matematyki (metamatematyka Hilberta pelni role
zwornika taczacego histori¢ matematyki z filozofia matematyki oraz z sama
matematyka). Nie ma miejsca na autonomiczne wzgledem matematyki interpreta-
cje jej rozwoju oraz analiz¢ metod stosowanych w matematyce. Widac stad, ze,
z punktu widzenia podstawowych struktur poznania,o konieczno$ci uznania histo-
rii matematyki, jako autonomicznej dziedziny badafi, majacej znaczenie dla mate-
matyki, decyduje a priori intuicyjne oraz stopiefi jego obiektywnosci.
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Po przeprowadzeniu powyzszych rozwazafi chciatbym przypomnie€ i zara-
zem pelniej opisa¢ czym sg struktury aprioryczne i jaki jest ich zwiazek z szeroko
rozumiang rzeczywisto$cia. Przede wszystkim sadze¢, ze powyzsze analizy poka-
zaly, ze struktury aprioryczne nie s3 strukturami umystu, mimo, iz w pewnych
koncepcjach filozoficznych (np. u Kanta czy u Poincarégo), takie przyporzad-
kowanie wydaje si¢ pojawiac. Te struktury nie sa réwniez strukturami realnego
Swiata — maja one pewien rodzaj istnienia idealnego. Z jednej strony wzbogacaja
struktury poznawcze umystu, a z drugiej, dzigki nim, rzeczywisto$¢ rozszerza sig,
tworzac w ten spos6b §wiat poznawalny. MySle, Ze idea metamatematyki Hilberta
ujmuje t¢ kwesti¢ w odpowiedni sposéb.

Dzigki a priori formalnemu $wiat, ktéry konstruujemy, jest zgodny z tym
rzeczywiscie istniejacym. Zauwazmy, ze w momencie pojawienia si¢ a priori
formalnego odpada mozliwo$§¢ (wykorzystana przez pitagorejczyk6w) wyjasnie-
nia prawdziwo$ci wiedzy, przez uznanie umystu za niczym nie wyr6zniajacy si¢
element realnego §wiata.

A priori intuicyjne ,,wyposaza” umyst w pojecia ogélne i w ogllne prawa,
bedace elementami konstrukcji wiedzy, przez dostarczanie umystowi ,unie-
sprzeczniajacych” poje¢ — tym samym uzgadnia pracg umystu z funkcjonowaniem
§wiata. Taka jest rola zasady indukcji apriorycznej Poincarégo, ,,nagiej dwujed-
no$ci” Brouwera czy zasady Cantora, pozwalajacej z istniejacego idealnie zbioru
nieskoficzonego otrzymywac rézne obiekty matematyczne.

I wreszcie a priori epistemologiczne (to a priori epoki nowozytnej) kwestio-
nujac bezposredni dostep do struktury rzeczywistosci, daje jednak mozliwos¢
poznania tej struktury. Leibnizowska harmonia przedustawna niesie ze sobg ideg¢
tego a priori, a doktadniej jego funkcjonowanie pokazuja: struktura grupy
Poincarégo, czyste formy Russella czy nieskoficzono$¢ Hilberta.

Tym samym w miar¢ rozwoju nauki rozszerza si¢ $wiat idealnych bytow
(struktur apriorycznych), ktére z jednej strony ,,0ddzielaja” umyst od rzeczywisto-
§ci, daja jednak w zamian mozliwo$¢ abstrakcyjnego jej odtwarzania. Mysle, ze
refleksje matematyk6w (omawiane w tej pracy), mimo deklaracji odcigcia si¢ od
metafizycznych rozwazafi, w spos6b pelny dotyczyly tych,,czysto” filozoficznych
problem6éw. W konsekwencji ukazywaty w istocie jedno$¢ (i zarazem pewna
autonomi¢) pomiedzy matematyka, jej filozofia oraz historia.

Przypisy

1 Sadze, ze ostatnim filozofem spekulatywnym, budujacym swoja filozofi¢ w oparciu
o matematyke, byt G. Frege. P6Zniejsze systemy metafizyczne np. filozofia procesu A. N.
Whiteheada, jesli wykorzystywaty wyniki nauk szczeg6towych, to byty to w znaczacej
mierze teorie fizyczne lub biologiczne — czysta matematyka przestata inspirowac rozwa-
zania metafizyczne.
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W. Wojcik

THE PHILOSOPHY OF MATEMATICS AT THE BREAK
OF THE 19TH AND 20TH CENTURIES

The article brings an attempt to approach the major currents in the philosophy of
matematics at the break of the 19th and 20th centuries from the perspective of the theory
of basic knowledge (cognitive) structures. The theory has been developed using elements
of the history of science, and especially ideas contained in F. Klein’s Erlangen programme.
The structure of the article and the analyses it brings show that it is indespensable to
combine historical research and philosophical reflection to understand the analyzed
scientific or philosophical theories. Moreover, the analyses presented in the article are
aimed atexplaining how the conception of a priori knowledge (cognitive) structures allows
science to free itself from interpretations which overestimate the role of sensory (percep-
tual) data in the construction of scientific knowledge.



