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Jan Konior

Os liczbowa 1 jej rola w nauczaniu szkolnym
matematyki

Nauczanie szkolne matematyki wykorzystuje szeroko uklad wspétrzgdnych
w przestrzeni jedno-, dwu- i tréjwymiarowej. W kazdym z tych przypadkow jego
rola w szkolnym kursie jest inna. Najmniej bywa eksploatowany ukiad wspélrzed-
nych w przestrzeni. Daleko czgsciej wystepuje ptaski uktad wspotrzednych, choé
pozostaje on gléwnie srodkiem w nauce o funkcji. Podstawowa i najbardziej dy-
daktycznie zréznicowana rola w edukacji matematycznej przypada osi liczbowe;j.
Zadaniem tego artykutu jest analiza niektorych aspektéw jej wykorzystania
w szkole, zwlaszcza na poziomie wezesnoszkolnym, Z uwagi na rozlegto$é tematu
nalezato dokona¢ wyboru. Pad! on na zagadnienia dydaktyczne mniej omawiane
w literaturze lub nie omawiane wcale. Rozwazania w zasadzie pomijaja kwestie
typowo metodyczne, tj. dotyczace bezposrednio sposobdéw organizowania pracy
zuczniami. Opisy takich metod mozna znaleZ¢ w literaturze przedmiotu, gléwnie
w przewodnikach dla nauczyciela i nie tylko (por. np. czterotomowa pozycje [7]).

1. Pojgcia biezace i ustugowe

W3rdd poje¢ opracowywanych w szkolnym nauczaniu matematyki wystgpu-
ja takie, ktére po ich wprowadzeniu sa poddawane dalszemu systematycznemu
badaniu. Uczen odkrywa i poznaje coraz to nowe ich wiasno$ci, rozwaza pozo-
stajace dotad poza granica obserwacji nowe zwiazki z innymi pojeciami. Roz-
rasta sig tre$¢ pojgcia; czgsto podlega ono procesowi stopniowego uogdlniania,
zajmuje inne miejsce w zreorganizowanej badz ciagle przestrukturowywane;j
catodci. Takimi s niektore podstawowe figury geometryczne. Poczatkowo ubogi
we wlasno$ci kwadrat obrasta pdZniej w bogactwo cech mniej widocznych ,,go-
tym okiem” lub niewidocznych, jak cho¢by niewspdimierno$¢ jego boku i prze-
katnej, a od prostych wiasnosci trojkata przechodzi sig z czasem do badania roz-
nych punktow osobliwych z nim zwiazanych (co moze obfitowaé w rezultaty za-
skakujace nawet dla tych, ktérzy etap matematycznych poczatkéw maja juz daw-
no za soba).
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Ale sa tez pojecia, ktorym w procesie edukacji matematycznej przypada od-
mienna rola — ustugowa'; zajmuja one inna pozycje. Pojawiaja si¢ w nim (bo nie-
raz trudno méwié o jakim$ odrebnym akcie ich wprowadzania i wyraznego ksztal-
towania, pordwnywalnym z przypadkiem poprzednim) po to, aby mogly by¢ wy-
korzystywane jedynie w roli narzedzi. Co prawda z uwagi na $ciste zwiazki logicz-
ne w danej rodzinie poje¢ matematycznych kazde z nich gra w niej role w pewnym
sensie ustugowa wzgledem innych (na przyklad stuzy do okreslenia innego poje-
cia lub badania jego wiasnoéci), ale te, ktore mamy na uwadze, sa niemal wylacznie
srodkiem lepszego poznania innych, konstruktem pomocniczym niezmiennie w ten
sposob eksploatowanym. Jako przykiady moga postuzy¢: niektore algorytmy dzia-
fan, pojecie zmiennej (por. [3]), w pewnym stopniu pojecie systemu dziesiatkowo-
pozycyjnego (nie dajemy wprost odpowiedzi na pytanie, co to jest system dziesiat-
kowo-pozycyjny, do$¢ wezesnie uczymy raczej tylko regut postugiwania sig nim,
aby zen pdzniej uczynié praktyczne narzgdzie w sposéb niemal niewidoczny sta-
le wykorzystywane) oraz pojgcie ukiadu wspoétrzednych, w szczegblnosci na pro-
stej, ktora jest wtedy — zgodnie ze zwyczajem 1 Zargonem szkolnym — nazywa-
na osig liczbowa?. Ten ostatni przypadek jest nieco bardziej ztozony, ale zasadni-
czo nie odbiega od pozostatych, gdy za kryterium typizacji szkolnych pojeé ma-
tematycznych przyjmujemy — jak tutaj — role wyznaczona im w procesie opra-
cowywania tre§ci programowych. Dla wygody i krotkoéci wystowien nazywamy
jarola ustugowa, a same te pojgcia — pojgciami usfugowymi.

2. Obecno$¢ osi liczbowej w programach szkolnych i w nauczaniu matematyki

O znaczeniu osi liczbowej (plaskiego i przestrzennego uktadu wspétrzednych)
w kursie szkolnym decyduja dwa powody: teoretyczny, ktérego zroédtem w mate-
matyce jest dokonanie Kartezjusza, oraz dydaktyczny. W nauczaniu o$ liczbowa
i uklad wspotrzednych (zwlaszcza plaski) byly od dawna obecne. Jednak ostatnie
dziesigciolecia przyniosty w tym zakresie do$¢ istotne zmiany. Polskie programy
nauczania matematyki do lat siedemdziesiatych przewidywaty ukiad wspdirzed-
nych w nanczaniu systematycznym; byt on wykorzystywany tradycyjnie przy wy-

' Rozroznianie pojec biezacych i ustugowych nie oznacza zamiaru ich traktowania jako czlo-
néw opozycji; nie powinno tez by¢ utozsamiane ze spotykanym nieraz w programach szkolnych po-
dzialem na pojgcia (tematy) podstawowe i wspierajace. Ten ostatni ma u podstaw charakter lokal-
ny, to znaczy, ze pojecia wspicrajace w klasie poprzedniej moga staé sie podtawowymi w nastgp-
nej, Natomiast status pojec biezacych i ustugowych w zasadzie nie zmienia sie z biegiem lat nauki,
raczej sig utrwala.

2 Ze wzgledu na tradycje i tatwo$é porozumienia sig na gruncie obiegowego jezyka szkolne-
go bedziemy tej nazwy, a takze pojgtej w sensie szkolnym nazwy ,,ukiad wspétrzednych” uzywag,
konfrontujac je pdzniej z uscislonymi terminami wprowadzonymi w punkcie 4. To samo dotyczy
uzywanej nieraz obiegowo nazwy ,,prosta liczbowa”.
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kresach funkcji, za$ o liczbowa stuzyta gtownie do geometrycznego przedstawia-
nia przedziatéw liczbowych, w szczegdlnosci do ilustrowania rozwiazan nierow-
nosci. W okresie burzliwych reform 1960-1980 w réznych krajach w nauczaniu
pojawito si¢ wiele nowych pojeé matematycznych, zmian i §miatych koncepcji.
Zycie zweryfikowato pozniej zbyt daleko idace zamierzenia, ale czgéé wytrzymata
probe czasu. Nasza szkote ominety radykaline reformy. W tym czasie jednak na
rodzimym gruncie wyrosty rozne idee; niektore z nich okazaty sig péZniej korzyst-
ne. Nalezy do nich idea dotyczaca obecnosci osi liczbowej od poczatku szkolne;j
edukacji matematycznej oraz inna niz dotad — daleko bardziej zréznicowania —
koncepcja jej dydaktycznego wykorzystywania w tym nauczaniu. Poczawszy od
lat siedemdziesiatych o$ liczbowa pojawia sie wigc w rodzimych projektach
i programach juz na poziomie nauczania wczesnoszkolnego.

3. Perspektywa historyczna

Mnogosciowe pojmowanie figur geometrycznych — w tym prostej, od kto-
rej wychodzimy, konstruujac o$ liczbowa — jest wytworem nowszych czasoéw i ma
gtéwnie motywy teoretyczne (we wspdiczesnej matematyce tworzy si¢ systemy
nadbudowywane z reguty nad klasyczna logika i teoria mnogosci). Przez cale stu-
lecia figury geometryczne nie byty traktowane wprost jako zbiory punktéw. Kon-
sekwentne podejscie do figur jako zbioréw przyjgte w szkole od samego poczat-
ku nie wynikatoby wigc z racji historycznych. Nie byloby tez motywowane wzgle-
dami psychologicznymi, gdyz synkretyczny charakter wczesnego my$lenia i ten-
dencja do holistycznego traktowania poznawanych obicktéw niezupetnie przystaja
do mnogosciowego ujgcia (dlatego tez takiego, w peini konsekwentnego podej-
$cia realizowanego od samego poczatku w nauczaniu si¢ nie zaleca). Odcinek —
rozumiany przez mtodszych ucznidéw jeszcze bardzo konkretnie — jest poczatko-
wo czymS$ jednym, nie wyrdzniaja oni w nim systematycznie czastek — punktow.
Ten sam sposdb myslenia odnosi sig w tym okresie do prostej. Ale na prostej
mozna ,,umieszczaé” punkty, o ktdrych mowimy, ze na niej leza. Mysl, iz mozna
by z nig kojarzy¢ zbiér punktdéw, powoli jednak przestaje by¢ zupeknie obca. Stop-
niowo — wraz z rozwojem zdolnosci do abstrakcyjnego myslenia — prosta nabie-
ra ,,charakteru mnogosciowego” i moze by¢ tak traktowana lub nie, w zalezno$ci
od potrzeby i okoliczno$ci. Jest to droga diuga, znaczona wieloma trudno$ciami
1 charakteryzujaca si¢ w szkole naiwnym, ale ciagle ewoluujacym rozumieniem.
Linia prosta, podobnie jak przestrzen i czas, jest continuum, ktérego pojgciowe
opanowanie i wglad w jego strukture nie sg fatwe nawet dla dojrzatych umystow.
Dylemat, czy prosta ,,skiada si¢” z punktéw (i w jaki sposdb — bo przeciez nie
na wzdr sznura koralikéw, gdzie kazdy ma z obu stron sasiada), jest jedna z trud-
noscei, ktore umyst ludzki napotyka w stopniowym opanowywaniu prostej jako con-
tinuum i z ktérymi borykano sig od zarania systematycznej dzialalnosci poznaw-
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czej. Ta pojeciowa ewolucja u dziecka, wykraczajaca jeszcze daleko poza okres miod-
szoszkolny, przypomina w uproszczeniu pewne watki historycznego procesu, o jest
argumentem na rzecz tzw. zasady paralelizmu w dydaktyce matematyki (por. [1]).
Spojrzmy z tej perspektywy na poczatki geometrii, si¢gajace glebokiej starozymodci
i na wybrane, charakterystyczne $ciezki péZniejszego jej rozwoju. Starozytni Grecy
podniesli geometrig — poczatkowo praktyczna dziedzing — do rangi dyscypliny na-
ukowej. Jej przedmiotem staty sig obiekty my$lowe, tj. abstrakty, wéréd nich oderwane
pojecie punktu. W danym zagadnieniu dla Grekow istniaty tylko te punkty, ktore mozna
bylo w jego ramach oddzielnie skonstruowaé $rodkami klasycznymi, tj. przy pomocy
cyrkla i linijki. Takie stanowisko wynikato konsekwentnie z filozofii platofskie;: fi-
gury geometryczne mialy egzystowaé ponadczasowo jako pozaprzestrzenne idee, byly
caloéciami. Ale skonstruowane punkty — na przykiad punkt stycznosci prostej do
okregu — lezaty na prostej. W ten sposéb Grecy — jak pogladowo méwi Lebesgue®
— rozpoczeli historyczny proces ,,obsadzania” prostej punktami. JuZ pitagorejczycy
odkryli — méwiac dzisiejszym jezykiem — istnienie luk na prostej; koniec przekat-
nej kwadratu jednostkowego odtozonej na osi od punktu zerowego wskazuje taka lukg.
Rozwdj réznych dyscyplin matematycznych, w szczeg6Inosci algebry, pozwalat przez
wieki kontynuowa¢ ,,nasycanie” prostej roznego rodzaju punktami — liczbami, kto-
re byly klasyfikowane ze wzgledu na odslaniajace sig nowe potrzeby tych dziedzin.
Wiréd wielu matematykow majacych tu epokowe zastugi wymienimy jedynie Karte-
zjusza, Lindemanna, Cantora i Dedekinda. W dzisiejszym rozumieniu linig prosta cha-
rakteryzuje aksjomatyka euklidesowej geometrii opracowana u schytku poprzednie-
go stulecia przez Hilberta. Wér6d innych aksjomatem charakteryzujacym prosta jest
aksjomat zupeinosci. W ten sposob prosta ostatecznie zostata — mowiac obrazowo —
opisana jako twor pelny, do ktérego nie mozna juz wiaczy¢ nowych obiektéw bez
naruszania postulowanych wilasnosci.

4. Matematyczne pojecia osi i ukladu wspélrzednych oraz ich odpowied-
niki pogladowe w nauczaniu szkolnym

Dalsze uwagi z koniecznoéci nie maja charakteru systematycznego wykladu;
dazenie do peinej $cistosci 1 dopracowywanie formalnych szczegotéw pozostaje
na drugim planie, chodzi jedynie o zaakcentowanie istotnych etapdw w matema-
tycznej konstrukcji poje¢ stanowiacych przedmiot niniejszej analizy oraz stworze-
nie wiasciwego tla dla dydaktycznych rozwazan.

Niech dana bgdzie prosta a; obieramy na niej punkt O izaczepiamy w nim
niezerowy wektor ol tej prostej, ktory bedziemy tez oznaczaé krocej przez €.
Osig zbudowana na prostej a lub krétko osia nazywamy ukfad czyli parg (a,?)
zlozona z prostej a oraz wektora € punkt O zwie si¢ wowczas poczatkiem osi,
wektor € wersorem tej osi, zaé zwrot wersora ¢ jej zwrotem.

* H. Lebesgue: Legons sur les constructions géométriques, Paris 1950 (przytaczam za arty-
kutem [5]).
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Z przyjetego okreslenia wynika, Ze na tej samej prostej mozna zbudowaé wiele
osi, ustalajac dowolnie poczatek oraz wybierajac w rézny sposob wersor.

0O:

Rys. 1

Graficznie przedstawiamy 0§ jak na rys.la. zblizonym do tradycyjnych ilustra-
cji podrgcznikowych. Powielanie w podregcznikach konfiguracji w tym usytuowa-
niu jest podyktowane wzgledami praktycznymi; réwnie poprawne ukiady przed-
stawiaja rysunki 1b oraz lc (ten ostatni sygnalizuje w sposdb umowny mozliwosé
zbudowania wielu osi na tej samej prostej). Dysponujac osia (e, € ), obierzmy na
prostej @ dowolny punkt P. Wiadomo, ze istnieje doktadnie jedna liczba rzeczywi-
sta x, przy ktdrej spetniony jest warunek 0P =x0 czyli OP = x+¢, W ten sposéb
kazdemu punktowi P prostej a mozemy przyporzadkowaé jednoznacznie liczbe
rzeczywista x. Takie przyporzadkowanie jest funkcja, ktdra nazywamy zbudowa-
nym na prostej a uktadem wspéirzednych o poczatku O i wersorze €, Na ozna-
czenie tej funkeji przyjmiemy symbol v 1 zapiszemy ja wzorem x = u(P); w szcze-
g6lnosci mamy wtedy u(0) =0 iu(l)= 1. Liczba x nosi nazwg wspdirzednej punk-
tu P w uklfadzie wspétrzednych u na prostej a. W ten sposob

— kazdemu punktowi prostej a odpowiada dokiadnie jedna liczba rzeczywista,

— kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada tylko jeden punkt na prostej a.

Moéwi sig, ze taka odpowiednios¢ jest funkcja wzajemnie jednoznaczna (bi-
jekcja) odwzorowujacq zbidr punktow prostej a na zbiodr R liczb rzeczywistych. Bi-
jekcja u zalezy od parametréw O ie. Lecz wszystkie takie bijekcje sa izomorficz-
ne. Stad tez jest obojgtne, gdzie na prostej a obierzemy punkt O i ktéremu z jej nie-
zerowych wektorow przypadnie rola wersora osi. Warto przy tym pamigtac, ze taki
wybor jest wyréznieniem punktu O i wektora @ na prostej a nie wynikajacym w na-
turalny sposéb z samej jej struktury i zbioru wektoréw na niej lezacych. O kazdym
takim indywidualnym wyroznieniu decydujg wzgledy pozamatematyczne. Postu-
gujac sig¢ pojgciem ukladu wspdirzgdnych na prostej, mozna w podobny sposéb
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zdefiniowa¢ uktad wspotrzednych na plaszczyznie oraz w przestrzeni. Okre$lone
wyzej pojecia osi i uktadu wspéirzgdnych zbudowanego na prostej sa rézne; 0§ jest
para zfozona z prostej i wybranego na niej wersora, uktad wspéirzednych jest funk-
cja. Podobnie na plaszczyznie (w przestrzeni) mozna by sam uktad dwoch (trzech)
osi nazywaé uktadem odniesienia, za$ przez uktad wspoirzednych rozumieé bijek-
cje okreslong przy pomocy tego ukfadu odniesienia, ustalajaca wzajemnie jedno-
znaczng odpowiednioéé migdzy punktami plaszczyzny (przestrzeni) a parami (trdj-
kami) uporzadkowanymi liczb rzeczywistych. To matematyczne rozroéznienie nie
wystepuje w szkole. Tutaj do konica operuje sig nie sprecyzowanym Scisle poje-
ciem osi liczbowej. Pogladowe traktowanie pojecia osi powoduje, ze uczniowie
przez o$ liczbowa rozumieja rysunek, ktory znamy z kart podrgcznikéw szkolnych.
Podobnie z nazwa ukiad wspétrzednych na plaszczyznie kojarzy si¢ w szkole nie
funkcje, lecz rysunek przedstawiajacy dwie prostopadte osie liczbowe rozumiane
pogladowo. Usprawiedliwieniem moze by¢ m.in. to, Ze pojgcia, ktére omawiamy,
maja gtéwnie charakter ushugowy. Proby ich uscislania w klasach poczatkowych
bylyby oczywiscie niecelowe; formalizm uzyty w podanych definicjach wymaga
odpowiedniego zaawansowania odbiorcy.

5. Identyfikacja struktur poprzez uklad wspoélrzednych i wynikajacy stad
jego sens dydaktyczny

Dysponujac osia (a, E’), rozwazmy zbidr wszystkich wektoréw prostej a, za-
czepionych w punkcie O. Wektory te mozemy dodawaé i mnozy¢ przez liczby rze-
czywiste, co wolno traktowac jako dodawanie punktéw (koncdw tych wektorow)
i mnozenie ich przez liczby. W ten sposéb na prostej pojawia si¢ algebraiczna
struktura przestrzeni wektorowej (oznaczmy ja symbolem {a; +, * }). Z drugiej
strony zbior wszystkich liczb rzeczywistych ze zwyktym dodawaniem i mnozeniem
takze ma strukturg przestrzeni wektorowej (te strukture algebraiczng oznaczamy
symbolem {R; +, * }). Mozna udowodni¢, ze ukad wspoétrzednych u na prostej a
spelnia nastgpujace warunki:

(1) u(4 +B)= u(4) + u(B) dla kazdych punktéw 4, B € a,

(2) u(v-A4)= v+u(4) dlakazdego punktu 4 € a i kazdej liczby v € R.

Znak + wystepujacy po lewej stronie réwnosci (1) oznacza dodawaniepunk-
tow 4,B (wektoréw OA i OF'), po prawej — dodawanie liczb; po lewej stronie wzoru
(2) wystgpuje mnozenie punktu 4 (wektora 534) przez liczbg rzeczywista v, zas po
prawej mnozenie liczby u(4) przez liczbe v. Zwiazki (1) i (2) oznaczaja, ze bijek-
cja u jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych {a; +, « } oraz {R; +, « }, czyli
izomorfizmem zbioru punktéw prostej a z ich dodawaniem i mnozeniem przez liczby
oraz zbioru R liczb rzeczywistych ze zwyktym dodawaniem i mnozeniem.

Izomorfizm struktur algebraicznych oznacza, ze s3 one pod pewnym wzglg-
dem podobne: dziatania w nich okre$lone majg te same wiasno$ci (wynikajace
z aksjomatdw przestrzeni wektorowej). ,,Struktury izomorficzne (...) [okreslone
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w dwoch zbiorach — JK] identyfikujemy ze soba w nastgpujacym sensie. Zaréwno
w pierwszym zbiorze, jak i w drugim interesuja nas z punktu widzenia algebry tylko
okre$lone w nich dzialania i wynikajace z nich zwiazki i wlasnosci elementow tych
zbioréw, a nie indywidualne cechy tych elementéw. W strukturach izomorficznych wia-
snoéci te 1 zwiazki migdzy elementami sg identyczne, nie ma wigc potrzeby rozpatry-
wac ich osobno w pierwszym zbiorze i osobno w drugim. Wprawdzie najczgsciej zbio-
ry te sa zupelnie od siebie rozne, ale ich algebraiczna organizacja jest catkowicie jed-
nakowa” ([6], str. 64).

To podobienstwo zbioru punktéw na prostej @ i zbioru R liczb rzeczywistych ze
wzgledu na okreslone w nich wiasnosci dziatan (wynikajace z postulowanych aksjo-
matow przestrzent wektorowej) stanowi matematyczna podstawg zabiegow w klasie,
polegajacych na ilustrowaniu niektorych wiasnoéci dziatan na liczbach za pomoca osi
liczbowej. Wykorzystujemy wowczas uktad wspotrzednych. Zbidr punktdw na prostej
a— gdy bierzemy pod uwagg tylko podane wcze$niej dziatania i wspomniane ich wia-
snosci — ma bowiem podobna organizacie jak zbidr R. Badajac te wiasno$ci, moze-
my punkty zastgpowac liczbami i vice versa, bez obawy, ze zajmujac si¢ punktami uzy-
skamy co$, co dotyczy punktéw, a nie dotyczy liczb.

Podobienstwo pod wzglgdem niektorych wiasnosci algebraicznych dziatan nie wy-
czerpuje analogii migdzy zbiorem punktow prostej, a zbiorem wszystkich liczb rzeczy-
wistych. Je$li zainteresujemy sig porzadkiem i odleglo$cia w kazdym z nich, to okaze sie,
ze maja one takq sama budowe porzadkowa i metryczna przy odpowiednio okreslonych
relacjach porzadkujacych i metrykach. Wyrazamy to doktadniej, stwierdzajac izomorfizm
ich struktur porzadkowych i fakt, ze jedna z tych przestrzeni metrycznych mozna prze-
prowadzi¢ na drugg za pomoca izometrii. W sytuacjach lekcyjnych i zadaniowych wy-
korzystujemy te analogi¢ w réznych zakresach (algebraicznym, porzadkowym, metrycz-
nym), nie zastanawiajac si¢ nieraz nad tym, ze wzglgdu na intuicyjno$¢ wystepujacych
fu pojet, jaki izomorfizm w danym ogniwie naszego rozumowania naprawde interwe-
niuje. Warto$¢ dydaktyczna tego izomorfizmu polega na tym, ze uczei — poznajac nowe
fakty — moze zamiennie operowa¢ punktami na prostej badz liczbami, w zaleznosci od
tego, co w danej chwili przyniesie lepsze efekty lub co okaze si¢ dlan wygodniejsze®.

* W zwiazku z przeprowadzong analiza sformutujmy jeszcze uwage uzupetniajaca. Kolejnosé
opracowywania poje¢ w nauczaniu jest podyktowana przede wszystkim wzglgdami psychologiczny-
mi, a material szkolny nie jest zorganizowany §ci$le wedtug struktur wyodrgbnionych w matematy-
ce. Na przyklad dos¢ wezesnie dziecko poznaje — obok innych wilasnosci — przemienno$§é mnoze-
nia (ktéra bywa rozwazana réwniez jako dodawanie jednakowych skladnikéw). Z punktu widzenia
strukturalnej organizacji matematyki rozwaza wigc uporzadkowany pélpierscien przemienny z jedno-
Scig (por. [2], str. 118), podczas gdy w charakterystyce roli ukladu wspélrzednych mowiliSmy najpierw
o przestrzeni wektorowej, nadmieniajac dalej o strukturze porzadkowej i metrycznej. W materiale
szkolnym przenikaja sig rozne — nie tylko wymienione — struktury matematyki, stanowiac w prak-
tyce jego realizacji naturalne calo$ci metodyczne. Natomiast formalizmy w matematyce nakazuja te
struktury rozdziela¢ oraz inaczej porzadkowac: wedlug kryteriéw obowiazujacych w teorii.
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W szkolnym jezyku i zreszta w samej matematyce te analogie znalazty wyraz
w zamiennym uzywaniu okreélen ,,punkt” i ,liczba”(,,para liczb” badZ ,,tréjka
liczb” — odpowiednio na ptaszczyZznie lub w przestrzeni), gdy postugujemy sig
uktadem wspétrzednych, choé liczba i punkt sa — co do swej natury -— zupetnie
innymi obiektami matematycznymi. To postepowanie nie od poczatku edukacji
matematycznej ma taki petny, formalny charakter. Czasem bowiem z réznych po-
wodéw (na przyklad z uwagi na wiek uczniow, ktorzy jeszcze nie ,,wyposazyli”
prostej w punkty tak, jak byloby to konieczne w rozwazanym zagadnieniu, badz
tez biorac pod uwage specyfike biezacego problemu) operujemy odcinkami, trak-
tujac je na prostej a podobnie jak odcinki skierowane (wektory).

6. Wybrane kwestie dydaktyczne dotyczace wykorzystania osi liczbowej
w edukacji matematycznej

Idee zwiazana z obecnoécia osi liczbowej od poczatku nauczania mozna by
scharakteryzowaé, nawiazujac do wspomnianego wczesniej (por p. 3) historycz-
nego procesu ,,obsadzania” prostej liczbami. Rozpoczynajac od liczb pierwszej
dziesiatki, dziecko umiejscawia na osi te liczby, ktére aktualnie poznaje. W tym
permanentnym procesie ,nowe” liczby ciagle znajduja miejsce na prostej, nieja-
ko ja wzbogacajac. Jednoczesnie stale jest na niej jeszcze miejsce i ten intuicyjny
fakt od poczatku obecny w postgpowaniu nauczyciela i w konkretnych dziataniach
ucznia ma znaczenie poznawczo-motywujace (wynika stad chocby taki szczegét
metodyczny, ze punkt reprezentujacy liczbe 0 warto obierac nie na koncu kreski, lecz
w pewnym odstepie od niego). Prosta liczbowa nie jest wigc od razu ,,petng” osia
liczbowa w sensie uzywanym w matematyce dorostej. Mozna by powiedziec, ze
na poczatku — a tak naprawdeg az do momentu poprzedzajacego formalne za-
mkniecie nauki o liczbie w szkole — wystepuje ona jako obiekt o charakterze po-
tencjalnym. Tak wczesne wprowadzanie osi liczbowej nie moze nawiazywaé
wprost do gotowego pojecia prostej, czy nawet odcinka, gdyz zorganizowany pro-
ces ksztattowania tych pojeé jeszcze sie w petni nie rozpoczat. Dobrze modeluja
prosta liczbowa takie przedmioty, jak linijka, termometr, szlaczki liczbowe itp., od
ktoérych zaczynamy i z ktérych dzieci moga wyabstrahowaé potrzebny im obraz.
Na przyklad na termometrze zaokiennym maja okazje zetknaé sie spontanicznie z
liczbami wyrazajacymi temperatury ponizej zera, co mozna wykorzysta¢ do umo-
tywowania wspomnianego juz potozenia poczatku osi. Prosta liczbowa pojawia sig
wigc poczatkowo jako schemat odwzorowujacy zasadnicze cechy tych przedmio-
tow, skonkretyzowany w rysunku. Nanoszenie liczb 0,1, 2, 3, ..., n na prosta od-
bywa si¢ w réznych sytuacjach, ktére nauczyciel stwarza na lekcji. Wérdd nich
warto zorganizowac ¢wiczenia polegajace na szeregowym ukfadaniu — od punktu
majacego spetniaé rolg poczatku osi — klockdw jednakowej dtugosci z jednocze-
snym zaznaczaniem przez dzieci na niej punktow o wspdtrzednych bedacych ko-



Jan Konior — Of liczbowa i jej rola w nauczaniu szkolnym matematyki 139

lejnymi liczbami naturalnymi, gdy bierzemy klocki jednostkowe badz niekolejny-
mi, gdy klocki sa dluzsze. Na tg sytuacjg zwracamy tu uwage, gdyZ ma ona zna-
czenie nie tylko techniczne, jak mogloby sie powierzchownie wydawac; stuzy nie
tylko skalowaniu osi. Powtarzajac takie ¢wiczenie, otwieramy dziecku droge pro-
wadzacg do odkrycia i stopniowego opanowywania waznego faktu ogélnego,
wyrazajacego si¢ w tzw. zasadzie Archimedesa, ktora glosi, ze:

Odktadajac kolejno od pewnego punktu na prostej odcinek tak, aby ko-

niec odtozonego juz odcinka byt poczatkiem nastepnego, przekroczymy

za ktéryms$ krokiem zadany z gory punkt tej prostej.
Jest to wersja geometryczna tej zasady ogélnej; dla liczb moze ona by¢ wypowie-
dziana tak:

Jeslia, b €R,i a 7 0, to istnieje liczba naturalna n taka, ze n * a > b

(symbol R, oznacza tu zbior wszystkich liczb rzeczywistych nieujem-

nych).
Wprawdzie zasada ta okaze si¢ podstawowym twierdzeniem dopiero w zaawan-
sowanym kursie szkolnym, ale nauczanie poczatkowe ma juz tutaj okazje wypel-
ni¢ swa rolg perspektywiczna, przygotowujac pierwociny pojeé i twierdzen mate-
matycznych oraz tworzac zalazki, bez ktorych myélenie ucznia nie mogioby osia-
gna¢ pelni dojrzatosci. Odktadanie klockoéw wzdhuz prostej jest pierwszym zorga-
nizowanym do$wiadczeniem na temat zasady Archimedesa, ktéra ma spontaniczne
zastosowania w zyciu codziennym, ale bez ktorej nie mozna takze udowodnié
wielu istotnych twierdzen matematycznych.

Gléwne zadanie edukacji matematycznej wezesnego okresu szkolnego —
uksztattowanie zrgboéw pojecia liczby naturalnej — bynajmniej nie sprowadza sig
wylacznie do opanowania pojedynczych liczb naturalnych, na przykiad w ramach
monografii takich liczb, nawet gdy jest powiazane z umiejetnoscia poprawnego li-
czenia i wyraza si¢ w dostatecznie sprawnym operowaniu notacja w systemie dzie-
siatkowym. Pojecie to ksztaltuje sig 1 poglebia takze przez poznawanie relacji
1 dziatan na liczbach naturalnych. Ogdlniej: poznanie liczby naturalnej to pozna-
nie struktury zbioru liczb naturalnych.

Zbidr ten ma fundamentalna wiasnosé, bez ktérej pelne opanowanie pojecia
liczby naturalnej nie byloby mozliwe. Zasada indukcji matematycznej — bo o niej
tu mowa — okre$la w pewnym sensie budowe tego zbioru: po kazdej liczbie na-
turalnej jest bezposrednio nastgpna. Oznacza to, ze kazda mozna osiagnaé przez
kolejne dodawanie jedynki. Dziecko powinno mie¢ wiele okazji do pogladowego
przezywania tego i podobnych faktow poprzez ,,przeskakiwanie” z liczby na liczbe
na osi liczbowej, co moze by¢ symulowane w rézny sposdb, na przykiad przez ko-
lejne odkiadanie ustalonego odcinka. Chodzi m.in. réwniez o ¢wiczenia angazu-
jace zmyst stuchu, majace charakter rytmiczny itp., typu: jedno z dzieci kolejno
wskazuje i odczytuje glosno liczby naturalnego ciagu na osi, pozostale orzekaja
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chérem — lub ,,wyklaskujg” zgodnie z umowa — czy wymieniono liczbg parzy-
sta, czy tez nie; w kolejnych edycjach zabawy uwzglednia sig oba zwroty na osi
i rozpoczyna w roznych jej punktach odpowiadajacych liczbom naturalnym.

Samo sformutowanie zasady indukcji matematycznej i jej formalne wykorzy-
stywanie bedzie przedmiotem nauczania dopiero w klasach licealnych. Mozna ja
wypowiedzie¢ nastgpujaco:

Jezeli

1° liczba 0 ma pewna wiasno$¢ w(n) dotyczaca liczb naturalnych

i

2° z tego, ze ma tg wiasno$¢ liczba naturalna k, wynika, ze posiada ja réwniez

liczba k+1, to kazda liczba naturalna posiada wtasno$é w(n).
Struktura logiczna tego twierdzenia oraz forma jezykowa sa trudne nawet dla star-
szych uczniéw, cho¢ wyraza ono intuicje, nad rozwojem ktérych pracujemy w na-
uczaniu od poczatku. Najbardziej elementarne i podstawowe fakty nieraz wymy-
kaja si¢ $wiadomosci i trudno je zauwazy¢; nie dostrzegli tez bezposrednio zasa-
dy indukcji starozytni Grecy.

Warunek 2° zwany jest nieraz warunkiem dziedziczenia; postuluje on bowiem,
aby wiasno$¢ w(n) dziedziczyta sig, tj. ,,przechodzita” z liczby naturalne;j & na licz-
be k+1, bezposrednio nastepujaca po liczbie k. W kontekscie catego twierdzenia
wyraza on przez to w matematycznej formie intuicje dotyczace przeprowadzania
tzw. rozumowan rekurencyjnych (od recurrere — biec z powrotem). Rozumowa-
nie rekurencyjne stosuje si¢ rowniez poza matematyka. Polega ono na znajdowa-
niu i okre$laniu nie znanych stanéw aktualnych przez znane stany poprzednie dzig-
ki regularnosci szeregu owych wczeéniejszych zdarzen. Tak rozumuje dziecko,
jesli przewiduje, iz przeskakujac na osi co druga liczbe naturalna (gdy rozpoczg-
fo od zera) z pewno$cia napotka liczbe parzysta, chocby zechciato szukaé bardzo
daleko. Jest to oczywiscie rozumowanie nieformalne i nieuswiadomione, ale oparte
na rozwijajacej si¢ intuicji rekurencji.

Warunkiem tego rozwoju w nauczaniu jest planowe organizowanie stosow-
nych éwiczen. Jednym z nich mogtaby by¢ na przyklad sytuacyjna zabawa ,,wie-
wiérka zagrzebuje orzechy”. Wiewiodrka, skaczac po osi, trafia tylko na liczby 1,
2,3 itd. Pod wybrana liczbg — weZmy liczbg 5 — chowa pewna ilo$¢ orzechow,
a pod kazda nastgpna o dwa wigcej. W swej wedrowcee dochodzi do punktu odpo-
wiadajacego liczbie 8. Na pytanie, ile orzechow nalezy dotozy¢ pod piatkg, aby
byto tyle samo, co pod 6semka wiele mtodszych dzieci — jak wskazuja przepro-
wadzone w podobnych okolicznosciach badania psychologiczne (por.[7], tom 1,
str.187) — nie potrafi da¢ odpowiedzi; dla rozwoju intuicji rekurencji potrzebne
sa rozmaite do$wiadczenia. Intuicje zwigzane z rekurencja uwaza sig z kolei za ko-
nieczne w procesie ksztaltowania pojecia liczby naturalnej. B. Russel podkreslat,
ze indukcja matematyczna jest czgscia charakterystyki liczby naturalnej, wregcz jej
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konstytutywnym sktadnikiem. Dla petnoéci obrazu dodajmy jednak, ze poglady na
niektére omawiane kwestie nie zawsze sg zbiezne. Czg$é badaczy sadzi, iz reku-
rencja jest predyspozycja cztowiekowi dang, preegzystuje w jego $wiadomosci,
inni akcentuja konieczno$¢ jej ksztaltowania.

Wykorzystujac racjonalnie o$ liczbowa w opracowywaniu pojgé i twierdzen
matematycznych, otwieramy miodemu umystowi droge do matematycznego roz-
woju w dwoch uzupelniajacych sig kierunkach. Wezmy dla przyktadu jeden z nich:
arytmetyczne prawo przemienno$ci dodawania. Z jednej strony, przechodzac od
liczb do prostej lub na odwrét, uczen stale zamienia w sytuacjach myslowych jedne
obiekty na drugie: zastgpuje liczby punktami (odcinkami, wektorami) 1 vice ver-
sa. Taka transformacja daje mu okazj¢ do stopniowego wyabstrahowywania (por.
[4]) 1 utrwalania najogoélniejszego schematu obecnego zaréwno w czynnosci do-
dawania okres§lonego na punktach, jak i w dodawaniu liczb, gdy obiekty dodawa-
ne bierze w dowolnej kolejnosci: schematu binarnej operacji komutatywnej. Dla
osiagnigcia tej ogdlnosci wazne jest, by mysl ucznia niejako ignorowala to, iz
w jednym przypadku dodaje sig liczby, a w drugim punkty; powinna sig od trescio-
wych aspektéw rozwazanej sytuacji stopniowo uwalniaé. Co jest istotne w poczat-
kowych etapach, to proba — zapewne daleka od petnego powodzenia — abstrak-
Cyjnego ujgcia przemiennosci, a przede wszystkim okazja do kontaktu z metodycz-
nie zorganizowang sytuacja.

Z drugiej strony w kazdym z dwu rozwazanych modeli wida¢ specyficzne
cechy obiektow i zachodzacych tam zwiazkow. Narzucaja sig one uczniowi z duza
sila. Dodawanie w zbiorze R lub w jego podzbiorze jest dlan przemienne jako
dodawanie liczb. Podobnic dodawanie odcinkdéw (wektoréw lub punktéw
na prostej — zaleznie od interpretacji), ktore dla dziecka jest zwiazane z trescig
pojgcia ,,odcinek” (wektor, punkt), wykonuje ono, zmieniajac ich porzadek, gdyz
tojest sktadanie odcinkdw Moznaby to widzenie i zwiazany z nim
sposéb myslenia chwilowo nazwa¢ atrybutywnym. Oto sytuacja, w ktorej takie
»tresciowe” sktadniki wystgpuja. Dziecko wykonuje dodawanie 3 + 4. Zmiana po-
rzadku sktadnikéw w tym przypadku nie daje mu specjalnych korzysci praktycz-
nych. Juz jednak przy obliczaniu sumy 2 + 7 przez kolejne dodawanie jedynki
warto z niej skorzysta¢. Natomiast na osi nawet w tym ostatnim przypadku zmia-
na kolejnosci dodawanych odcinkéw nie przyniesie podobnych efektow; tutaj fakt,
Ze t¢ sama sume mozna tworzy¢, nic zwracajac uwagi na kolejnos¢ danych sktad-
nikdw, ma raczej tylko znaczenie teoretyczne. Dostrzeganie takich, w pewnym sen-
sie specyficznych, cech kazdego z rozwazanych modeli jest utatwione przy wie-
lokrotnych konfrontacjach jednego modelu z drugim. Jest ono przede wszystkim
dydaktycznie istotne jako element konstruowania tzw. pamigci modeli, ktéra wy-
daje sig niezbgdna w myéleniu typu matematycznego. Zapewnia mu bowiem nie-
zbedna elastyczno$é i mozliwosé twirczego funkcjonowania na kazdym poziomie.
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Ponad ta przemiennoscia, zwiazanag w §wiadomosci ucznia z natura dodawa-
nych obiektdw, lezy przemienno$¢ operacji w sensie ogolnym, o ktorej byta mowa
wczesniej. Wydaje sig, ze w pelnym rozumieniu prawa przemiennosci dodawania
liczb rzeczywistych, juz na poziomie szkolnym zaawansowanym, partycypuje jed-
na i druga. Tak wigc — podsumujmy ten fragment — racjonalne dziatania dydak-
tyczne dotyczace wykorzystania osi liczbowej moga sprzyja¢ rozwojowi my$li
ucznia w dwoch aspektach: ogélnym (co ma zrédto m.in. w istnieniu 1 funkcjono-
waniu izomorfizmu migdzy struktura zadang na prostej, a odpowiednia struktura
w zbiorze liczb) i atrybutywnym (prowadzacym do kompletowania standardowych
modeli, niezbgdnych w operatywnym mys$leniu matematycznym).

W rozwazaniach metodycznych postulujacych wykorzystywanie osi liczbowe;j
na ogdt méwi si¢ o geometrycznej interpretacji pojeé i zwiazkéw liczbowych na
prostej. To jednokierunkowe przejscie od liczb do osi jest w pewnym sensie uspra-
wiedliwione. Ale trzeba z naciskiem podkreslic, ze postugujac si¢ osia liczbowa
W nauczaniu, rozwijamy zardéwno pojgcia arytmetyczne, jak i pojgcie prostej. Nie
nalezy jednak w zadnym razie zaktadac, ze dzieje si¢ to automatycznie. Poznawa-
nie coraz wigkszych liczb — przy ich odpowiedniej ekspozycji metodycznej na osi
— ulatwi zapewne w przysziosci zrozumienie nieograniczonosci proste;j.

Obcowanie z osig liczbowa jest tez waznym elementem utatwiajacym ucznio-
wi stopniowe opanowywanie nieskonczono$ci w zakresie i w formie dostgpnej
w szkole. Intuicje dotyczace tego trudnego pojecia, z ktérym zmagali si¢ matema-
tycy (filozoficzny punkt widzenia pozostawiamy na uboczu) od starozytnoéci, leza
u podstaw ksztattowania wielu poje¢ matematycznych z geometrii i arytmetyki
szkolnej. W procesie formowania si¢ samego pojgcia prostej s obecne zaréwno
przy rozwazaniu jej nieograniczonosci, jak i przy dokonywaniu permanentnego
podziahu, ktéry wystgpuje juz we wczesnych okresach nauki o utamkach i ich po-
réwnywaniu, a pdzniej pojawia sig z okazji analizy pojgcia gestoéci zbioru liczb
wymiernych. Jako przyktady pochodzace z bardziej zaawansowanego poziomu
mozna wskazaé pojgcie kresu, granicy, ciggtosci funkeji itp. Powodzenie w opa-
nowaniu tych poje¢ ma swe zrédta m.in. w perspektywicznych i przemyslanych
zabiegach metodycznych na poziomie wczesnoszkolnym.,
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