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stata swiadomie zawezona jedynie do refleksji filozoficznej nad istota
tego problemu. Analiza zrédet prowadzi do stwierdzenia, ze cztowiek do-
piero w $mierci zdolny jest do podjgcia w petni swiadomej i wolnej ,, osta-
teczng decyzji”. Zatem zgodnie z sugestia Borosa, smier¢ stanowi szczy-
towy moment rozwoju duchowego osoby ludzkiej. Wtedy bowiem naste-
puje nasilenie aktéw poznania i mitosci, ktére stanowia podstawe wyboru:
za lub przeciw Bogu. Ta decyzja sprawia, ze czlowiek na zawsze pozosta-
nie tym, kim chciat by¢ w momencie owego rozstrzygnigcia Zatem mo-
ment smierci jawi S¢ jako nie tylko bierne oczekiwanie, ale przede wszyst-
kim jako czyn cztowieka

DAS PHANOMEN DES TODES NACH DER AUFFASSUNG
VON LADISLAUS BOROS

Zusammenfassung

Hauptziel dieses Artikels ist ene Présentation der Anschauung von Boros, und
zwar im Blick auf das Phdnomen des Todes des Menschen. Diese Présentation
wurde bewusst nur auf die philosophische Reflexion Uber das Wesen des Prob-
lems begrenzt. Eine Analyse der Quélen fiihrt zur Behauptung, dass der Mensch
erst im Tode fahig ist, eine voll bewusste und freie Schlussentscheidung zu tref-
fen. Im Einklang also mit der Suggestion von Boros, ist der Tod der Hohepunkt in
der geistigen Entwicklung der menschlichen Person. Denn erst dann folgt die In-
tensitét aller Erkenntnis- und Liebesakten, die den Grund zur Entscheidung flr
oder gegen Gott bilden. Diese Entscheidung bewirkt, dass der Mensch auf ewig
derselbe bleibt, der er im Moment dieser Entscheidung sein wollte. Der Moment
des Todes erscheint also nicht nur a's passive Erwartung, sondern vor allem as
eine Tat des Menschen.
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POJECIE NIESKONCZONOSCI W MATEMATYCE

Poczatek matematyki jako nauki wiaze Sig ze starozytna Grecja. Wpra-
wdzie juz w starozytnym Egipcie i Babilonii rozwinigto wiele technik ra-
chunkowych, ale dopiero w Grecji antycznej zaczeto budowa¢ matematy-
ke jako system zdan dedukowany z niewielkiego zbioru zdan wyjsciowych
— akgomatow. Tak pojmowat matematyke nie tylko Euklides | jego na-
stepey, lecz takze najprawdopodobnigj juz pitagorejczycy, ktorzy zbudo-
wali niezachowany do naszych czasdw system geometril.

Pojecie nieskonczonosci zostato uwiktane w matematyke juz w czasach
starozytnych. Grecy zdawali sobie sprawe z tego, ze w geometrii mga do
czynienia z nieskonczonymi klasami tréjkatéw réwnobocznych, rombow
itd. Odkrycie niewymiernosci prowadzito do wprowadzenia technik mgja-
cych przybliza¢ te wielkosci. Czyniono to za pomoca nieskonczonych cig-
g6w, na przyktad V2 przyblizano za pomoca nieskonczonego ciagu wiel-
kosci wymiernych: 1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, ... . Jednak niedtugo potem
uswiadomiono sobie, ze nieograniczone postugiwanie si¢ zbiorami nie-
skonczonymi prowadzi do pogwalcenia akgomatu antycznej matematyki,
stwierdzajacego, ze ,czes¢ jest mnigjsza do calosci”. Ujawnitato burzliwa
dyskusgja toczona wokét aporii Zenona. Ostatecznie dominujace do XI1X
w. — przyngmnigj na poziomie filozoficznej refleksji nad matematyka —
stanowisko wobec problemu nieskonczonosci okreslit Arystoteles. Odrzu-
cit on igtnienie nieskonczonosci aktualnej i dopuscit jedynie istnienie nie-
skonczonosci potencjalng. Nie zdefiniowat przy tym obydwu typéw nie-
skonczonosci, a jedynie podat ich paradygmaty. Wzorcem nieskonczonosci
aktualng byt na raz dany zbiér wszystkich liczb naturalnych, natomiast
nieskonczonosci potencjang — wielkos¢ zmienna, ktéra mogta by¢ uczy-
niona wigksza od dowolngj widkosci skonczonej (dzi§ powiedziano by:
ciag — lub ogodlnigl funkcja — rozbiezne do nieskoniczonosci). Sformutowa:
ny w starozytnosci aksomat Eudoksosa-Archimedesa miat eliminowaé
widkosci aktualnie nieskonczenie wielkie i aktualnie nieskonczenie mate z
matematyki. Jednakze doktadnie ci sami dwsgj uczeni Wprowadzili Z po-
wrotem do matematyki nieskoficzonos¢ , kuchennymi drzwiami”, podajac
metodg wyczerpywania (Eudoksos), w ktorej za pomoca wlasnie nieskon-
czonych ciagow wielkosci przyblizano jako wartos¢ graniczna pole lub ob-
jetos¢ figur geometrycznych oraz wprowadzajac pojecie dolnych i gérnych
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sum catkowych (Archimedes), ktére domagato sie¢ wezesnigjszego zaak-
ceptowania istnienia nieskonczonych ciagdw wielkosci .

Matematycy XVII i XVIII w. w ogdle nie przejmowali si¢ w swej prak-
tyce matematycznej dyrektywa Arystotelesa. Zaczeto Sie to od przejecia
metod analitycznych wypracowanych w starozytnosci przez Eudoksosa i
Archimedesa. Wkrétce w podstawach rachunku rézniczkowego pojawity
sie wielkosci nieskonczenie mate, flukge i fluenty (1. Newton), ktére —
zdaniem przynajmnigj czesci matematykow — nie spetniaty aksjomatu Eu-
doksosa-Archimedesa. Dowolnie postugiwano si¢ nieskonczonymi szere-
gami, odkrywajac przy tym wiele ich ciekawych wiasnosci 2.

Wielkosci aktualnie nieskonczenie mate zostaty wyeliminowane z pod-
staw analizy® w procesie jg arytmetyzagji, ktory zapoczatkowali na po-
czatku X1X w. B. Bolzano i A. Cauchy, opierajac analizg na okreslonym w
kategoriach liczb rzeczywistych — a wigc skonczonych — pojeciu granicy.
Jednakze nadal postugiwano si¢ (budujac arytmetyczne podstawy analizy)
nieskonczonymi ciagami i — szerzej — zbiorami, na przyktad konstruujac
liczby rzeczywiste (K. Weierstrass, G. Cantor, R. Dedekind). Wychodzac
z konkretnych potrzeb analizy, zwiazanych z badaniami szeregéw Fourie-
ra, G. Cantor stworzyt teorig zbiorow nieskonczonych — teori¢ mnogosci.
Niemiecki matematyk przejat definicje refleksywna zbioréw nieskonczo-
nych, sformutowana przez B. Bolzana oraz R. Dedekinda. Wiazalo sie to z
ostatecznym odrzuceniem antycznegj zasady stwierdzgjace, ze ,,czes¢ jest
mnigjsza od catosci”. On roéwniez przyczynit s do ostatecznego podwa-
zenia obowiazujacej — na ptaszczyznie filozoficzne) — od czasdw Arystote-
lesa zasady nie eliminacji zbiorow aktualnie nieskonczonych. Zbudowana
przez G. Cantora teoria mnogosci okazata s¢ — dzieki pracom przede
wszystkim G. Fregego, ale réwniez G. Cantora— dziedzing podstawowa, z
ktorel mozna byto wyprowadzi¢ cala, wczesnigj zarytmetyzowana, mate-
matyke dziewigtnastowieczna *.

Ale wiasnie wowczas sam G. Cantor, a takze C. Burali-Forti oraz B.
Russell odkryli w teorii mnogosci, czyli w teorii zbioréw nieskonczonych,
kilka antynomii. | wiasnie dlatego, ze teoria mnogosci byla wéwczas trak-
towana jako teoria podstawowa catej matematyki, kryzys éw dotyczyt nie

1 Por. |. G.Baszmak ow a, Grecja starozytna, [w:] Historia matematyki. Od czasow naj-
dawnig szych do poczgtkow XIX stulecia, red. A. P. Juszkiewicz, ttum. z rosyjskiego S. Dobrzyc-
ki, t. I, Warszawa 1975, s. 64-115; |. G. Baszmak ow a, Kraje helenistyczne i imperium
rzyrrskle [w] Historia matematyki. Od czasow najdawnigjszych..., t. |, s. 116-168.

P. Juszkiewi cz Rachunek rézniczkowy i ca.lkowy [w:] Historia matematyki.
Od czasow naJdaV\nejszych do poczgtkow XI X stulecia, t. [1l, Warszawa 1977, s. 262-403.

3 G. Cantor, po zbudowaniu swej przedaksjomatyczng teorii mnogosdi, starat si¢ udowodni¢
nieistnienie wielkosci aktualnie nieskonczenie matych. Zasady formalizmu w podstawach mate-
matyki pozwolity na zbudowanie aksjomatyk wiekosci, ktére zawieraly zaprzeczenie aksjomatu
Eudoksosa-Archimedesa. Tak wiasnie A. Robinson zbudowal analiz¢ niestandardowa, ktora po-
s%uguje si¢ wiekosciami niearchimedesowymi, aktual nie nieskoficzeni e matymi.

Zasadnicze wiadomosci na temat arytmetyzacji matematyki w dziewigtnastym wieku zawar-
tesaw pracy N. Bour bak i, Elementy historii matematyki, thum. z francuskiego S. Dobrzycki,
Warszawa 1980, s. 35-37.
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tylko teorii zbioréw nieskonczonych, de catej matematyki. , Winny” po-
wstania znanych antynomii teoriomnogosciowych okazat Se stosowany
implicite przez G. Cantora oraz G. Fregego akgomat nieograniczonej
komprehensii. Znane antynomie wyeliminowano dzigki teorii typéw lo-
gicznych (B. Russall, A. N. Whitehead) oraz akgomeatyzacji teorii mnogo-
sci (E. Zermelo). W teoriach tych ograniczono stosowalnosé nieograni-
czonego akgomatu komprehengji lub zastapiono go bardzigj restryktyw-
nymi aksomatami. Istota eliminacji znanych antynomii polegata na do-
okresleniu pojecia zbioru®.

Zauwazono jednak, ze wiele antynomii (Burdli-Fortiego, najwigkszej
liczby kardynalngj) powstawato wtedy, gdy w sposob , nieostrozny” ope-
rowano zhiorami nieskonczonymi. Dlatego pojawity sie gtosy, szczeg6lnie
w obozie intuicjonistéw, ze istotna przyczyna powstania antynomii w pod-
stawach matematyki byto nie tyle niedookreslenie pojecia zbioru w syste-
mech Fregego i Cantora, ile wprowadzenie do matematyki i jej podstaw
zbioréw nieskonczonych. Rozumowano w nastepujacy sposob: wprawdzie
znane antynomie udato si¢ wyeliminowa¢, ae nikt nie moze zagwaranto-
wa tego, ze dalsze postugiwanie si¢ zbiorami nieskonczonymi nie dopro-
wadzi do ujawnienia nowych antynomii, dotychczas nieznanych. Dlatego
w obozie intuicjonistéw holenderskich zdecydowano si¢ na usuniecie zbio-
row aktualnie nieskonczonych z podstaw matematyki oraz z pozostatych
jg galezi. Doprowadzito to do powstania matematyki intuicjonistycznej,
znacznie ,,okrojong” w stosunku do tradycyjng. Intuicjonisci mieli juz po-
wazne problemy na poziomie okreslenia continuum liczb rzeczywistych®.

Znaczna czes¢é matematykéw opowiedziata sie jednak za zachowaniem
klasycznej matematyki, wraz z ,,wbudowanym” w nia pojgciem nieskon-
czonosci aktualng. Zajmujac jednak taka postawe, nalezato w jakis sposdb
odeprze¢ argument intuicjonistéw, ze dalsze operowanie nieskonczonoscia
aktualng w matematyce nie doprowadzi do ujawnienia kolginych antyno-
mii, ktére mogtyby podwazy¢ fundament matematyki klasyczng (nieintu-
icjonistycznej).

Zadania tego podjat si¢ ngjwybitnigjszy matematyk poczatku XX w., D.
Hilbert. W celu obrony cate] matematyki klasyczng, z ,,wkomponowana”
W hig nieskonczonoscia, rozwinat on caly program, nazwany pozniej pro-
gramem formalizmu. Najdobitnigj i ngjpetniej sformutowat D. Hilbert zasa-
dy swojego programu w tekscie, ktéry nieprzypadkowo zostat przez niego
zatytutowany O nieskoriczonosci ’.

5 Por.L.Borkowski, Logika formalna, Warszawa 1970, s. 285-309.

5 Por. J. Perzanowski, Intuicjonizm, [w:] Ma/a encyklopedia logiki, Wroctaw 1988, s.
74-T77.

”D.Hilbert, ,Mathematische Annalen” 1926, 95, s. 161-190, ttum. z niemieckiego R.
Murawski, w: Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych, wybdr i oprac. R. Muraw-
ski, Poznan 1986, s. 288-307.

Jest to tekst wyktadu wygtoszonego 4 VI 1925 r., na zebraniu Westfa skiego Towarzystwa
Matematycznego w Miinster Uber das Unendliche, dla uczczenia pamigci K. Weierstrassa.
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Swoj artykut rozpoczyna D. Hilbert od pytania, czym jest nieskonczo-
nos¢. Odpowiada na to pytanie, stwierdzgjac, ze nieskonczonosé nie jest
niczym, co mozna by znalez¢ w rzeczywistosci fizyczng. Nie ma w ota-
czgjacym nas swiecie wielkosci nieskonczonych.

Aby uzasadni¢ to twierdzenie, D. Hilbert odwotuje si¢ do wspoiczesne
mu fizyki. Przyjmowane fizyczne modele materii i energii nie dopuszczaty
ciagtosci, continuum, niepodzielnosci do nieskonczonosci materii czy
energii. Nie mozna bez konca dzieli¢ kawatka metalu, natrafi Sig bowiem
na atomy, czy ich czesci sktadowe, ktére sa nigpodzielne. Maja one bardzo
mate, ale okreslone, skonczone wymiary, wyrazalne za pomoca liczb rze-
czywistych. A zatem — taki wniosek wyciaga D. Hilbert —w przyrodzie nie
wystepuja wiglkosci aktualnie nieskonczenie mate®,

Nie wystepuja tez w przyrodzie, jego zdaniem, wielkosci nieskonczenie
widkie. Wystarczy w tym wypadku zbada¢ ngjwigkszy przedmiot rzeczy-
wistosci fizycznej, to znaczy caty wszechswiat. Kilka lat przed powstaniem
tekstu O nieskoriczonosci D. Hilberta, A. Einstein zbudowat pierwszy ma-
tematyczny model wszechswiata, do jego wnioskdw odwolal sie matema-
tyk z Getyngi. A. Eingtein postuzyt si¢ w swojej kosmologii nieeuklideso-
Wa, riemannowska geometria. W takim wszechswiecie mozna Si¢ poruszaé
po prostych — wielkich kotach — bez natrafienia na jakakolwiek granice.
Nie swiadczy to jednak o tym, ze nieograniczony wszechswiat jest nie-
skonczony. Wszechswiat posiada bowiem bardzo wielki, ale jednak skon-
czony promien. Inacze jeszcze: ten wszechswiat mozna zamkna¢ w sze-
scianie o skonczonych wymiarach. Zatem i liczby galaktyk, gwiazd, planet,
atomdw, i elektronéw czy protonéw we wszechswiecie sa bardzo wielkie,
ae wyrazalne skonczonymi liczbami naturalnymi®.

Whiosek, jaki wyciagnat D. Hilbert, byt nastepujacy: w Swiecie fizycz-
nym nie ma wielkosci nieskonczonych — ani- nieskonczenie wielkich, ani
nieskonczenie matych. A mimo to matematyka ma prawo, zdaniem D. Hil-
berta, postugiwaé si¢ nieskonczonoscia®. Jest bowiem nieskonczonosé
idea w sensie kantowskim?, czyli pojeciem, ktére nie ma zadnych desy-
gnatéw w rzeczywistosci fizycznegj, pojeciem rozumu, ktéremu w $wiecie
fizycznym nic nie odpowiada®.

8 Por. D. Hi |l bert, Uber das Unendliche..., s. 290.

9 Por. tamze, s. 291.

10 D. Hilbert twierdzit wprost, ze teoria mnogosci G. Cantorai nabudowana na nigj arytmetyka
liczb pozaskonczonych jest jednym z najwybitni g szych osiagnie¢ , ducha matematycznego” i ,,in-
telektuludzklego (por. D. HilI'bert, Uber dasUnendliche..., s. 293).

1|, Kant zaliczat doidei pojecia Boga, duszy i wszechéwi aa

2 D. Hilbert pisat: ,,na koniec chcemy jeszcze raz wrécié¢ do naszego wiasciwego tematu i Wy-
ciagna¢ pewne wnioski z calych naszych rozwazan nad nieskonczonoscia. Koncowy wynik jest
nastgpujacy: nieskonczonos¢ nie jest realizowana nigdzie w rzeczywistosci. Nie istnigje ona w
naturze, nie stanowi tez prawomocnosci bazy naszej mysli ragjonalng — godnej uwagi harmonii
pomicdzy bytem i mysla. W przeciwienstwie do wezesniejszych prob Fregego i Dedekinda jeste-
$my przekonani, ze pewne pojecia |ntuu,yjne i pewien wglad (Einsicht) sa niezbednymi warun-
kami' jakiejkolwiek wiedzy naukowej, ze sama logika nie wystarczy. Operowanie nieskonczono-
$cia moze by¢ uprawomocnione tylko przez skonczonosé. Rola, jaka pozostaje do odegrania nie-
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Ale takie postawienie sprawy, czyli utozsamienie pojecia nieskonczono-
$Ci z kantowska idea, nie rozwiazywalo jeszcze zasadniczeg sprawy. Po-
zostawalo pytanie, czy matematyka z , wkomponowang” w nia hieskon-
czonoscia nie ,wygeneruje” nowych antynomii. Czyli w istocie chodzito
0 wykazanie, ze nieskonczonos$é jest, jak przyjmowat I. Kant i za nim
D. Hilbert, pojeciem niesprzecznym. Jek juz wspomniano, tego zadania
podjat S¢ matematyk z Getyngi i w tym celu sformutowat program forma-
lizmu. Jego realizacja miata polegac na:

1) akgomatyzac)i catg) matematyki;

2) formalizacji matematyki, tak aby kazdy jej wyraz, kazde zdanie i kaz-
dy dowdd stanowit ciag znakow;

3) stworzeniu teorii dowodu, czyli metamatematyki, w ktorej za pomo-
ca srodkow matematyki (skonczonosciowsj, finistyczng) bytoby mozliwe
badanie matematyki;

4) wykazaniu za pomoca finistycznych $rodkéw teorii dowodu nie-
Sprzecznosci matematyki z ,wkomponowanym” pojeciem nieskonczono-
scis,

Dowdd niesprzecznosci matematyki miat S¢, zdaniem D. Hilberta,
sprowadza¢ do dowodu niesprzecznosci arytmetyki liczb naturalnych.
Whynikalo to stad, ze cala matematyka dziewigtnastowieczna byta arytme-
tyzowana, to znaczy sprowadzalna do arytmetyki liczb naturanych. D.
Hilbert podat nawet szkic dowodu niesprzecznosci arytmetyki. Miat on
wyglada¢ nastepujaco: jesliby w arytmetyce liczb naturanych wystapita
dowolna sprzecznosé p 1 ~p, to z tegj sprzecznosci mozna by wywies¢ kaz-
de zdanie — rowniez fatszywe zdanie 1#1. Jesliby zatem udato si¢ udo-
wodni¢, ze w arytmetyce nie mozna dowies¢ zdania 1=1, to wynikatoby
Sqd, ze W arytmetyce liczb naturalnych nie moze wystapi¢ zadna sprzecz-
no$¢. Zatem dowdd niesprzecznosci arytmetyki liczb naturalnych, a wiec i

calg matematyki klasycznegj (z ,wkomponowang” nieskonczonoscia)
sprowadzathy si¢ do dowodu, ze w tej teorii nie mozna dowies¢ formuty
1x1. Dowdd tej ostatnig wiasnosci miat by¢ przeprowadzony w teorii
dowodu (metamatematyce) 4.

Jednak nadzigie D. Hilberta na przeprowadzenie dowodu niesprzeczno-
sci matematyki infinistycznej za pomoca metod finistycznych zostaly pod-

skonczonosci, jest jedynie rola idei — jezeli, zgodnie ze stowami Kanta, pod idea rozumie¢ poje-
de rozumu (Vernunftbegriff), ktore przekracza (Ubersteigt) wszelkie doswiadczenie i za pomoca
ktérego to, co konkretne, zastaje dopetnione w sensie ogdlnosci (im Snne der Totalitat) — idei,

ktorej mozemy bez obaw zaufa¢ w ramach, ktdre ustanowita naszkicowana tu przeze mnie teo-
ria’. D. Hil bert, Uber das Unendliche..., ttum. z niemieckiego R. Murawski, s. 307.

13 Drugim istotnym powodem, dla ktorego sformutowany zostat program formdizmu i Zapro-
gramowana zostata metamatematyka, byto przeprowadzenie dowodu zupetnosci matematyki. | tu-
taj najpowazniejszy problem — zdaniem D. Hilberta — stanowito zagadnienie z zakresu teorii
Zbiorow nieskonczonych, mianowicie tzw. problem continuum Matematyk z Getyngi byt przeko-
nany, ze uda sig¢ udowodni¢ w aks;omatycetradyql Zermelowskiej hipoteze continuum, sformu-
towana po raz pierwszy przez G. Cantora (por. D. Hi | ber t, Uber das Unendliche..., s. 305—
307

14 por. D.Hil bert, Uber dasUnendliche..., s. 305.



