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1. Uwagi wstępne

Od daw na już istnieje kontrow ersja na tem at relacji zacho
dzących między logiką a m atem atyką. Gdy idzie o zakresowe 
ujm ow anie problem u, to w tym  sporze można wyróżnić, bio
rąc rzecz historycznie, trzy  stanowiska. Pierw sze głosi, że lo
gika i m atem atyka są różnym i naukam i, jednak posiadają one 
część wspólną niepustą, tzn. istn ieją  takie elem enty, k tóre na
leży jednocześnie zaliczyć i do logiki i do m atem atyki. Drugie 
uważa, że m atem atyka jest częścią logiki, trzecie natom iast 
tw ierdzi przeciwnie, że logika jest fragm entem  m atem atyki. 
Opisana rozbieżność stanow isk zwiększa się jeszcze gdy 
uwzględnim y pogląd, k tó ry  utożsam ia logikę i m atem atykę, 
uważając je za jedną i tę  samą naukę h

1 Zw olennikiem  tego rodzaju poglądu jest np. B. Russell. Zob. jego 
Wstęp do filozofii m atem atyki, W arszaw a 1958 oraz argum entację, m a
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Jednakże pomimo istnienia wspom nianej przed chwilą kon
trow ersji odnoszącej się do związku, jak i ma miejsce między 
logiką a m atem atyką, podchodząc do tej problem atyki od stro
ny faktycznej, należy stwierdzić, że odróżnia się i logikę i m a
tem atykę jako nauki różne (przynajm niej w znaczeniu p rak 
tyki naukowej), nie przesądzając wcale o tym  co wchodzi 
w skład ich części wspólnej. Z tego względu nie będzie pozba
wione sensu wyróżnianie wśród nauk form alnych logiki oraz 
m atem atyki. Taką przecież term inologię stosuje się powszech
nie. Wolno więc skorzystać z istniejącego zwyczaju językow e
go, nie opowiadając się tym  samym za jednym  z wym ienionych 
stanowisk, nie wchodząc więc w rozważania dotyczące „isto ty” 
logiki i m atem atyki. Nie jest bowiem to potrzebne dla celów, 
k tóre przyśw iecają tej pracy.

Pierw sza część artyku łu  2 sygnalizowała istotę problem atyki 
związanej z pojęciem  dwoistości w  logice. Obecna, część d ru 
ga, zarysuje podstawowe elem enty zagadnienia dwoistości 
w m atem atyce. Zwrócona będzie tu  uwaga głównie na algebrę 
abstrakcyjną, na geom etrię rzutow ą oraz na analizę funkcjo
nalną. Zostały w ybrane te działy m atem atyki ze względu na 
ich dość znaczną różnorodność oraz 'z  racji na ich prostotę z lo
gicznego punktu  widzenia.

2. Dwoistość w algebrze abstrakcyjnej

W algebrze można odróżnić jej działy klasyczne oraz nowo
czesne. W śród nowoczesnych działów algebry rozwija się obec
nie bardzo tzw. algebra abstrakcy jna .3 Badane są w niej twory

jącą przem aw iać za słusznością głoszonej przez niego tezy, zaw artą  na 
stronach 284—285.

2 Z problem atyki dwoistości w  naukach form alnych, I, Studia Phil..
Christ., 5 (1969), Nr 2, 125—139.

. 5 Por. np. A. G. Kurosz, M ultioperatornyje kolca i algebry, Uspiechi
m atem aticzeskich nauk, 24 (1969), wyp. 1, 3—15 oraz P. M. Cohn, Uni- 
w ersalnaja  algebra, M oskwa 1968.
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zwane algebram i. Łącznie z nimi w ystępuje tam  także pojęcie 
kategorii. Ono w ydaje się być fundam entalne dla współcze
snej m atem atyki. Toteż przypom nim y je tu ta j i na  jego tle 
przedstaw im y problem atykę dwoistości. Przedtem  jednak po
święcimy kilka chwil uwagi spraw ie terminologicznej odno
szącej się do rozum ienia zwrotów: „zbiór” oraz „klasa”.

2.1. K lasy i zbiory

Przed stu  laty  zaczęły się ukazywać prace G. Cantora, k tóre 
zapoczątkowały nowy dział m atem atyki, teorię mnogości. W y
stępujące tam  pojęcie zbioru było ujm ow ane początkowo w spo
sób intuicyjny. Doprowadziło to jednak do antynom ii. Toteż 
pow stały wysiłki badaczy, aby ściśle sprecyzować pojęcie 
zbioru tak, by pojaw ianie się antynom ii stało się niemożliwe. 
Jedną z dróg, k tó re  prow adziły do tego celu, stało się zaksjo- 
m atyzowanie teorii mnogości. Pierw szą aksjom atykę wspom
nianej teorii podał E. Zermelo na początku obecnego stulecia. 
Współcześnie jesteśm y świadkam i istnienia w ielu różnych sy
stemów aksjom atycznych teorii mnogości. Do tej pory nie moż
na powiedzieć, by spraw a znalezienia najdoskonalszej postaci 
dla aksjom atyki teorii mnogości była już zakończona. W śród 
w spom nianych wielu różnych układów  aksjomatów, z in tere
sującego nas punktu  widzenia, należy wyróżnić dwie podsta
wowe grupy. Do jednej zaliczyć w ypada aksjom atykę typu 
Zerm elo-Fraenkla, do drugiej zaś — aksjom atykę typu  Goedla- 
-Bernaysa. Pierw sza ze wspom nianych aksjom atyk posługuje 
się jako pojęciami pierw otnym i pojęciem  „zbioru” i pojęciem 
„przynależności elem entu do zbioru”. W aksjom atykach d ru 
giego rodzaju w m iejsce pojęcia „zbioru” używa się szerszego 
pojęcia „klasy”. Jeśli więc przyjm iem y drugi schem at aksjo
m atyki teorii mnogości, to w ram ach jednolitej teorii należy 
odróżniać zbiory od klas.

W yrażając się poglądowo powiemy, że „klasa” jest to dowol
ny zespół jakichkolw iek przedmiotów. Przedm ioty, k tóre 
wchodzą w skład danej klasy zwiemy jej elem entami. „Zbio
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rem ” natom iast nazywać będziemy taką klasę, k tó ra  jest ele
m entem  jakiejś innej klasy. A zatem, jeżeli A jest klasą, to 
powiemy, że jest ona zbiorem w tedy i tylko, gdy istnieje taka 
klasa B, że klasa A jest jej elem entem. Przeto, zgodnie z przy
ję tą  term inologią, każdy zbiór jest klasą, nie każda natom iast 
klasa jest zbiorem. Np. klasa wszystkich zbiorów nie jest zbio
rem. W ynika to z rozumowania, k tóre prowadzi do antynom ii 
R usse lla4. W ychodząc z pojęcia klasy  można określić pewne 
nowe pojęcia i operacje na klasach. Np. pojęcie k lasy pustej, 
pojęcie klasy  pełnej, operację sum ow ania klas, operację brania 
przecięcia klas itp. W oparciu o przy jęte  aksjom aty można np. 
wykazać, że klasa pełna nie jest zbiorem.

Na podstaw ie powiedzianego wyżej odróżniać więc będziemy 
k lasy  od zbiorów. Jest to wygodne i właściwe dla uw ypukle
nia pew nych typów  kategorii. W litera tu rze  m atem atycznej, 
gdzie ważne są rozw ażania charak teru  logicznego oraz s tru k tu 
ry  logicznej w ystępujących pojęć i konstrukcji, tego rodzaju 
term inologia jest stosowana coraz powszechniej. Nie jest to 
kw estia jedynie wygody term inologicznej. Bez żadnej prze
sady można powiedziep, że rozw ijające się badania w  zakresie 
algebry abstrakcyjnej, szczególnie pojaw ienie się teorii k a te 
gorii, zmusiło niejako badaczy do odróżniania klas (jako poję
cia szerszego) od zbiorów .5

2.2. Definicja kategorii

K ategoria jest to pewien tw ór złożony z „obiektów” oraz 
„m orfizm ów”, k tó re  mogą być „mnożone”. Zatem  kategoria 
składa się z dwojakiego rodzaju przedmiotów. Jedne są zwane 
obiektami, drugie — m orf izmami. Nadto w kategorii m a m iej
sce pewnego rodzaju operacja zachodząca między ostatnim i w y

4 Zob. np. P. M. Cohn, U niw ersalnaja algebra, M oskwa 1968, 15.
5 Zob. np. S. Mac Lane, Gomołogija, M oskwa 1966, 40—41 a także 

G. Choquet, Analiza i Bourbaki, W iadomości M atem atyczne  7 (1963—· 
1964), 107—108.
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m ienionym i przedm iotam i, k tó ra  jest krótko nazyw ana mno
żeniem· Działanie to ma spełniać pewne proste w arunki, k tóre 
zwiemy aksjom atam i teorii kategorii.

Po tym  intuicyjnym  w yjaśnieniu pojęcia kategorii, przejdźm y 
obecnie do ścisłej definicji.

Powiem y więc, że klasa obiektów А, В C, . .  . , łącznie z
(1) rodziną param i rozłącznych zbiorów Horn (A, B), przy 

czym każdej parze obiektów А, В odpowiada dokładnie jeden 
zbiór Н о т  (A, B),

(2) funkcją określoną dla każdych ttzech  obiektów А, В, C, 
k tó ra  elem entom  a ε Horn (A, B) oraz b ε Н о т  (В, C) przypo
rządkow uje elem ent ba ε Н о т  (A, C),

(3) funkcją przyporządkow ującą każdem u obiektowi A ele
m ent 1a £ Hom (A, A),
jest kategorią, jeżeli spełnione są następujące dwa aksjom aty:

(Ai) Aksjom at jedności: jeśli a ε Horn (A, В), to а1д =  а =
=  1ва,

(Аг) Aksjom at łączności: jeżeli a ε Н о т  (А, В) oraz b ε Н о т  
(В, С) i с ε Н о т  (С, D), to с (ba} =  (cb)a.

Klasę złożoną z obiektów А, В, С, . . .  oznaczamy zwykle 
literą  К, zaś elem enty a, b, с, . . .  zwiemy morfizmami. Mamy 
więc do czynienia z kategorią K, złożoną z obiektów A, B, 
C, . . . oraz morfizmów a, b, c, . . . . Jeżeli klasa obiektów ka te 
gorii К  jest zbiorem to  kategorię tę zwiemy m ałą 6.

W prowadźmy jeszcze pewne proste pojęcia oraz niektóre 
term iny przydatne w  dalszej części tej pracy.

Jeżeli m am y daną kategorię K, to klasę wszystkich jej 
obiektów oznaczamy przez ObK, zaś klasę wszystkich jej 
morfizmów — przez HomK. Jeżeli a ε Н о т  (А, В), to będziemy 
pisać także a: A—>B i mówić będziemy, że m orf izm a jest skie
row any od A do B. W tym  przypadku zwać będziemy również 
obiekt A dziedziną, zaś obiekt В — przeciwdziedziną m or- 
fizmu a.

G Por. S. Lang, A lgebra, M oskwa 1968, 39—44, S. M a c  L a n e ,  Gomo- 
logija, Moskwa 1966, 40—41, P. M. Cohn, U niw ersalna]a algebra, Mo
skwa 1968, 49—51.

4 — Studia Phil. Christianae 6/1970/2
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Morfizm к nazyw am y jednością kategorii K, jeżeli ka =  a, 
zawsze gdy tylko iloczyn ka jest określony, oraz jeżeli bk =  b, 
zawsze gdy tylko iloczyn bk jest określony. Jest zrozumiałe, 
że m orfizm  1A jest jednością kategorii K. Ale i odwrotnie. 
Jeżeli к jest jednością kategorii K, to wówczas k: A->A dla 
pewnego obiektu A kategorii K. Przeto к =  k lA =  l A.~To ozna
cza, że każda jedność kategorii К  pociąga postać 1A dla pew 
nego jednoznacznie określonego obiektu A, Innym i słowy ma 
miejsce odpowiedniość wzajem nie jednoznaczna między obiek
tam i kategorii К  a klasą jej m orf izmów, będących jednościami. 
Konsekwentnie więc kategoria К  jest określona całkowicie 
przez klasę wszystkich swoich morfizmów.

Klasę L nazyw am y podkategorią kategorii K, jeżeli L skła
da się z takich podklas klas ObK oraz HomK (oznaczonych 
przez ObL oraz HomL), że spełnione są następujące w arunki:

(Li) Jeżeli A ε ObL, to 1A ε HomL.
(L2) Jeżeli a, b ε HomL oraz iloczyn ab jest określony w ka

tegorii K, to ab ε HomL.
. (L3) Jeżeli a ε HomL oraz a: A->B, to А, В ε ObL.

Słowami można to wyrazić mniej więcej następująco: Wa
runek (Lj) mówi, że klasy ObL oraz HomL są w ybrane .,do
brze”. Znaczy to, iż przynależności elem entu A do podklasy 
ObK odpowiada przynależność elem entu 1A do podklasy HomK 
i odwrotnie. W arunek (L2) mówi, iż działanie mnożenia na 
m orfizm ach wziętych z HomL nie wyprowadza poza tę klasę. 
K lasa HomL jest więc, jak to się mówi, zam knięta ze względu 
na operację mnożenia morfizmów. W arunek ostatni orzeka, 
że m orfizm  wzięty z klasy HomL działa na elem entach, k tóre 
należą do ObL.

Niech dane będą dwie kategorie К  oraz K ’. Odwzorowanie 
wzajem nie jednoznaczne a—>a, między klasam i HomK oraz 
Hom K’ nazywać będziemy izomorfizmem kategorii К  na ka
tegorię K ’, jeżeli iloczyn ab jest określony w tedy i tylko, gdy 
jest określony iloczyn a ’b ’ przy czym m a być spełniony w aru
nek: (ab)’ =  a ’b ’.

Odwzorowanie wzajem ne jednoznaczne a ^ -a ’ między klasam i
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HomK, oraz Hom K’ nazywać będziemy antyizomorfizmem , je 
żeli iloczyn ab jest określony w tedy i tylko, gdy jest okre
ślony iloczyn b ’a ’, przy  czym spełniony jest w arunek (ab)’ =  
=  b ’a \  7

2.3. P rzykłady kategorii

Podam y obecnie, dla ilustracji, k ilka prostych przykładów 
kategorii.

1) K ategoria zbiorô'w. Obiektam i są t uwszystkie zbiory, na
tom iast m orf izmami — wszystkie przekształcenia jednego 
zbioru w drugi. „M nożenie” morfizmów rozumie się tu  jako 
branie superpozycji przekształceń. Jednością jest odwzoro
wanie tożsamościowe. Łatwo sprawdzić, że wszystkie w arunki 
wym agane dla kategorii zostaną w ten sposób spełnione. Aksjo
m aty  kategorii, przy  tak  rozum ianych operacjach, stają  się 
zdaniam i prawdziwym i. Przeto m am y do czynienia z kategorią.

2) K ategoria grup. W tym  przypadku obiektam i są w szyst
kie grupy, zarówno abelowe, jak  i nieabelowe. Natom iast m or- 
fizm am i są wszystkie hom omorfizmy jednej grupy w drugą. 
Podobnie, jak w poprzednim  przykładzie, łatw o jest sprawdzić, 
że przy tak wziętej klasie obiektów oraz morfizmów mieć bę
dziemy do czynienia z kategorią.

3) Kategoria przestrzeni topologicznych. Za obiekty uw a
żamy wszystkie przestrzenie topologiczne. M orfizmami zaś są 
wszystkie przekształcenia ciągłe jednej przestrzeni w drugą. 
Ponieważ superpozycja dwóch funkcji ciągłych jest funkcją 
ciągłą, przeto widzimy, że wym ienione obiekty oraz m orfizm y 
spełniają w arunki wym agane dla kategorii. Jednością kategorii 
jest oczywiście przekształcenie tożsamościowe dowolnego 
obiektu (tj. dowolnej przestrzeni topologicznej) na siebie.

4) K ategoria grup  przem iennych. Obiektam i są tu  w szyst

7 Por. np. P. M. Coftn, op, cit., 50—51 a także S. M a c  L a n e ,  op. 
cit., 44.
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kie grupy abelowe. M orfizmami zaś — hom omorfizmy grup 
abelowych w siebie.

5) K ategoria zbiorów uporządkowanych. Tutaj obiektami 
są zbiory uporządkowane, m orfizm am i zaś — hom omorfizmy 
monofoniczne. Przypom inam y tu, że jeżeli m am y dane dwa 
zbiory uporządkow ane A oraz B, to przekształcenie f: A —у В 
nazyw a się homomorfizmem monofonicznym w tedy i tylko, 
gdy zachowuje ono relację porządku, tzn. jeśli elem ent x po
przedza elem ent у  w; zbiorzeA, to wówczas obraz elem entu x 
przy przekształceniu f poprzedza obraz elem entu у przy prze
kształceniu f.

Obecnie przejdziem y do omówienia zagadnienia dwoistości 
w teorii kategorii.

2.4. Dwoistość w teorii kategorii

Niech dana będzie jakaś kategoria K. Rozważmy dowolną 
tezę T kategorii K. Przypuśćm y, że w  tezie T dokonamy na
stępujących przekształceń. Iloczyn ab zam ieniam y na ilocżyn 
ba zam ieniając jednocześnie dziedzinę i przeciwdziedzinę da
nych morfizmów oraz kierunek m orfizm u na przeciwny. Tak 
postępujem y ze wszystkim i morfizmami. Wówczas tak  o trzy
m aną tezę T& nazyw am y tezą dwoistą względem tezy T.

Bez tru d u  można spostrzec, że w yrażenie dwoiste do aksjo
m atu  teorii kategorii przechodzi znowu w aksjom at kategorii. 
W ynika stąd, że można mówić o dwoistości dowodu w teorii 
kategorii. Przeto rozumowanie dwoiste do danego stanow i za
razem  dowód dla tezy dwoistej do danej. Chodzi tu, oczywi
ście, o rozum owania oparte wyłącznie na aksjom atach kate
gorii. W przeciw nym  przypadku nie zawsze w yrażenie dwoiste 
do tezy musi być tezą, co jest zrozumiałe.

Jeżeli m am y daną kategorię K, to można zbudować kate
gorię dwoistą względem danej. Postępuje się tu  następująco:

K ategorię dwoistą do danej kategorii К  oznaczać będziemy 
przez K&. Za obiekty kategorii K& uważać będziemy pewne
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obiekty A& znajdujące się w odpowiedniości wzajem nie jedno
znacznej z obiektami A kategorii K. N otujem y to tak: 

— >A, Za m orfizm y kategorii K& weźmiemy klasę ele
m entów a& znajdujących się w odpowiedniości wzajem nie jed 
noznacznej z m orfizm am i a kategorii K. Zapisujem y to: 
a&«s— >a. Zakładam y ponadto, że w arunek a&: A&—Æ& zacho
dzi w tedy i tylko wtedy, gdy zachodzi w arunek a: B->A, oraz 
iloczyn a& b& jest określony w tedy i tylko w tedy gdy określo
ny jest iloczyn ba, przy czym m a miejsce rówpież a&b& =  
=  (ba)&. Wówczas K& jest, jak  łatw o sprawdzić, kategorią. 
Nazywam y ją  kategorią dwoistą względem kategorii K.

Rozważmy teraz kategorię Κ. I weźmy pod uwagę jakąś jej 
tfezę. T. Niech T& oznacza tezę dwoistą do danej kategorii K. 
Wówczas tezą dwoistą do tezy T& w kategorii K& będzie, co 
jest widoczne, teza T.

W ten  sposób mówić możemy w teorii kategorii o operacjach 
dwoistych, o tw ierdzeniach dwoistych oraz o kategoriach dwo
istych. Dwoistość m a więc miejsce w zakresie samej kategorii 
oraz między nimi. Można by więc, konsekwentnie, rozważać 
klasy w yrażeń i operacji dwoistych w ew nątrz pewnej ustalo
nej kategorii, jak również rozważać klasę wszystkich kategorii 
względem siebie dwoistych.

Zauważmy jeszcze, że posługując się pojęciem antyizom or- 
fizmu, należy powiedzieć, że m a on miejsce między katego
riam i К  oraz K&. Zatem  kategoria K& jest antyizom orficzna 
z kategorią K. Ogólnie zachodzi związek następujący: Katego
ria  K ’ jest antyizom orficzna z kategorią К  w tedy i tylko w te
dy, gdy kategoria K ’ jest izoformiczna z dwoistą kategorią 
K & 8.

Ta ostatnia uwaga pozwala krótko określić kategorię dwo
istą względem danej kategorii K. W ystarczy mianowicie po
wiedzieć, że K& składa się z morfizmów kategorii К  z tym  
tylko, iż mnożenie ich jest określone wzorem: a&b =  ba w tedy 
i tylko gdy jest określona strona praw a powyższej równości.

8 Por. np. S. Mac Lane, op. cit., 43—44 oraz P. M. Cohn, op. cit., 52.
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О klasie obiektów można tu  nie wspominać, gdyż, jak to było 
zaznaczone wyżej (§ 2 .2 .), kategoria jest określona przez klasę 
wszystkich swoich morfizmów.

Można, oczywiście, mówić także o kategoriach dwoistych 
względem siebie samych. K ategorię К  nazywać będziemy dwo
istą względem siebie samej jeżeli jest ona izomorficzna z ka
tegorią dwoistą względem niej. N otujem y to: К  =  K&. Jako 
przykład kategorii dwoistej względem siebie samej można w y
mienić kategorię wszystkich zbiorów omówioną wyżej w po
przednim  paragrafie.

3. Dwoistość w geom etrii rzutow ej

Przestrzeń euklidesowa n-w ym iarow a jest to zbiór punktów, 
będących- układam i uporządkow anym i n liczb rzeczywistych 
(xi, . . . , xn), przy czym odległość m iędzy dwoma takim i punk
tam i jest określona znanym  wzorem  jak  pierw iastek kw adra
towy z sum y kw adratów  różnic współrzędnych. Natom iast 
punktem  przestrzeni rzutow ej n-w ym iarow ej jest układ upo
rządkow any złożony z n +  1 liczb rzeczywistych (x0, x b . . . , x n) 
jednocześnie nie będących zerami. Nadto utożsam ia się ze sobą 
układy proporcjonalne. P unk t posiadający zerową współrzędną 
równą liczbie zero nazyw a się punktem  niewłaściwym  prze
strzeni rzutowej. Jak  wiadomo może on być utożsam iony 
z k ierunkiem  pewnej prostej. Jeżeli do zwykłej prostej eukli- 
desowej dołączymy odpowiadający jej punk t niewłaściwy 
(punkt w nieskończoności), to otrzym am y tzw. prostą rzutową. 
Jeżeli w opisany sposób uzupełnim y przestrzeń euklidesową 
n-w ym iarow ą punktam i niewłaściwymi, to otrzym am y prze
strzeń rzutow ą n-wym iarową. Oznaczać ją  będziemy P n. 
W szczególności przez P 2 oznaczamy płaszczyznę rzutową; 
a zatem  jest to przestrzeń dw uw ym iarow a pow stała z płasz
czyzny euklideso\vej przez dołączenie do niej punktów  nie
właściwych, czyli punktów  w nieskończoności. Mówiąc obra
zowo płaszczyzna rzutow a składa się z płaszczyzny euklide



[Π ] Z PROBLEMATYKI DWOISTOŚCI 55

sowej, do której dodano jeszcze jedną prostą w  nieskończo
ności, tzw. prostą niewłaściwą.

Zgodnie z tzw. program em  z Erlangen F. K leina (1872) przez 
geometrię danej przestrzeni rozum iem y teorię niezm ienników 
pewnej grupy przekształceń. Jest zrozumiałe, że im obszer
niejsza jest k lasą  przekształceń, tym  węższa jest klasa ich 
niezmienników. I otóż przez geom etrię przestrzeni P n rozu
miemy teorię niezm ienników odwzorowań rzutowych. Zwiemy 
ją  krótko geom etrią rzutową. W szczególności możemy mówić
0 geom etrii płaszczyzny rzutowej P 2.

Rozważmy form ę liniową postaci: a0x 0 +  a ^ i  +  . . . +  a nx n =  
=  O. Tutaj a0, ai, . . . , an są ustalonym i liczbami, zaś x0 xj . . . , 
x n to współrzędne zmiennego punktu  w przestrzeni P n. Pam ię
tam y, że zawsze m am y tu  do czynienia z równością w sensie 
proporcjonalności, tj. utożsam iam y układy liczb do siebie pro
porcjonalnych. Układ liczb a0, ab . . . , a n można interpretow ać 
dwojako, mianowicie bądź jako zw ykły punkt w przestrzeni P n, 
bądź jako pewną hiperpłaszczyznę n -1 w ym iarow ą przestrzeni 
rzutowej P n. Opisany przed chwilą punk t oraz odpowiadającą 
m u hiperpłaszczyznę nazywam y tw oram i dwoistym i przestrzeni 
rzutowej n-w ym iarow ej P„. Jeżeli w podanym  wyżej rów naniu 
liniowym  ustalim y współczynniki oznaczane literą  a ze wskaź
nikam i, to powyższa form a liniowa oznacza te punk ty  prze
strzeni P n, k tóre leżą na pewnej hiperpłaszczyźnie. Jeżeli na
tom iast w powyższej formie ustalim y elem enty oznaczane 
literą x ze wskaźnikam i, to rów nanie rozważane przedstaw ia 
zbiór wszystkich hiperpłaszczyzn przestrzeni rzutow ej, prze
chodzących przez dany punkt (x0, x b . .  . , x n) przestrzeni rzu
towej. W ten  sposób otrzym ujem y dwie in terpretacje  jednego
1 tego samego związku analitycznego. Mówiąc prościej, jeden 
i ten sam  wzór liniowy można in terpretow ać bądź jako pewną 
hiperpłaszczyznę, bądź jako pewien punk t przestrzeni P n. 
Tw ory te zwiemy dwoistym i względem siebie. Zarazem  do 
w yrażenia „punkt leżący na hiperpłaszczyźnie” dwoistym  w y
rażeniem  okazuje się być w yrażenie „hiperpłaszczyzna prze
chodzi przez dany p u nk t”.
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Niech teraz T oznacza jakieś tw ierdzenie geom etrii rzuto
wej sform ułow ane w postaci wzoru algebraicznego. Tw ierdze
niu tem u można nadać dwie różne in terpretacje  posługując się 
sposobem opisanym  przed chwilą. A zatem  słownik przekładu 
jest tu  następujący. W yrażeniu „punkt przestrzeni rzutowej 
n-w ym iarow ej” odpowiada w yrażenie „hiperpłaszczyzna (n-1)- 
-w ym iarow a przestrzeni rzutowej n-w ym iarow ej” zaś w yra
żeniu „punkt leży na hiperpłaszczyźnie” — w yrażenie „hiper
płaszczyzna przechodzi przez p u n k t”. Na tym  właśnie polega 
istota dwoistości w przestrzeni P n. Oczywiście, gdyby w tw ier
dzeniu T występow ały jeszcze inne pojęcia geometryczne 
oprócz tworów wym ienionych wyżej, to przed dokonaniem 
przekładu należałoby w pierw  znaleźć ich odpowiedniki dwo
iste. 9.

Zasadą dwoistości odnośnie do geom etrii rzutowej nazywam y 
tezę orzekającą, że prawdziwość dowolnego tw ierdzenia geo
m etrii przestrzeni P n im plikuje prawdziwość tw ierdzenia wzglę
dem niego dwoistego. W tym  sform ułow aniu w yraźnie wi
dzim y m etateoretyczny charak ter zasady dwoistości. Zasada 
dwoistości jest tezą o geom etrii rzutowej.

Obecnie przejdziem y do przedstaw ienia na przykładzie dwu 
tw ierdzeń z geom etrii płaszczyzny rzutowej istoty dwoistości. 
P rzykłady te pozwolą dobrze zilustrować myśl zasady dwoisto
ści i jej sens. Podane bowiem wyżej rozważania dla przestrzeni 
n-wym iarowej mogą nie być zbyt intuicyjne. Toteż przy jrze
nie się ich realizacjom  w przypadku dw uw ym iarow ym  winno 
pomóc w ybitnie i naszej wyobraźni przestrzennej.

Zauważm y tylko przedtem , że w przypadku przestrzeni P n, 
można mówić i o tw orach dwoistych i o operacjach dwoistych 
i o tw ierdzeniach dwoistych.

9 Por. np. K. Borsuk, G eom etria analityczna w ielowym iarow a, W ar
szawa 19642, 281—284.
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3.1. Twierdzenie Pascala

Niech S będzie okręgiem koła. Niech f oznacza dowolne 
przekształcenie rzutow e przestrzeni P n na siebie. Wówczas 
f(S) nazywam y stożkową zupełną. Jest to więc obraz rzutow y 
okręgu koła.

Oznaczmy stożkową zupełną f(S) krótko przez K.
Weźmy teraz na stożkowej zupełnej К  sześć różnych punk

tów ai, a2, аз, a4, as, aß. P unk ty  te nazywać będziemy w ierz
chołkami sześciokąta wpisanego w stożkową K. Przez L; 
oznaczamy prostą łączącą a; z wierzchołkiem  a ;-f-1 (jeżeli i =  6 , 
to przy jm ujem y i +  1 =  1). P roste te nazyw am y bokami sze
ściokąta. Boki: L>i i L4 oraz L2 i L 5 a także L 3 i Lß zwiemy 
bokami przeciw ległym i danego sześciokąta.

Zachodzi następujące tw ierdzenie Pascala:
Trzy punkty  przecięcia par boków przeciw ległych sześcio

kąta  wpisanego w stożkową leżą na jednej prostej (tzw. pro
stej P asca la )10.

Twierdzeniu tem u można przyporządkować tw ierdzenie 
dwoiste, zwane twierdzeniem  Brianchona. Z zasady dwoistości 
wynika, że m usi ono być prawdziwe, o ile tylko prawdziwe· 
jest tw ierdzenie Pascala. I odwrotnie. Jeśli udowodnimy 
tw ierdzenie Brianchona, to tym  samym  mieć będziem y dowód 
tw ierdzenia Pascala. Dwa te  tw ierdzenia są bowiem w zajem 
nie do siebie-dwoiste. W idzimy więc, że zasada dwoistości, s ta 
nowiąca sam a w sobie in teresującą tezę, może służyć do uprasz
czania budowy teorii, pozwalając na ekonomię wysiłku.

Przechodzim y obecnie do sform ułow ania tw ierdzenia dwo
istego względem tw ierdzenia Pascala.

3.2. Twierdzenie Brianchona

Jak  pam iętam y w tw ierdzeniu Pascala była mowa o sześcio- 
kącie wpisanym  w stożkową zupełną oraz o przecinaniu się

10 Zob. K. Borsuk, op.. cit., 289.
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par boków przeciw ległych w punktach, k tóre leżą na jednej 
prostej.

W celu otrzym ania tw ierdzenia dwoistego należy dokonać 
odpowiedniego przekładu, zastępując dane tw ory, operacje, 
w yrażenia przez ich dwoiste odpowiedniki.

Zam iast sześciokąta wpisanego w stożkową bierzem y sześcio- 
ką t opisany na stożkowej. Niech teraz Li, L2, L 3, L4, Lg, Lg 
będą stycznym i do danej stożkowej zupełnej K. Pam iętam y, że 
przez styczną do danej stożkowej К  rozum iem y taką prostą, 
leżącą w płaszczyźnie rzutow ej P 2, k tó ra  posiada za stożkową 
dokładnie jeden punkt wspólny, zwany punktem  styczności. 
Przez b; oznaczamy punkt przecięcia boku Li z bokiem L; -f j. 
Punk ty  bi, b2, Ьз, b4, Ьэ, bg nazyw am y wierzchołkam i sześcic- 
kąta  opisanego na danej stożkowej K. W ten  sposób otrzym u
jem y trzy  proste wyznaczone przez przeciwległe wierzchołki, 
tj. przez wierzchołki bi i b4, b2 i bg, Ьз i bg. Oznaczamy te pro
ste Bi, B2, B3. Zgodnie z zasadą dwoistości proste Βχ, B2, B3 
przecinają się w jednym  punkcie. I to jest właśnie treść tw ier
dzenia Brianchona. Twierdzenie to można słowami wypowie
dzieć następujący:

Trzy proste, łączące pary  przeciw ległych wierzchołków sze- 
ścioboku opisanego na stożkowej, przecinają się w jednym  
punkcie 11.

Nie jest rzeczą tru d n ą  sprawdzić, że dokonany przekład jest 
przekładem  dwoistym. K orzystano tu  z faktów mówiących,, że 
tw orem  dwoistym  do danej stożkowej zupełnej jest zbiór 
stycznych do pewnej innej stożkowej, że wierzchołkom  sześcio
kąta  wpisanego w stożkową odpowiadają «styczne stanowiące 
sześciobok opisany na stożkowej (innej), że parom  boków prze
ciwległych odpowiadają pary  wierzchołków przeciwległych, 
że trzem  punktom  leżącym na jednej prostej odpowiada prze
cinanie się trzech prostych w jednym  punkcie 12.

11 Tamże, 293.
12 Por. np. K. Borsuk, op. cit., 292—293.
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4. Dwoistość w analizie funkcjonalnej

Pojęcie przestrzeni liniowej (zwanej także przestrzenią w ek
torow ą)' jest podstawowe dla analizy funkcjonalnej. Z tego 
względu przypom nim y je tu ta j najpierw .

Niech С będzie ciałem liczb rzeczywistych bądź zespolonych. 
Zbiór n iepusty E nazyw am y przestrzenią liniową, jeżeli w zbio
rze tym  są określone dwa działania, mianowicie dodawanie 
elem entów zbioru E oraz mnożenie ich przez liczby z ciała C, 
p rzy  czym działania te nie w yprow adzają poza zbiór E i speł
nione są następujące proste warunki:

!

Xl +  X2 =  X2 '+  X i, (xi h  Хг) +  Хз ='X l +  (X2 +  Хз)> 
x +  Xi =  x +  x 2 pociąga za sobą χχ =  x2, 

a (xi +  x2) =  ax i +  ax2, (ai +  a2) x  =  a ix  +  a2x,
(aia2)x =  ai(a2x), lx  =  x.

We wzorach powyższych a, aj, a2 oznaczają elem enty ciała C, 
zaś x, x b x 2 — elem enty zbioru E. W yrażenie ax nazywamy 
iloczynem liczby a przez elem ent x. Z założenia ax jest ele
m entem  zbioru E.

Jeżeli С jest ciałem liczb rzeczywistych, to  przestrzeń linio
w ą E zwiemy przestrzenią liniową rzeczywistą. Jeżeli nato
m iast С jest ciałem liczb zespolonych, to przestrzeń E zwiemy 
przestrzenią liniową zespoloną.

Nietrudno jest zauważyć, że powyższą definicję można sfor
mułować następująco:

Przestrzenią liniową (rzeczywistą względnie zespoloną) na
zywam y zbiór E, w k tórym  są określone' dwa działania: do
dawanie elem entów zbioru E oraz mnożenie tych elem entów 
przez liczby (rzeczywiste względnie zespolone), przy czym 
spełnione w inny być następujące warunki:

1° zbiór E jest grupą abelową ze względu na działanie do
dawania,

2° działanie m nożenia nie wyprow adza poza zbiór E,
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3° iloczyn jedności przez dowolny elem ent zbioru E jest 
rów ny tem u elementowi,

4° działanie mnożenia elem entów przez liczby jest łączne, 
przem ienne i rozdzielne (ze względu na liczby i elem enty 
zbioru E) w stosunku' do działania dodawania.

Jako prosty  przykład przestrzeni liniowej można podać 
zbiór wszystkich funkcji określonych na dowolnym zbiorze 
a przyjm ujących wartości liczbowe. Dodawanie funkcji i mno
żenie ich przez liczbę określa się w zwykły sposób jak dla 
funkcji o w artościach liczbowych zmiennej liczbowej.

Innym i przykładam i przestrzeni liniowych mogą służyć: 
zbiór liczb rzeczywistych oraz zbiór liczb zespolonych.

Przedstaw im y obecnie pewne proste pojęcia definiowane dla 
przestrzeni liniowych, k tóre prow adzą do dwoistości w zakresie 
analizy funkcjonalnej.

4.1. Liniowa niezależność i pełność układu wektorów

Niech dana będzie przestrzeń liniowa E. Niech X; bę
dzie elem entem  przestrzeni E, zaś a; elem entem  ciała С (dla 
i ·= 1, 2, . . .  , k). W yrażenie postaci u =  a ix i +  . . . +  akx k na
zywam y liniową kom binacją elem entów (zwanych punktam i 
bądź w ektoram i) x ; o współczynnikach aj. Jeżeli wszystkie 
współczynniki a; danej kom binacji liniowej w ektorów  prze
strzeni E są równe zeru, to taką kom binację zwiemy tryw ialną. 
W w ypadku przeciw nym  zwiemy nietryw ialną 13.

Układ wektorów  xj (i =  1, 2, . . . , k) nazyw a się układem  
liniowo niezależnym  jeżeli wszystkie jego nietryw ialne kom 
binacje liniowe są różne od zera. Inaczej mówiąc, układ w ek
torów jest liniowo niezależny, jeżeli ze znikania kom binacji 
liniowej w ynika znikanie w szystkich jej współczynników. Je 

13 Zob. np. A. A lexandrowicz, Analiza funkcjonalna, W arszaw a 1969, 
51—52 oraz I. M. Glazman, Ju. I. Lubicz, K oniecznom iernyj liniejnyj 
analiz, M oskwa 1969, 12. '
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żeli w ektory X; nie są liniowo niezależnym i, to nazyw am y je 
liniowo zależnymi.

Otoczką liniową układu wektorów X nazyw am y zbiór w szyst
kich kom binacji liniowych w ektorów  układu X. Otoczkę ukła
du X oznacza się przez L(X). Podukład X0 układu X nazywa 
się pełny, jeżeli każdy w ektor układu X jest kom binacją liniową 
wektorów  podukładu X0, czyli gdy układ X jest zaw arty  w li
niowej otoczce podukładu X 0.

Zachodzą następujące twierdzenia:
(1) Każdy podukład liniowo niezależnego układu wektorów 

jest liniowo niezależny.
(2) Każdy podukład zaw ierający układ pełny wektorów jest 

pełnym  układem  wektorów.
Twierdzenie (1) można przeredagow ać do postaci:
(1) Każdy podukład zaw ierający się w  liniowo niezależnym  

układzie jest liniowo niezależny.
Jeżeli teraz w tym  zmienionym sform ułow aniu tw ierdzenia 

(1) zastąpim y wyrażenie „zaw ierający się” przez w yrażenie 
„zaw ierający” oraz w yrażenie „liniowo niezależny układ” 
przez wyrażenie „układ pełny w ektorów ”, to wówczas tw ier
dzenie (1) przejdzie w  tw ierdzenie (2). Ten fak t w yrażam y 
mówiąc, że tw ierdzenia (1) oraz (2) są względem siebie dwoiste. 
Nadto i podane wyżej w yrażenia w  cudzysłowach można uw a
żać za dwoiste względem siebie ł4.

Z powiedzianego widać, że s tru k tu ra  form alna obu tw ier
dzeń jest identyczna. Można je zapisać w jednej symbolicznej 
postaci, przy czym każde ze wspom nianych tw ierdzeń może 
być traktow ane jako podstawienie; jednego i tego samego sche
m atu. Nie jest to jednak zwykłe tylko podstawienie. Posiada 
ona bowiem cechę „wzajemności” między elem entam i podsta
wianymi.

14 Por. I. M. Głazman, Ju . I. Lubicz, K oniecznom iernyj liniejnyj ana
liz, M oskwa 1969, 13-—14.
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4.2. Baza układu wektorów

Niech dany będzie układ wektorów xi, хг Xk przestrze
ni E. Mówimy że układ ten stanowi bazę przestrzeni E, jeżeli 
każdy elem ent przestrzeni E daje się w  jeden tylko sposób 
przedstaw ić w  postaci kom binacji liniowej wektorów  x; 
(i =  1, 2 , ,  k), tj. dla każdego x E zachodzi wzór: x  =  a kxi +  
t a2X2 +  . . . +  a kxk, przy czym przedstaw ienie to jest jedno 

tylko.
Zachodzą następujące twierdzenia:
(3) Na to, aby układ wektorów  był bazą przestrzeni potrzeba 

i w ystarcza, żeby on układem  liniowo niezależnym  i zarazem  
m aksym alnym , tj. by nie zawierał się w żadnym  podukładzie 
liniowo niezależnym.

(4) Na to, aby układ wektorów był bazą przestrzeni potrzeba 
i wystarcza, żeby był on układem  pełnym  i zarazem  m inim al
nym , tj. by nie zawierał żadnego podukładu pełnego.

Bez trudu  zauważam y dwoistość tw ierdzeń (3) oraz (4). W y
starczy zastąpić wzajem nie w yrażenia „układ liniowo nieza
leżny”, „układ m aksym alny”, „zawierać się” przez w yrażenia 
„układ pełny”, „układ m inim alny”, „zaw ierać” aby z p ierw 
szego z tych  tw ierdzeń otrzym ać drugie i odwrotnie.

Zwróćmy uwagę na to, że bazę przestrzeni można jeszcze 
określić jako układ wektorów  posiadających dwie cechy: linio
wą niezależność oraz pełność. Stąd, oraz z wyżej powiedzia
nego, wynika, że pojęcie bazy jest dwoiste względem siebie 
samego.

Uwaga, podana na końcu poprzedniego paragrafu , może być 
także i w tym  m iejscu powtórzona. Zezwala jednakże ona na 
małe uzupełnienie przez w ypunktow anie fak tu  istnienia pojęć 
dwoistych względem siebie samych.

4.3· Podprzestrzenie m aksym alne i m inim alne

Przypuśćm y że dana jest przestrzeń E. Przez A oznaczmy 
klasę złożoną z podprzestrzeni przestrzeni E. Niech Aj będzie
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elem entem  klasy A. Oznaczamy przez W pewną własność, 
k tó ra  przysługuje wszystkim  elem entom  klasy A.

Powiemy, że przestrzeń Aj jest m aksym alna ze względu na 
własność W, jeżeli nie zawiera się ona w żadnej innej prze
strzeni z klasy A. Przestrzeń A, nazyw am y m inim alną ze 
względu na własność W, jeżeli nie zawiera opa żadnej innej 
przestrzeni z klasy A.

Jeżeli przestrzeń Aj zawiera każdą przestrzeń z rodziny A, 
to nazyw am y ją  najw iększą przestrzenią ze względu na w ła
sność W. Jeśli przestrzeń Aj jest zaw arta w każdej przestrzeni 
klasy A, to zwiemy ją  najm niejszą przestrzenią ze względu na 
własność W.

Prawdziw e są następujące twierdzenia:
Na to, aby przestrzeń m aksym alna Aj była najw iększą prze

strzenią potrzeba i w ystarcza aby była jedyną m inim alną prze
strzenią.

Na to, aby przestrzeń m inim alna Aj była najm niejszą prze
strzenią potrzeba i wystarcz aaby była jedyną m inim alną prze
strzenią.

Jest widoczne, że podane tu  pojęcia różnych rodzajów prze
strzeni są dwoiste. Także dwa tw ierdzenia wyżej nieco zacy
towane są względem siebie dwoiste 15.

W arto może przypomnieć, że w klasie przestrzeni A zawsze 
istnieje przestrzeń m aksym alna oraz m inim alna. Natom iast 
przestrzenie najw iększa oraz najm niejsza nie zawsze muszą 
istnieć.

Jeżeli w  klasie A istnieje przestrzeń największa, to jest ona 
jednocześnie i m aksym alna. Podobnie, jeżeli w klasie A ist
n ieje przestrzeń najm niejsza, to jest ona m inim alna. Nie jest 
jednak odwrotnie, jak  o tym  pouczają nas powyższe tw ierdze
nia. Klasa przestrzeni A może posiadać wiele przestrzeni m a
ksym alnych i wiele przestrzeni m inim alnych. Żadna z prze
strzeni m aksym alnych nie będzie wówczas najw iększą prze
strzenią ani żadna z m inim alnych, nie będzie przestrzenią n a j
mniejszą.

15 Tamże, 25.
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Niech dana będzie przestrzeń liniowa E. Przez E ’ oznaczamy 
przestrzeń z nią sprzężoną tj. przestrzeń złożoną z funkcjona
łów liniowych 18 określonych na E.

W ektor x przestrzeni E oraz funkcjonał f określony na E na
zywają się wzajem nie ortogonalnym i, jeżeli f(x) =  O.

Niech В będzie podprzestrzenią przestrzeni E. Dopełnieniem 
ortogonalnym  podprzestrzeni В nazyw am y zbiór wszystkich 
tych  funkcjonałów  f należących do E ’, k tóre są ortogonalne do 
każdego w ektora podprzestrzeni B. Analogicznie, w sposób 
dwoisty, określa się dopełnienie ortogonalne podprzestrżeni 
B’ zaw artej w  E ’.

O trzym ujem y w ten sposób parę pojęć dwoistych. Jest w i
doczne, że dopełnienie ortogonalne dowolnej podprzestrzeni 
(E względnie E ’) jest najw iększą podprzestrzenią (odpowied
nio w E’ względnie w  E) ortogonalną do danej podprzestrzeni. 
Dwoistość dopełnienia ortogonalnego w om awianym  przypadku 
płynie stąd, że w ektor oraz funkcjonał spełniają w arunek orto- 
gonalności w sposób dwoisty. Jeżeli zachodzi równość f(x) =  O, 
to i w ektor jest ortogonalny do funkcjonału oraz funkcjonał 
jest ortogonalny do w ektora 17.

Można mówić także o ortogonalności podprzestrzeni (odpo
wiednio z E oraz z E ’). Mianowicie, niech В będzie podprze
strzenią E, zas B ’ — podprzestrzenią E’. Powiemy, że В oraz 
B’ są względem siebie ortogonalne, jeżeli dla każdego x f В oraz 
dla każdego f ε В ’ zachodzi wzór f(x) =  O, czyli gdy x oraz f są 
wzajem nie ortogonalne. W ten  sposób uzyskujem y dalsze po
jęcie dwoiste, m ianowicie' ortogonalność dwu podprzestrzeni 
(z podprzestrzeni względem siebie sprzężonych).

4.4. D op ełn ien ie  ortogonalne podprzestrzeni

16 Funkcjonałem  nazyw am y odwzorowanie, określone na przestrzeni 
liniowej, przyjm ujące w artości liczbowe. F unkcjonał f nazyw a się li
niowym, jeżeli spełnione są następujące dwa w aru n k i1 f(x i +  x2) =  
=  f(xi) +  f(x2) i f(ax) =  af(x).

17 Por. I. M. Głazman, Ju . I. Lubicz, op. cit., 52.
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5. Uwagi końcowe

Przyglądając się podanym  w tym  artyku le  pojęciom oraz 
twierdzeniom, k tóre odnoszą się do problem atyki dwoistości, 
można zauważyć przynajm niej następujące rzeczy. A więc, po 
pierwsze, stw ierdzam y różnorodność sytuacji, do których daje 
się odnosić pojęcie dwoistości. Dwoiste byw ają obiekty, aksjo
m aty, operacje, tw ierdzenia, pojęcia. W szystko to może być 
zaliczone do dwoistości rozum ianej jako w ew nętrzna własność 
m ająca miejsce w teorii m atem atycznej. Ale to nie jest w szyst
ko, bowiem zupełnie uzasadnione jest spojrzenie na wspom 
niane pojęcie jako na własność samej teorii, zatem  jako na 
własność m etateoretyczną. Pojaw iałby się więc w  ten sposób 
postulat spojrzenia na problem atykę związaną z dwoistością 
z punk tu  widzenia m etateoretycznego. Tak jak mówi o te 
oriach niesprzecznych, rozstrzygalnych, kategorycznych itp., 
podobnie w ydaje się być właściwe zapoczątkowanie m ówienia 
o teorii dwoistej. Jest to jednak tem at odpowiedni do oddziel
nego ujęcia i opracowania. W tym  m iejscu daje on się tylko 
zasygnalizować.

Dalsza spraw a, jaka tu  się nasuwa, to problem  zbadania 
w sposób możliwie w yczerpujący a zarazem  ogólny, cechy 
„wzajem ności”, z k tó rą  ma się do czynienia w  przypadku 
dwoistości (por. np. § 4.1). Ścisłe ujęcie tej cechy pozwoli do
trzeć do „isto ty” dwoistości.

Wszystko, co było do tej pory powiedziane, upoważnia do 
w yrażenia przeświadczenia, iż pojęcie dwoistości posiada cha
rak te r pojęcia analogicznego. Podkreślenie tej spraw y w ydaje 
się być, z. filozoficznego punktu  widzenia, ważne i ciekawe. 
I, zapewne, nie tylko z filozoficznego punk tu  widzenia.

Zur D ualitätssproblem atik in den form alen W issenschaften (II)

Der A rtikel betrach te t die fundam entalen  E lem ente der D ualitä ts
problem atik in der M athem atik. Insbesondere gilt unsere A ufm erksam 

5 — Studia Phil. C hristianae 6/1970/2
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keit der universalen  A lgebra, p ro jek tiven  G eom etrie und. F unk tional
analysis.

Im  Bereiche der universalen  A lgebra d isku tiert m an die D ualität 
der Axiom e und Thesen; h ier w ird  auch der Begriff der dualen  K ate
gorie gegeben. Es bezeichne К eine gegebene Kategorie. Die duale K a
tegorie K & defin iert m an w ie folgt. Die O bjekte der K ategorie K& sind 
O bjekte A&, w elche sich in ein-e indeutiger Relation m it den O bjekten А 
der K ategorie К  befinden. Dieses schreiben w ir in der Form : A& A. 
Analog, die M orphism en der K ategorie K & sind die E lem ente a&, welche 
sich in 1—1 R elation m it der M orphism en a der K ategorie К  befinden. 
Dieses schreiben w ir so: a& a. Man setzt noch voraus, dass die Bedin
gung a: A_>B dann und nu r dann gilt, wenn die Bedingung a: B_>A 
gilt, und ausserdem  ist die M ultiplikation a& b & defin iert dann und nur 
dann, w enn die M ultip likation  ba defin iert ist und gleichzeitig die F o r
mel: a& b& =  (ba)& gilt. In  der K ategorientheorie kann  m an auch über 
die dualen O perationen sprechen.

Im  Bereiche der p ro jek tiven  G eom etrie illu strie rt m an die D uali
tätsp rob lem atik  an zwei Beispielen, näm lich an dem Satz von Pascal 
und an dem Satz von Brianchon. An jener S telle un te rstre ich t m an 
auch den m etatheoretischen A spekt des Begriffes der D ualität.

Im  Bereiche der Funktionanalysis operiert m an m it verschiedenen 
"Begriffen wie: linear unabhängiges V ektorsystem , V ollständigkeit eines 
V ektorsystem s, Basis eines V ektorsystem s, m axim aler und m inim aler 
U nterraum , orthogonaes K om plem ent eines U nterraum es. Diese B e
griffe sind in einem  linearen  Raum  defin iert und sind Beispiele fü r die 
D ualität. Eine Menge heisst ein lin e rarer Raum , w enn in ih r zwei 
O perationen defin iert sind, näm lich: die A ddition der E lem ente der 
Menge E und die M ultiplikation der E lem ente von E m it reellen (oder 
kom plexen) Zahlen so, dass die nachstehenden Bedingungen erfü llt 
sind: 1° E ist eine additive abelsche G ruppe, 2° Die M utliplikatiori 
fü h rt n icht aus E heraus, 3° Das P roduk t des Einselem entes m it einem 
beliebigen Elem ent der Menge E ist gleich diesem Elem ente, 4° Die 
M ultip likation der E lem ente m it den Zahlen ist assoziativ, kom m uta
tiv  und d istribu tiv  (bezüglich der Zahlen und Elem ente der Menge E) 
hinsichtlich der Addition. M an bem erkt, dass die form ale S tru k tu r  der 
dualen  Satze dieselbe ist. Die Sätze sind Exem plifizierungen eines und 
diesselbes Schem ates un te r der V oraussetzung der ,,W echselbedin
gung”.

Es scheint, dass die E rforschung der „W echselbedingung” im allge
m einen Falle den Ü bergang zu dem „W esen” der D ualität erlaubt.

Die D ualität scheint m indestens zwei A spekte zu besitzen: erstens 
einen inneren, der die O bjekte der Theorie be trifft, zweitens, einen
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externen, m etatheoretischen, der sich auf die E igenschaften der Theo
rie bezieht. M an kann m einen, dass die genauere A usarbeitung dieser 
P roblem atik  n icht ohne Ziel sein w ird. Also sollte es dort um die „du
ale” B etrach tung  der D ualitätsproblem atik  gehen.

All diese B em erkungen erlauben uns zu der Schlussfolgerung zu 
gelangen, dass w ir im Falle der D ualität m it dem  Begriff des analo
gen C harak ters Zusam m entreffen w erden. Das ist w ahrscheinlich in te 
ressan t fü r die W issenschaft als auch fü r  die Philosophie.


