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. 1. Teoria mnogosci

N. Bourbaki jest zdania, ze matematycy oraz filozofowie
wszystkich stuleci zawsze postugiwali sie, chociaz nie koniecz-
nie w sposéb wyrazny oraz $wiadomy, pojeciami i twierdze-
niami z zakresu teorii mnogos$ci®.

Mozna to zobaczy¢ juz u matematykéw babilonskich, ktorzy
poszukiwali rozwigzan catkowitych réwnania x2+y2=z2 Roz-
wigzan tych jest nieskonczenie wiele i dzi§ zwiemy je tréojka-
mi pitagorejskimi 2. Dalej wypada wymieni¢ Euklidesa i jego
powszechnie znane twierdzenie, gloszgce, ze do kazdego skon-
czonego ukladu liczb pierwszych mozna zawsze dobra¢ liczbe
pierwszg rozng od ich wszystkich; moéwige wiec innymi slowy
liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele3. Znane sg takze

! Zob. N. Bourbaki, Teorija mnozestw, Moskwa 1965, 325 oraz tegoz
autora Oczerki po istorii matematiki, Moskwa 1963, 37,

2 Por. np. A. Aaboe, Matematyka w starozytnosci, Warszawa 1968,
35—36.

3 Zob, np. W, Sierpinski, Arytmetyka teoretyczna, Warszawa 19684,
86—87.
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powszechnie rozwazania Arystotelesa po§wiecone nieskonczo-
nosci 4.

Sposréd myslicieli pézniejszych, ktorych rozwazania zawie-
raja rézne powigzania z problematyks mnogo$ciowg, wymien-
my, jedynie przykladowo, nastepujacych: Diofantos — otrzy-
mal m. in. rozwigzania tzw. réwnania Pella; rozwigzan tych
jest nieskonficzenie wiele; Pappus — wiedzial, ze komorka pla-
stru pszczelego posiada wlasno$ci ekstremalne; Brahmagupta —
pierwszy otrzymal ogdlne rozwigzanie réwnania nieoznaczone-
go ax+by=c, gdzie a, b, ¢ sg liczbami calkowitymi; Al-Chwa-
rizmi — jego ksigzka .,,Hisab al-dzabr ua-l-mukabala” zawiera
m. in. dyskusje rownan liniowych oraz kwadratowych; Fibonac-
ci — od niego pochodzi tzw. cigg Fibonacciego °.

U Galileusza spotykamy sie z ,,obrong” istnienia nieskonczo-
nosci aktualnej, w przeciwienstwie do koncepcji Arystotelesa.
Galileusz wiedzial, ze mozna ustalic odpowiednio$¢ wzajemnie
jednoznaczng miedzy liczbami naturalnymi oraz ich kwadra-
tami 6. Tworcy rachunku rozniczkowego oraz catkowego, New-
ton i Leibniz, wyraznie intuicyjnie przyjmowali wiele pojeé¢
oraz twierdzen typu mnogosciowego. Zarazem w pracach
Leibniza moina widzieé poczatki elementarnej algebry zbio-
row. Byla ona dalej rozbudowywana m. in. przez Eulera, Boo-
le’a, Schroedera 7.

Ten, niestychanie skrétowy, ,,przekr6j” mysli ludzkiej wska~
zuje, ze problematyka teorii mnogo$ci juz od starozytnosci
stanowila nieodlgczng czesé wiedzy ludzkiej, chociaz dopiero
z poczatkiem ostatniej éwierci XIX wieku otrzymala swoja
pierwszg kodyfikacje w pracach G. Cantora publikowanych od

4 Por. Arystoteles, Fizyka, BKF, 1968. Ksiega IV jest poSwiecona roz-
wazaniom tyczacym sie pojecia ruchu oraz pojecia nieskoriczonoéci.
Czytamy tam m. i. ,,A zatem nieskoriczonym nazwiemy zbidér taki, do
ktorego mozna ciggle dobiera¢ z zewnatrz jaki§ nowy element” (s. 89).

5 Zob. np. D. J. Struik, Krétki zarys historii matematyki do konca
XIX wieku, Warszawa 19632, 83, 84, 93, 97—98, 113—114.

§ Zob. np. tamze, 140—142.

7 Por. np. R. Suszko, Wyklady z logiki formalnej, Czes¢ I, Warsza-
wa 1965, 52.
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roku 1871. Wiasnie w roku 1883 ukazala sie praca Cantora
pt. ,Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitsiehre”,
ktora moze by¢é uwazana za pierwszag pozycje w literaturze
Swiatowej po$wiecong w peli nowemu dzialowi matematyki —
teorii mnogosci®. Trzeba jednak zaznaczyé¢, ze Cantor postu-
giwal sie niesprecyzowanym, intuicyjnym pojeciem zbioru.
»Okreslal” on zbi6ér nastepujgco: zbior jest to zlgczenie w jed-
ng cato$é roéznych przedmiotow, ktére odrdézinia nasza intuicja
lub mysl ®.

Z chwilg powstania teorii mnogos$ci daje sie zauwazy¢ rozne
ustosunkowanie sie do niej matematykéw. Jedni przyjmuja ja
bez zastrzezen, drudzy — sg jej przeciwni . Jest jednak fak-
tem niewatpliwym, ze teoria mnogoSci przyczynila sie do
ugruntowania pojeé rachunku rézniczkowego oraz calkowego.
Tego sg obecnie $wiadomi wszyscy matematycy !!. Totez dzi$
nie tylko nikt nie poddaje w watpliwos¢ wartosci teorii mno-
goSci oraz coraz powszechniejszej stosowalnoéci metod teorio-
mnogo$ciowych w matematyce, lecz pewne wybrane jej ele-
menty wchodzg juz do programéw szkoly Sredniej 2. Truizmem
jest dzis powiedzie¢, ze matematyka wspélczesna bez metod
mnogosciowych bylaby nie do pomyslenia.

W teorii mnogo$ci, méwigc bardzo ogdélnie, mozna wyrédznié
trzy podstawowe zakresy zagadnien, mianowicie: algebre zbio-
row, teorie liczb kardynalnych oraz teorie liczb porzgdkowych.
Do tego mozna jeszcze dodaé problematyke metateoretyczna,
ktéra Scisle biorae, nie nalezy do teorii mnogosei, lecz do meto-
dologii teorii mnogosci. Podstawowym pojeciem teorii mno-
gofci jest pojecie zbioru. Jak juz bylo wspomniane Cantor

¢ Por. D. J. Struik, op. cit., 250—252,

9 Zob, G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen, Berlin 1932, 282.

1 Por, np. K, Kuratowski i A. Mostowski, Teoria mnogoéci, Warsza-
wa 1966 2, 8.

1 Por. np. C. B. Boyer, Historia rachunku roézniczkowego i calkowe-
go i rozwéj jego pojet, Warszawa 1964, 29—30.

2 Por, Nowe podreczniki w szkolach $rednich, Wiadomo$ci Mate~
matyczne, 11 (1969—1970), 252—307,
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ujmowal je intuicyjnie. Rozwdj teorii mnogosci wykazal, ze
intuicje lgczone z pojeciem zbioru nie sg wecale jasne i jedno-
znaczne, RoOzni matematycy wiazg razme intuicje z pojeciem
zbioru. Ujawnilo to sie z chwilg pojawienia sie w teorii mno-
gosci tzw. antynomii 13, Méwimy, ze ma miejsce antynomia,
gdy posiadamy dowéd dwu wyrazeh ze sobg sprzecznych it
Oprocz antynomii teoriomnogosciowych, zwanych takze lo-
gicznymi, znane sg takze tzw. antynomie semantyczne. Nas in-
teresujg w tym artykule antynomie teoriomnogosciowe. To-
tez przedstawimy bardzo zwiezle kilka najprostszych anty-
nomii,

2. Antynomie teorii mnogosci

Pierwszg chronologicznie antynomig teorii mnogosci jest an-
tynomia zbioru wszystkich liczb porzgdkowych. G. Cantor znal
ja juz w roku 1895. Opublikowal jg jednak pierwszy C. Bu-
rali-Forti w roku 1897 5. Obecnie znana jest pod jego nazwi- -
skiem. Mozna jg przedstawi¢ w sposob nastepujacy.

Niech P oznacza zbiér wszystkich liczb porzadkowych. Wia-
domo, ze kazdy zbiér liczb porzadkowych jest dobrze uporzgd-
kowany przy pomocy relacji mniejszosci, zachodzacej miedzy
liczbami porzadkowymi. Z drugiej strony, wiadomo takze, ze
zaden zbior dobrze uporzadkowany nie jest podobny do swego
odcinka wlasciwego. Stosujgc pierwsze z wymienionych twier-
dzen zbioru P, wnioskujemy, ze zbior P jest dobrze uporzad-
kowany przy pomocy relacji mniejszosci. A zatem jego typ
porzadkowy jest pewng liczbg porzgdkowg. Liczba ta, z racji
definicji P, posiadalaby te wlasnosé¢, ze odpowiadajacy jej zbior
bylby podobny do swej czesci wlasciwej. Przeto pojecie zbioru

13 Por. np. K. Kuratowski i A. Mostowski, op. cit., 8.

14 Por. J. Stupecki, L. Borkowski, Elementy logiki matematycznej
i teorii mnogosci, Warszawa 19682, 259 oraz L. Borkowski, Logxka for-
malna, Warszawa 1970, 285.

15 C. Burali-Forti, Una questione sui- numeri transfiniti, Rendzcon-
ti del Circolo Matematico di Palermo, 11 (1897), 154—164.
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wszystkich liczb porzadkowych prowadzi do sprzecznosci
z drugim z wymienionych twierdzen.

Jako drugg antynomie wymienimy tzw. antynomie zbioru
wszystkich zbioréow. G. Cantor znal jg juz w roku 1899.

Niech Z oznacza zbiér wszystkich zbioréw. Oznaczmy przez
2Z zbior wszystkich jego podzbioréow. Z definicji zbioru Z by-
loby: 2% cZ. A wiec, konsekwentnie, liczba kardynalna zbioru
2Z bylaby niewieksza od liczby kardynalnej zbioru Z. Jednakze,
z ogblnego twierdzenia teorii liczb kardynalnych, wiadomo, iz
liczba kardynalna zbioru 2% jest wieksza od liczby kardynalnej
zbioru Z. Otrzymuje sie wiec sprzecznosé.

W podobny sposoéb mozna sformulowaé¢ antynomie zbioru
wszystkich liczb kardynalnych. Niech mianowicie K oznacza
zbiér wszystkich liczb kardynalnych. Wiadomo, ze dla kazdego
zbioru liczb kardynalnych istnieje liczba kardynalna wigksza
od kazdej liczby danego zbioru. Przeto i dla zbioru K istnieje
liczba kardynalna wieksza od kazdej liczby tego zbioru. Z de-
finicji zbioru K wynika jednak, ze wspomniana liczba kardy-
nalna jest wieksza od siebie samej. To jest jednak niemoz-
liwe.

Wspomnijmy jeszcze o tzw. antynomii Russella. Odkryl ja
B. Russell w roku 1902 analizujgc antynomig zbioru wszystkich
zbioré6w. Antynomie Russella mozna przedstawié nastepujaco.

Niech A oznacza zbiér zlozony z wszystkich takich zbioréw,
ktére nie sg swoimi wlasnymi elementami. Przeto jaki§ zbiér B
jest elementem zbioru A woéwczas i tylko, gdy B nie jest ele-
mentem B. Symbolicznie zapiszemy to:

BCA=B(B

Jezeli w powyzszym wzorze w miejsce B podstawimy A, to
otrzymamy posta¢ nastepujaca:

AGCA=ACA

To za$ natychmiast daje sprzecznos¢. » o

Innymi slowy daje sie powyzsza antynomia tak ujaé. Za-
pytajmy, czy A jest elementem A. Jezeli A jest swoim elemen-
tem, to w mys$l definicji zbioru A, nie jest swoim elementem.
Jezeli zag A nie jest swoim elementem, to znowu zgodnie z de-
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finicjg zbioru A, A jest swoim elementem. W ten sposéb po-
wstaje sprzecznosé.

Jest zrozumiale, ze pojawienie sie antynomii teorii mnogosci
spowodowalo kryzys tego dzialu matematyki. Budowanie teorii
mnogosci na bazie intuicyjnego pojecia zbioru nie jest mozliwe
do przeprowadzenia. Mozna poprzestaé¢ na intuicyjnym pojeciu
zbioru przy zagadnieniach elementarnych z teorii mnogosci.
Natomiast przy problematyce bardziej subtelnej intuicja nas
zawodzi. I stajemy wobec antynomii 1. Powstaje wiec pytanie,
w jaki spos6b mozna ustrzec sie w teorii mnogosci antynomii?
W tym celu nalezy, po prostu, sprecyzowaé zaré6wno pojecie
zbioru, jak i pojecie przynaleznosci elementu do zbioru. Nie-
sprecyzowane bowiem pojecia powyzsze posiadajg charakter
antynomialny. Wspomniang precyzje terminéw teorii mnogosci
mozna przeprowadzi¢ na wiele sposobéw. Historycznie rzecz
biorge, pierwsze dwa sposoby dokonania interesujacej nas pre-
cyzji, ktore konsekwentnie eliminowaty pcjawianie sie w teorii
mnogo$ci antynomii, pochodzg od B. Russella oraz E. Zermelo.
Przyjrzyjmy sie teraz krotko wspomnianym propozycjom.

3. Teoria typoéw

B. Russell zaproponowal, aby tworzy¢ zbiory nie w sposéb
dowolny, lecz przestrzegajac pewnej prostej zasady. Wowecezas
bedziemy zabezpieczeni przed pojawianiem sie¢ antynomii.

Przyjmuje on podzial wszelkich przedmiotéw na tzw. typy
logiczne. Sg nimi: indywidua (tj. przedmioty nie bedgce zbio-
rami), zbiory indywiduéw, rodziny zbioréw indywiduéw itd.
Najnizszy typ posiadajg indywidua. Elementami zbioru jakie-
gos typu mogg by¢ jedynie przedmioty typu o jeden nizszego.
Chodzi tu o zachowanie jednorodno$ci typu logicznego. Zara-
zem uwaza si¢ za bezsensowne (ale nie falszywe) powiedzenie,
ze zbior jest elementem siebie samego, wzglednie, iz zbi6r nie
jest elementem siebie samego 17,

1 Por. K. Kuratowski i A, Mostowski, op, cit., 8.
7 Pcr. B. Russell, Wstep do filozofii matematyk’, Warszawa 1968, 271.
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W tak skonstruowanym systemie nie pojawia sie zadna z an-
tynomii teorii mnogosci. Jest widoczne, ze antynomia Russella
nie moze powsta¢ z powodu uznania za bezsensowne tego ro-
dzaju wyrazen, ktére sg potrzebne do jej sformulowania.
W teorii typéw nie moima takze zdefiniowaé zbioréw ,,uniwer-
salnych”, w rodzaju zbioru wszystkich zbioréw, badz zbioru
wszystkich liczb kardynalnych, czy tez zbioru wszystkich liczb
porzadkowych. Przez to samo wykluczamy odpowiednie anty-
nomie zwigzane z powyzszymi pojeciami. Na gruncie teorii
typow logicznych mozna wprawdzie zdefiniowa¢ zbiér wszyst-
kich zbioréw pewnego typu. Jednakze pojecie to nie prowadzi
do sprzeczno$ci. Z tych tez wzgledéw teoria typéw moze sta-
nowi¢ pewnego rodzaju rozwigzanie kryzysu teorii mnogosci.

Nalezy jednak wspomnie¢ o niedogodnoséciach, ktére impli-
kuje teoria typoéw logicznych. Sa one co najmniej dwojakiego
rodzaju. Niedogodnoé¢ pierwszego rodzaju polega na tzw. sy-
stematycznej wieloznacznosci poje¢ teorii mnogosci. A wiec .
w miejsce jednego zbioru pustego mamy tu do czynienia z nie-
skoniczenie wieloma zbiorami pustymi odpowiadajgcymi roéz-
nym typom logicznym. Podobnie takze w miejsce jednej rela-
cji inkluzji miedzy zbiorami, ma sie tu do czynienia z nieskon-
czenie wieloma relacjami inkluzji dla réznych typoéw logicz-
nych, Sytuacja tego rodzaju jest intuicyjnie dziwna. Niedogod-
noé¢ drugiego rodzaju polega na niemoznosci rozwazania i bu-
dowania zbioréw ,mieszanych”. Chodzi tu o zbiory, ktorych
elementami sg przedmioty réznych typoéw logicznych, nie za$
jednego, tego samego typu. Ta niedogodnos¢ jest, z punktu wi-
dzenia praktyki matematycznej, duza wadg teorii typow. Za-
weza bowiem do$é arbitralnie zakres twordéw matematycznych.
Praktyka naukowa wykazuje, ze w roéznych dzialach matema-
tyki ma sie¢ do czynienia z pojeciami, w ktorych nie jest za-
chowana zasada czystosci typow. Ten fakt powoduje, ze pro-
pozycja Russella nie moze byé uznana za zadowalajaca.

W artykule wspomniano jedynie o istocie teorii typéw. Dla lepszego za-
poznania sie z samg teoria mozna skorzysta¢ np. z pozycji wymienio-
nych w odnosniku 14,
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4. Aksjomatyka teorii mnogosci

E. Zermelo zaproponowatl, dla przezwyciezenia kryzysu spo-
wodowanego pojawieniem sie w teorii mnogosci antynomii,
zaksjomatyzowanie tej teorii. W roku 1904 podal uklad aksjo-
matow dla teorii mnogosci!®. Pojeciami pierwotnymi sg po-
jecie zbioru oraz pojecie przynaleznofci elementu do zbioru.
Aksjomaty natomiast moga byé¢ przedstawione nastepujgco:

A. 1. Zbiory, ktore zawieraja te same przedmioty jako ele-
menty, sg identyczne.

A. 2. Dla kazdych dwu przedmiotéw istnieje zbior, ktory
zawiera dokladnie te dwa przedmioty jako elementy.

A. 3. Jezeli X jest zbiorem, to suma wszystkich zbioréw
nalezgcych do X jest tez zbiorem.

A. 4. Dla kazdego zbioru X istnieje zbiér, ktérego elementa-
mi sg wszystkie podzbiory zbioru X.

A. 5. Istnieje co najmniej jeden zbiér nieskonczony.

A. 6. Niech f/x,y/ bedzie jakims$ warunkiem, ktéry jest za-
pisany przy pomocy poje¢ pierwotnych logiki oraz teorii mno-
gosci. Jezeli dla kazdego x istnieje dokladnie jedno y=y/x/,
ktore razem z X spelnia ten warunek, to dla kazdego zbioru X
istnieje zbiér Y, ktérego wszystkie elementy sg postaci y/x/,
gdzie x przebiega elementy zbioru X.

A. 7. Dla kazdej rodziny zbioréw niepustych i rozigcznych
istnieje zbiér, ktory z kazdym ze zbioréw tej rodziny posiada
jeden i tylko jeden element wspdlny 1°.

Aksjomat A. 1. bywa nazywany aksjomatem jednoznacz-
nosci, aksjomat A. 2. — aksjomatem pary, aksjomat A. 3. —
"~ aksjomatem sumy, aksjomat A. 4. — aksjomatem zbioru po-
tegowego, aksjomat A. 5. — aksjomatem istnienia, aksjomat

18 Por. K. Kuratowskj i A. Mostowski, op. cit,, 9 oraz E. Zermelo,
Untersuchungen tiiber die Axiome der Mengenlehre, Mathematische
Annalen, 65 (1908), 261—281.

19 Zob. ‘A. Mostowski, Niesprzeczno$¢ i niezalezno§¢ hipotezy conti-
nuum, Wiadomos$ci Matematyczne, 10 (1967—1968), 177—178 oraz H.<Ra-
siowa, Wstep do matematyki wspodlczesnej, Warszawa 1968, 24, 27—28.
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A. 6. — aksjomatem podzbioréw oraz aksjomat A. 7. — aksjo-
matem wyboru.

Gdy chodzi o aksjomat siédmy, to nie jest on przyjmowany
przez wszystkich matematykéow bez zastrzezen. Np. E. Borel
oraz H. Lebesgue uwazajg, ze dowody przeprowadzane przy po-
mocy aksjomatu wyboru posiadaja odmienng warto$é poznaw-
czg od dowodow twierdzen teorii mnogosei, ktorych sie dowo-
dzi bez odwolania sie do powyzszego aksjomatu. Natomiast za$
F. Hausdorff i A. A. Fraenkel przyjmujg wspomniany aksjo-
mat bez zadnych zastrzezen, uwazajgc go za tak samo oczy-
wisty, jak pozostale aksjomaty teorii mnogosci 2°.

Od roku 1963 wiadomo jest, ze aksjomat A. 7. jest niezalezny
od pozostalych aksjomatéow teorii mnogosci. Piekny ten wynik
zostal uzyskany przez P. J. Cohena 2!. Konsekwencjg tego jest
zaistnienie w teorii mnogoSci sytuacji analogicznej do tej,
z jaka mamy do czynienia w geometrii. Niezalezno§¢ aksjo-
matu o réwnoleglych od pozostalych aksjomatéw geometrii
pozwala zbudowaé¢ systemy geometrii, w ktérych zachodzi jego
negacja. W ten sposéb oprécz geometrii euklidesowej powstaja
systemy geometrii nieeuklidesowej. Podobnie mozna oczekiwaé
powstania niecantorowskiej teorii mnogosci, tj. teorii mnogosci,
w ktoérej nie bedzie obowigzywal aksjomat wyboru.

Oproécz aksjomatyki teorii mnogosci typu Zermelo-Fraenkla
istnieje takze inna aksjomatyka pochodzaca od J. von Neuman-
na, K. Goedla i P. Bernaysa. Krétko bywa ona nazywana aksjo-
matyka typu Goedla-Bernaysa. W tej aksjomatyce pojeciami
pierwotnymi sg ,klasa”, ,zbiér” i ,,przynaleznos¢ elementu (do
klasy wzglednie do zbioru)”. A zatem odrdznia sie pojecie klasy
od pojecia zbioru. Pojecie klasy jest pojeciem szerszym od po-
jecia zbioru. Istniejg inne jeszcze aksjomatyki teorii mnogosci.
Liczba ich jest duza. Kazda z nich posiada swoje specyficzne
cechy, a wiec zalety i wady patrzac na nie z punktu widzenia

¥ Por. np. K. Kuratowski i A. Mostowski, op. cit., 59.

# P, J. Cohen, The independence of the continuum hypothesis, Pro-
ceedings of the National Academy of Sciences of the USA, 50 (1963),
1143--1148, 51 (1964), 105--110.
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praktyki matematycznej. Do dzi§ aksjomatyka teorii mnogosci
nie znalazla jeszcze dla siebie najdoskonalszej postaci 22.

Jezeli przyjrzymy sie obiegowemu ujeciu teorii mnogosci, to
spostrzezemy bez trudu, ze terminéw ,klasa” oraz ,,zbiér” uzy-
wa sie zamiennie. Liczne podreczniki teorii mmnogosci, wzgled-
nie te rozdzialy obszerniejszych prac, ktére podajg wyklad teo-
rii mnogosci, tak wlasnie postepujg 3. Znalazlo to wyraz w ar-
tykule zatytulowanym ,,Zbiér” w ,,Malej Encyklopedii Logi-
ki” 24, Tego rodzaju sytuacja byla rzeczywiscie powszechna.
I to jeszcze stosunkowo bardzo niedawno. Jednakze obecnie co~
raz powszechniejsze staje sie stanowisko, ktére wyraznie od-
réznia klasy od zbiorow. Nalezy podkresli¢, ze zostalo to spo-
wodowane nie przez jakie$ racje abstrakcyjne, teoretyczne, lecz
przez potrzebe praktyki naukowej. Mianowicie z chwilg po~
wstania matematycznej teorii kategorii stalo sie jasne, ze ko-
nieczne jest odrozniaé¢ klasy od zbiorow. Pojecie kategorii nie
miesci sie w tradycyjnym schemacie teorii mnogosci. Katego-
ria jest klasg. Nie jest za$, na og6l, zbiorem. Jezeli kategoria
jest zbiorem, to nazywa sie malg kategorig ?>. Tego rodzaju
sytuacja stawia wiec postulat ogélniejszego ujmowania teorii
zbioréw, niz to sie czynilo dotychczas. Wlasciwg rzeczg wydaje
sie ujecie wspomnianej teorii w terminach ,klasa” i ,,przyna-
lezno$é elementu do klasy”. Z tych wiec wzgledéw przedsta-
wiony zostanie elementarny zarys algebry klas. Wyklad nie be-
dzie sformalizowany, a jedynie aksjomatyczny. Rozpoczniemy
od wyjasnienia pojecia klasy.

22 Por. K. Kuratowski i A, Mostowski, op. cit., 63.

23 Zob, np. K. Borsuk, Geometria analityczna wielowymiarowa, War-
szawa 19642, 18, J. L. Kelley, Obszczaja topologija, Moskwa 1968, 13,
R. Suszko, Wyklady z logiki formalnej, Cze§¢ I, Warszawa 1965, 53,
W. A. Pogorzelski, J. Stupecki, O dowodzie matematycznym, Warszawa
1962, 4, R. Courant, H. Robbins, Co to jest matematyka, Warszawa
1967 3, 147 itd.

24 Mata Encyklopedia Logiki, Wroclaw—Warszawa—Krakéw 1970,
363.

2 Zob. np. S. Maclane, Gomologija, Moskwa 1966, 41,
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5. Pojecie klasy

Méwiac intuicyjnie, klasg nazywa sie¢ dowolny zesp6! jakich-
kolwiek przedmiotéw. Albo inaczej: klasa to zesp6! tych przed-
miotéow, ktére spelniajg pewien warunek.

Z formalnego punktu widzenia klasy sg to takie obiekty, dla
ktorych zostala okreslona relacja przynaleinosci. A wiec jezeli
A, B, C, ... sg klasami, to ma miejsce badz relacja A ¢ B, badz
relacja A € B. Relacje A € B czytamy: A jest elementem B.
Relacja A € B jest negacjg relacji A € B.

Przyjelo sie¢ klasy oznacza¢ duzymi literami, natomiast kla-
sy, ktére w rozwazanym kontekscie sg elementami innej kla-
sy — malymi literami. Przeto klasa jest wyznaczona przez swo-
je elementy. Zwykle klase utworzong przez elementy a, b, c, ...
oznacza sie przez umieszczenie wspomnianych elementéw w na-
wiasie klamrowym. Jezeli rozwazang klase oznaczymy przez K,
to mozna napisaé:

K= {ab,c, ..}

Niech K oraz L bedg danymi dwoma klasami. Méwimy, ze
klasy te sg identyczne (lub réwne), co zapisujemy K = L,
jezeli sktadajg sie one z tych samych elementéw. Zatem dane
elementy wyznaczajg jednoznacznie klase. Jezeli klasy K oraz
L nie sg identyczne, to zapisujemy K + L. W tym przypadku
co najmniej jedna z wymienionych klas zawiera przynajmniej
jeden element taki, ktéry nie jest elementem drugiej klasy.

Z powiedzianego widaé¢, ze klasa nie zalezy od porzadku,
w jakim sg wymieniane jej elementy oraz od ich kilkakrotne-
go powtarzania. Majg wiec miejsce nastepujace identycznosci:

{1, 2, 58} = {2, 1, 5} = {5, 1, 2} itd.

{1, 2, 5, 6} = {1, 2,5, 2, 1, 6} itd.

Przyjmuje sie nastepujacy aksjomat:

(1) Jezeli klasy K oraz L sg identyczne, tj. K = L, za§ W(X)
jest jakim$ warunkiem odnoszacym sie do klas, to warunek
W(K) jest prawdziwy wtedy i tylko wtedy, gdy prawdziwy jest
warunek W(L).
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Oprocz stalej ,,&’ potrzebna bedzie jeszcze jedna stala, kto-
ra oznaczaé sie bedzie nastepujaco: {... : ...}. Nazywa sie jg kla~
syfikatorem. Czyta sie natomiast tak: klasa wszystkich tych ...,
ktore spelniaja warunek ...

Przyjmuje sie nastepujacy drugi aksjomat:

(2) Jezeli W(X) jest pewnym warunkiem odnoszacym sie do
klas, to istnieje klasa, ktorej elementami sg te i tylko te X, dla
ktéorych W(X) jest prawdziwe.

Klase te oznacza sie nastepujgco: {X : W(X) }.

Mamy przeto rownowazno$é:

K € {X : W(X)} = W(K) jest prawdziwe.

Aksjomat (2) pozwala nam tworzy¢ nowe Kklasy. Przy jego
pomocy mozna zbudowaé elementarng algebre klas. Tym tez
teraz sie zajmiemy 2.

6. Elementarna algebra kias

Okresla sie najpierw (korzystajac z aksjomatu (2) ) dwie spe-
cjalne klasy, mianowicie klase pusty oraz klase peing. Klase
pustg oznacza sie symbolem ¢, za$ klase pelng literg T. Okre-
$la sie je nastepujaco:

={X:X*X}), T={X:X=ZX).

Niech K oraz L beda danymi dwoma klasami. Klasa K na-
zywa sie podklasg klasy L (wzglednie czeécig klasy L, wzgled-
nie klasa L nazywa sie nadklasg klasy K), co sie zapisuje
K = L, gdy spelniony jest warunek: jezeli X € K, to X € L.

Zachodzi wiec wzor:
K-L=4XeK->X¢L)

26 Por. wyklad pojecia klasy zawarty w pracach: P, M. Cohn, Uni-
wersalnaja algebra, Moskwa 1968; J. L. Kelley, Obszczaja topologija,
Moskwa 1968, dobawlenije.
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Jezeli K = L oraz K + L, to klasa K nazywa sie czescia
wlasciwg klasy L (wzglednie podklasg wlasciwg klasy L). No-
tujemy to w spos6b nastepujgcy: K < L.

Niech K bedzie dang klasa. Klase wszystkich jej podklas na-
zywa sie buleanem klasy K i oznacza przez B(K).

Jest wiec:

B(K) = {X: X e K}. .

Jezeli klasa K zawiera n elementéw, to jej bulean jest klasa
0 2" elementach.

Twierdzenie to jest prawdziwe dla n = 0, 1, 2, ... . Dowodzi
sie je tatwo przy pomocy indukeji matematycznej.

Niech K oraz L bedg danymi dwoma klasami. Pare oraz pare
uporzadkowang zlozong z K i L okresla sie nastepujaco:

(K,L}) ={X: X =K1lubX = L}
K, L) = {{K}, {K, L} }.

Roznice klas K oraz L, ktérg zapisuje sie w postaci K\L,
okresla sie nastepujaco:

KNL = {X: X ¢€KiX€L}).

Jezeli K jest klasa, to jej unig nazywa sie klase nastepu-
Jaca:

VK = {X: X €YiY €K dla pewnego Y}.

W przypadku gdy M = {K, L}, zamiast v M pisze si¢ K v L.

Przecieciem klasy K nazywa sie klase zdefiniowang wzo-
rem:

~nK = {X: X € Y dla wszystkich Y takich, ze Y € K}.
Jezeli M = {K, L}, to zamiast ~ M pisze sie K ~ L.

Dwie klasy K oraz L nazywa sie rozlacznymi, jezeli ich prze-
ciecie jest klasg pusts, tj. jezeli K A L = (.

Nalezy odréznia¢ K od {K}. Jest {K} + K. A wiec w szcze-
golnosei {@P} + @. Klasa ¢ jest pusta. Natomiast klasa {QD}
nie jest juz pusta. Jej elementem jest klasa pusta.
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Latwo wykazaé, ze ma miejsce nastepujgcy ciag réwnowaz-
nosci:

K cL)y=vL=L)=(KAL =K)=(KXL = Q)

Podobnie, jezeli klasy K oraz L sa podklasami klasy M, to
zachodza nastepujgce wzory De Morgana:

MXEK v L) = (MXK) A (M\XL)

MNXEK AL) = MXK) v (M\XL)

Nietrudno jest wykazaé¢ stuszno$¢ nastepujacych wzoréw:

KvK =K, KnK =K,

KuvL = LvVKk, KAaL =LnK,

Kv@LvM)=KvL vVM, KAnLAaM)=EKA~AL)AM,

Kuvu@LA~AnM = KvL)a(Ku M), KAa(LuvM) =

= (KaAaL)v(KnM), :

QvK=K, 0nK=0¢, K=L)=K = L)i(L=K).

Jezeli K oraz L sg danymi dwoma klasami, to ich produktem
nazywa sie klase okreslong wzorem:

KXL = {Z: Z = (X, Y), gdzie X¢K, za§ YECL}.

Przy pomocy pojecia produktu klas mozna zdefiniowaé poje-
cie funkcji. Niech wiec K oraz L bedg danymi dwoma klasami.
Funkcjg z klasy K w klase L nazywa sie takg podklase F kla-
sy K XL, ktéora spelnia warunek: dla kazdego X € K istnieje
dokladnie jeden element Y €L, taki ze (X, Y)GF 27,

Klase K nazywa sie dziedzing funkeji F, za$ klase {Y: YEL
i (X, Y)€&F dla pewnego X € K} nazywa sie przeciwdziedzing
funkeji F. -

Jezeli przeciwdziedzing funkcji F jest cata klasa L, to méwi
sie, ze funkcja ta przeksztalca K na L. Pisze sie wowczas
FK) = L. ‘

W przypadku ogélnym notujemy:

F
F: K—L lub K— L.

27 Por. wyklad elementarnej teorii klas podany w pracach cytowa-
nych w przypisku 26.
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7. Pojecie zbioru

Przejdziemy obecnie do rozwazania problematyki zwigzanej
z pojeciem zbioru. Do chwili obecnej pojecie to nie wystepo-
walo w podawanych wyzej okre$leniach oraz twierdzeniach.
Wymienione w poprzednim punkcie okres§lenia sg calkowicie
ogolne. Odnoszg sig do pojecia klasy.

Klase A nazywa sie zbiorem, jezeli jest ona elementem ja-
kiej§ innej klasy. A wiec jezeli istnieje taka klasa B, ze A ¢ B,
to wowcezas klasa A nazywa sie zbiorem. Mozna wiec napisaé:

(A jest zbiorem) = / (B jest klasa) i (A €B).

Postuluje sie nastepujace aksjomaty:

(3) O jest zbiorem.

(4) Kazda podklasa zbioru jest zbiorem.

(5) Jezeli A jest zbiorem, to jego bulean jest takze zbiorem.
A wiec jezeli A jest zbiorem, to B(A) jest tez zbiorem.

(6) Jezeli A oraz B sg zbiorami, to ich para {A, B} jest tez
zhiorem,

(7) Jezeli A jest zbiorem, to jego unia w A jest tez zbio-
rem 28,

Korzystajac z podanych aksjomatéw mozna tatwo wykazag,
ze para uporzadkowana zbioréw A oraz B jest zbiorem, a takze
iz produkt zbior6w A oraz B jest takze zbiorem,

Zgodnie bowiem z aksjomatem (6) zbiorami sg {A} = {A,
A}i{A, B} oile tylko A i B s zbiorami. Konsekwentnie wiec,
zgodnie z tym samym aksjomatem, bedzie zbiorem takze (A,
B) = { (A}, {A, B} ).

Poniewaz AXB = {Z&BB(A v B): Z = (X, Y) dla pew-
nych X €A i Y ¢B}, przeto, w my$l aksjomatéw (5), (6) oraz
(7), produkt A X B jest zbiorem, jezeli tylko A oraz B sg zbio-
rami.

Aksjomat (3) zaklada, ze klasa pusta jest zbiorem. Mozna
wiec mowi¢ po prostu zbiér pusty.

# Zob, np. P. M. Cohn, op. cit.,, 17.

16 — Studia Phil. Christianae 7(1a71\9
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Przeprowadzajgc rozumowanie analogiczne do rozumowania
prowadzgcego do otrzymania antynomii Russella, uzyskamy wy-
nik gloszacy, ze klasa pelna T nie jest zbiorem. Jest wiec:

T nie jest zbiorem.

Przeto pojecie klasy jest istotnie szersze od pojecia zbioru.
Istniejg klasy nie bedgce zbiorami. Taks jest np. klasa pelna.

Z okreslenia klasy pelnej oraz buleanu danej klasy, ilatwo
otrzymuje sie nastepujgce twierdzenie:

T = B (T).

Zachodzg takze wzory nastepujace:

vhp=¢, T=vT, ~dp=T, ~T=7O.
¢ =K, K =T

Nietrudne dowody powyzszych twierdzen pomijamy.

W celu rozwijania teorii funkcji przyjmuje sie nastepujacy
aksjomat:

(8) Jezeli dziedzina funkecji F jest zbiorem, to jej przeciw-
dziedzina jest takze zbiorem 2°.

Wynika stad latwo, w oparciu o aksjomat (4), ze wowczas
i sama funkcja F jest takze zbiorem. Bowiem F jest podklasg
produktu A X B, za$ on sam jest zbiorem, skoro A i B sg zbio-
rami, a wiec i F, zgodnie z (4), jest zbiorem. O tym, ze produkt
zbioréw jest zZbiorem to juz wiemy.

Okresla sig kompozycje zbioré6w A oraz B w sposéb nastepu-
jacy:

A - B = {c: dla pewnego X, dla pewnego y oraz dla pewnego
z jest ¢ = (%, z), (X, y) € B oraz (y, z) € A}.

Korzystajgc z powyzszego okreSlenia, mozna moéwi¢ takze
o kompozycji funkcyj. Niech wiec F oraz G bedg funkecjami ta-
kimi, dla ktérych ma sens operacja kompozycji. Woéwczas za-
chodzi twierdzenie: '

Jezeli F oraz G s3 funkcjami, to ich kompozycja F.G jest
takze funkcjg.

Prosty dowod tego faktu pomijamy.

# Zob. np. P. M. Cohn, op. cit., 17.



f1m ZBIORY I KLASY 147
8. Uwagi

Wydaje sie, ze przedstawiony schemat ujecia teorii klas oraz
teorii zbioréw najlepiej odpowiada wspélczesnemu stanowi ba-
dan w zakresie matematyki. Jak juz bylo wspomniane, poje-
cie kategorii wykracza poza pojecie zbioru. Rozwijajac teorie
kategorii nie mozna poprzestawaé¢ na klasycznym pojeciu zbio-
ru. Totez odréznianie klas i zbioréw nie moze by¢ uwazane je-
dynie za pewnego rodzaju subtelno§é odnoszgca sie tylko i wy-
lacznie do aksjomatycznego ujecia teorii mnogosci a majacej
na celu takie uprawianie wspomnianej dyscypliny, aby wyklu-
czy¢ pojawianie sie antynomii. Winno ono zosta¢ uznane za
konieczne wymaganie stawiane przez samg rozwijajaca sie ma-
tematyke. Ona jest tu czynnikiem decydujacym. Jej wspoi-
czesny stan powstaly w skutek cigglego rozwoju. Matematyka
sama tworzy takie pojecia, ktére nie mieszczg sie w klasycz-
nym schemacie teorii mnogosci. I to nalezy uznaé za zasad-
niczy czynnik, ktéory wytycza kierunek ujecia problematyki
teoriomnogo$ciowej w sposob zgodny z dzisiejszym stanem ca-
fej matematyki.

Aby unaoczni¢ zaznaczony wyzej fakt polegajacy na tym, ze
pojecie kategorii nie miesci sie w klasycznym pojeciu zbioru,
przypomnimy tu wspomniane pojecie.

Kategoria K nazywa sie klase obiektow, ktoérg oznacza sie
przez Ob(K), przy czym kazdym dwom obiektom A, B ¢ Ob(K)
jest przyporzgdkowany zbiér morfizméw obiektu A w obiekt
B, oznaczany Mor(A, B), oraz kazdej tréjce obiektow A, B,
C € Ob(K) przyporzadkowuje sie¢ prawo kompozycji w ten spo-
séb, ze morfizmowi z A w B oraz morfizmowi z B w C odpo-
wiada morfizm z A w C. Zada sie przy tym, aby spelnione byty
nastepujace trzy aksjomaty:

1¥X Zbiory morfizméw Mor(A, B) oraz Mor(C, D) sa rozlaczne
z wyjatkiem przypadku, gdy A = C oraz B = D. Wéweczas
zbiory te sg identyczne.

2¥ Dla kazdego obiektu A € Ob(K) istnieje morfizm ids €
€ Mor(A, A) taki, ze dla dowolnego obiektu B € Ob(K) jest on
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elementem neutralnym ze wzgledu na prawo kompozycji w sto-
sunku do elementéw zbioru morfizméw Mor(A, B) oraz
Mor(B, A).

3¥ Prawo kompozycji morfizméw jest lgczne. A wiec, jezeli
f & Mor(A, B), g ¢ Mor(B, C), h & Mor(C, D), to zachodzi réw-
noscé:

(h.g).f=h.(g.f)

Jezeli kategoria K posiada te wlasnosé, ze klasa jej obiek-
téw jest zbiorem, to nazywa sie ona malg kategorig 30.

Powyzszy fakt terminologiczny byl juz zaznaczony wyzej.
Tu chodzi o zwrécenie uwagi na to, ze jest on powodowany
wewnetrznymi potrzebami samej teorii matematycznej, nieza-
leznie od badan prowadzonych nad podstawami matematyki.
Zachodzi nawet pewnego rodzaju sytuacja paradoksalna pole-
gajaca na tym, ze liczni matematycy, szczegdlnie tacy, ktorzy
pracujg w zakresie analizy klasycznej oraz geometrii nie przej-
mujg sie weale trudnosciami logicznymi, tkwigcymi u podstaw
teorii mnogosci i glosza, ze wspomniane trudnosci nie maja
zadnego wplywu na rozwo6j samej matematyki®l. W literatu-
rze fachowej natomiast coraz czeSciej i powszechniej spotyka
sie dzisiaj odréznianie pojecia zbioru od pojecia klasy 32. Ter-
minéw ,klasa” oraz ,,zbi6ér” nie uwaza sie obecnie za synoni-
my. Uwypuklenie tego stanu rzeczy wydaje sie byé wskazane.

Przypomnijmy tu jeszcze uwagi, odnoszace si¢ do pojecia

3 Zob, np. S. Lang, Algebra, Moskwa 1968, 39—40 oraz S. Maclane,
Gomotogija, Moskwa 1966, 40—41.

31 Zob. A. Mostowski, O niektérych nowych wynikach meta-mate-
matycznych dotyczacych teorii mnogosci, Studia Logica, 20 (1967), 99—
—100.

32 Zob. np. E. H, Spanier, Algebraic Topology, 1966. Na stronie 1 czy-
tamy: The terms ,set”, ,family”, and ,collection” are synonyms, and
the term ,,class” is reserved for an aggregate which is not assumed to
be a set (for example, the class of all sets). Por. takze artykut A. Mo-
stowskiego cytowany w poprzednim przypisku, a takze prace G. Cho-
queta i Z. Semadeniego, ktére sg cytowane w przypiskach 33 i 34.
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kategorii, poczynione przez G. Choqueta i Z. Semadeniego. Wy-
mienieni Autorzy pisza:

,Teoria ,kategorii” jest najmlodszym z wielkich narzedzi
matematyki. Nic nie §wiadezy tak silnie o jednosci matematyki
jak wlasnie ona. Stanowi ona nowy krok naprzéd w dziedzing
abstrakcji. Istotnie, zajmuje sie ona nie relacjami miedzy ele-
mentami jakiego$ ustalonego zbioru, ale relacjami miedzy
przedmiotami ustalonej ,kategorii”, a nawet relacjami miedzy
réznymi kategoriami. Fakt, ze taka og6lno$é nie pociaga za so-
ba trywialno$ci ani nawet ubdstwa tej teorii, nosi znamiona
cudu. A jednak tak jest, teoria ta jest w wielu dziedzinach
nieodlgcznym przewodnikiem mlodej generacji matematykow.
[..] Kategoria nie jest wigc zbiorem; wygodnie jest wyobrazi¢
ja sobie jako pewng klase przedmiotoéw, rozumiejge przez klase
co§ szerszego niz zbior” 33,

,UzyliSmy wyrazenia ,klasa obiektéw”, np. ,klasa wszyst-
kich grup”, ,klasa wszystkich przestrzeni topologicznych”. Ter-
miny takie nie sg dopuszczalne w klasycznym systemie aksjo-
matéw teorii mnogoéci (Zermelo — Fraenkel), z drugiej jednak
strony wyrzeczenie sig¢ ich spowodowaloby szereg formalnych
klopotéw. Nie moima by moéwié o klasie wszystkich morfizméw,
a to z kolei zaciemniloby definicje funktora (funktor jest to
Jfunkcja” z kategorii do kategoriji zachowujgca sie jak homo-
morfizm wzgledem skladania morfizméw, tzn. przeprowadza-
jaca identycznoéci na identycznosci i zlozenia na zlozenia). Z te-
go powodu teoria kategorii chetnie postuguje sie¢ systemem
aksjomatycznym von Neumanna — Bernaysa — Goedla, w kto-
rym takie pojecia sg dopuszczalne. Z drugiej strony aksjoma-
tyka ta nie usuwa wszystkich trudnosci teorii kategorii, bowiem
nie pozwala méwi¢ o kategorii funktoréw (funktor z kategorii
K; w kategorie K, jest podklasg klasy K; X K, i nie jest na

¥ G. Choquet, Analiza i Bourbaki, Wiadomo$ci Matematyczne 7
(1963—1964), 107—108,
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0go6} zbiorem, a wiec nie moze — w systemie von Neumanna —
Bernaysa — Goedla — by¢ elementem zadnej klasy)” 34.

Jest widoczne, ze uwagi powyzsze piyng z przes$wiadczenia
o priorytecie badan naukowych przed poddawaniem ich ,,po-
rzgdkowaniu” metodologicznemu. A takze z przeswiadczenia
o niedopuszczalnosci wszelkich ograniczen typu apriorycznego
w odniesieniu do rozwijajgcej sie nauki. Ona sama tworzy kry-
teria swego postepu. Czyni to przez swo6j dynamiczny rozwdj.
I tylko wtedy ma on istotnie miejsce. W przeciwnym wypadku
nastepuje okaleczanie nauki 3°. Te mySli byly nicig przewodnia
artykutu. Wydaje sig, ze zasluguja one na zwrécenie na nie
uwagi.

MENGEN UND KLASSEN

Der Begriff der Menge ist der Grundbegriff der Mathematik. Dieser
Begriff wurde implicite im Gebiete der Mathematik immer gebraucht,
obgleich explicite erst von G. Cantor zirka 1880 formuliert worden ist.
G. Cantor eine neue mathematische Disziplin, n&mlich die Mengenlehre,
geschafft hat. Es konnte scheinen, als ob alle mathematische Begriffe
auf der mengentheoretischen Basis greifbar sind. Erst die Entstehung
der Kategorientheorie diese Meinung verandert hat. Der Begriff der
Kathegorie kann man nicht in das Schema der klassischen Mengenlehre
aufsetzen, Die Kathegorie ist eine Klasse, doch nicht eine Menge (im
allgemeinen), Der Mathematik also notig ist nicht nur der Begriff der
Menge, aber auch der breitere Begriff der Klasse, Im Artikel dieses
Faktum betont worden ist. Dort befindet sich auch eine Vorstellung der
elementaren Klassenalgebra und die Diskussion iiber dem Mengenbriff.
Es wurde betont, dass die Axiomatik von von Neumann — Bernays —
Godel kann nicht der Kategorientheorie ganz geniigen. Darum, die
Sache von der historischen und reellen Seite betrachtend, muss man
der Mathematik die Prioritit in der Konstruktion ihrer Begriffe vor
einigen Voraussetzungen des apriorischen Charakters geben.

3¢ Z, Semadeni, Struktury w sensie Bourbakiego i kategorie, Prace
Matematyczne, 10 (1966—1967), 47,

35 Por. L. Geymonat, Filozofia a filozofia nauki, Warszawa 1966, szcze-
golnie rozdzial VI, 118—144,



