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1. Wstep.

Wyraz podzial albo klasyfikacja (terminéw tych uzywaé be-
dziemy zamiennie) moze byé rozumiany co najmniej dwojako.
Po pierwsze: w znaczeniu rzeczowym (kiedy chodzi o samga
czynno$é dokonywania fizycznego wyodrebniania jednych
przedmiotéw spoéréd drugich), po drugie: w znaczeniu logicz-
nym (kiedy wyodrebniamy myS$lnie podzespoly danej klasy
obiektow) 1. Nas interesuje podzial w znaczeniu logicznym.

Kazda klasyfikacja (w znaczeniu logicznym) jest dokonywa-
na w oparciu o pewng zasade podzialu. Jeden i ten sam zespét
pewnych elementéw mozna rozmaicie klasyfikowaé zaleznie od
przyjetej zasady podzialu. Klasyfikowanie jest zaliczane do
wstepnych czynnosci wiedzotwérczych 2, Uwaza sig, ze klasy-
fikacja spelnia, co najmniej, potréjne zadanie: 1° porzadkuje
material poznawczy nauki, 2° umozliwia opis klasyfikacyjny
danego przedmiotu rozwazanej nauki, 3° wskazuje na celowo$é

! Por. np. T. Kotarbiniski, Elementy teorii poznania, logiki formalnej
i metodologii nauk. Wroclaw — Warszawa — Krakéw 1961,2 356.
! Por. K. Pasenkiewicz, Logika ogélna, Warszawa 1968, 238—239.
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wprowadzania nowych pojeé do danej nauki. Przez to przy-
czynia sie do rozwoju danej nauki oraz do rozbudowywania
jej terminologii. Jest wiec zabiegiem wiedzotworczo waznym 3,

Z drugiej strony, w matematyce, powszechnie stosuje sie
zabieg polegajacy na tworzeniu podklas danego zbioru# przy
pomocy danej relacji réwnowaznosci. Skoro juz zostaly utwo-
rzone tzw. klasy abstrakeji relacji réwnowaznosei, konstruuje
sige z danego zbioru nowy zbiér, ktéry zwie sie zbiorem ilorazo-
wym, ze wzgledu na dang relacje rownowaznosci. W ten sposéb
postepuje sie np. w przypadku konstruowania ze zbioru liczb
naturalnych klasy liczb catkowitych, ze zbioru liczb calkowi-
tych klasy liczb wymiernych, ze zbioru liczb wymiernych klasy
liczb rzeczywistych. Zawsze odnosimy sie tu do odpowiedniej
relacji réwnowaznosci zachodzacej dla wyjSciowego zbioru,
z ktoérego rozpoczyna sie konstrukcja nowych tworéw mate-
matycznych 5.

Wydaje sie byé czym innym problem klasyfikacji, czym in-
nym za$§ konstruowanie klas ilorazowych w oparciu o relacje
réwnowaznoSci, zachodzacg dla elementéw zbioru wyjsciowego.
Jednakze, w same]j rzeczy, nie sg to istotnie rézne zabiegi. Ce-
lem artykulu jest wskazanie na zachodzace wzajemne zalez-
nofci miedzy wspomnianymi zabiegami naukotwoérezymi.

2. Podzial zbioru

Rozpoczniemy od przypomnienia okre§lenia podziatu, albo

klasyfikacji.
Definicja 2. 1. Niech dany bedzie zbiér niepusty A. Klasa
jego zbioréw A;, i =1, 2 ..., n, nazywa sie podzialem danego

zbioru, jezeli spelnione sg nastepujgce dwa warunki:

3 Jak wyzej, 244.

4 Terminéw ,,zbiér* oraz ,klasa* uzywaé bedziemy w tym artykule,
ze wzgledéw stylistycznych, zamiennie.

5 Zob. np. H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspélczesnej, Warsza-
wa 1968, 85—91.



[3] Klasy ilorazowe i podzialy 39

1° A;-A; = O dlai = j (warunek rozlgcznosci),
2° A= A; + Ay + ...+ A, (warunek adekwatnosci).

Warunek pierwszy mowi, ze podzbiory A; sa parami roz-
laczne., Warunek drugi glosi, ze suma wszystkich podzbioréw
daje caly zbior wyjsciowy A.

Przyklady podzialéw: 1) Zbiér wszystkich ludzi sklasyfiku-
jemy, jezeli do jednej klasy zaliczymy wszystkich mezczyzn,
do drugiej za§ — wszystkie kobiety. Zasada podzialu jest tutaj
wlasno$é: by¢ tej samej plci. Dwa elementy x oraz y rozwa-
zanego zbioru nalezg do jednej i tej samej klasy wtedy i tylko
gdy x oraz y sa tej samej plci. Nietrudno spostrzec, ze wa-
runki 1° oraz 2° definicji 2.1. sg spelnione.

2) Zbiér ludzi sklasyfikujemy, jezeli wydzielimy w nim trzy
klasy nastepujaco: klase pierwsza stanowi¢ bedg ci wszyscy,
ktorzy posiadajg stale zameldowanie w jakim$ miesScie woje-
wodzkim; klase drugg te osoby, ktére sa zameldowane na state
w miescie powiatowym; klase trzecig osoby zameldowane na
state w jakim$ innym miescie, osadzie, czy wiosce. Zasadg po-
dziatu jest tu wlasnoséé: posiadaé stale zameldowanie w danego
rodzaju miescie., Jest widoczne, ze oba warunki, wymagane
przez definicje¢ 2.1 sg spelnione.

Najprostszym rodzajem podziatu logicznego jest tzw. podzial
dychotomiczny, czyli dwudzielny. W tym przypadku dany
zbiér dzieli sie na dwie klasy w ten sposob, ze do jednej klasy
zalicza sie te i tylko te elementy, ktéore posiadajg dang ceche
(wzglednie zespét cech), do drugiej za$ elementy pozostate,
tj. nie posiadajgce danej cechy (wzglednie danego zespolu cech).
Tutaj zasadg podzialu jest interesujaca nas cecha (wzglednie
zesp6t cech).

Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 2.2. Niech dane bedg dwa podzialy niepustego
zbioru A. Niech podzial pierwszy bedzie realizowany przez
klase podzbioréw {A;}, za§ podzial drugi — przez klase pod-
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zbioréw {B;}. Utwoérzmy nowa klase podzbioréw {C.}, gdzie
Cy = A;+B;, dla wszystkich mozliwych par i, j. Wowezas klasa
Cy stanowi podzial zbioru A.

Dowéd. Warunek rozigcznosci dla zbiorow C, wynika latwo
z zachcdzenia tegoz warunku zaréwno dla zbioréw A; oraz B;.
Podobnie warunek adekwatnosci spelniony i dla pierwszego
i dla drugiego podzialu implikuje spelnienie sie go takze dla
rozwazanego nowego podziatu Cy.

Istotnie, niech Cy = A; - Bj, C; = Aq .« B;, gdzie k £ p, czyli
(i, ) # (@ r), a wiec badz i %= q, badz j # , badz i jedno
i drugie. Woweczas, przyjmujac i %% q, bedziemy mie¢ Cy « C, =
= (Ai*Bj)) - (Aq+B:) = (Ai"Ag) " (B;"B) = 0" (B;"By) =
= O, zgodnie ze znanymi prawami algebry zbioréw. Podobnie
dowodzi sie w pozostalych przypadkach. A wiec warunek 1° de-
finicji 2.1 jest spelniony przez klase podzbioréw C.

Z definicji podzbiorow C; wynika, ze dla kazdego k istnieja
takie i oraz j, ze Cy CA; oraz Cy(B;. Zatem bedziemy mie¢:
Ci+Cy+ -+ Ci=A; By + Ay =By + =+ + Ay - By +
+ Ay + By + Ay« By + Ay + By 4 e + Ay By + eee +
+Au‘B1+A,,'B2+“‘+‘Au?Bt=A12(B1 +B2+
+ e+ B) + Ay (By + Ba+ e + B)+ 0 + Ay (B +
By + eee + B) = A1+ A+ Az Af oo + Ay c A= (A +
+ Ay + - + A)+A=A-A = A, Zatem warunek 2° de-
finicji 2 + 1 jest rowniez speiniony.
réwniez speiniony.

Przyjmuje sie nastepujgcg umowe:

Definicja 2. 3. Podzial zbioru A, o ktérym jest mowa w twier-
dzeniu 2.2, nosi nazwe iloczynu dwu podzialéw danego zbioru.

Przyklad. Rozwazmy zbiér wszystkich ludzi. Zastosujmy ja-
ko zasade podziatu spelnienie sie obu warunkéw wymienionych
w podziatach z przykiladu 1) oraz 2). Otrzymany nowy podzial
zbioru wszystkich ludzi, bedgcy iloczyn dwu pierwszych po-
dzialow. Sklada¢ sie on bedzie z 6 elementéw: klasy mezczyzn
posiadajgcych state zameldowanie w jakim$ miescie wojewodz-
kim, klasy kobiet zameldowanych na stale w jakim§ miescie
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wojewoddzkim, klasy meziczyzn zameldowanych na stale w ja-
kim§ miescie powiatowym, klasy kobiet zameldowanych na
stale w jakim$ mie$cie powiatowym, klasy mezczyzn posiadaja-
cych stale zameldowanie w jakiej$§ innego rodzaju (niz wyzej
wymienione) miejscowosci, klasy kobiet zameldowanych na
state w jakiejs innej (niz wyzej wymienione) miejscowosci.

Mozna méwi¢ o podpodziale danego podzialu, wzglednie
o podziale subtelniejszym w stosunku do danego podziatu.
Terminologie te precyzuje nastepujgca

Definicja 2.4. Podzial [B;] zbioru A nazywa sie subtelniejszy
od podziatu [C;] zbioru A (inaczej: jest jego podpodziatem),
jezeli dla kazdego wskaznika i istnieje taki wskaznik j, ze
podzbiér B; jest zawarty w podzbiorze C; (wskazniki i oraz j
przebiegaja pewne, na ogo! réine, ilosci elementow).

Z definicji 2.4 i 2.3 oraz twierdzenia 2.2 wynika nastepujace

Twierdzenie 2.5. Iloczyn dwu podzialdw danego zbioru jest
podpodziatem kazdego z podzialow skladowych.

3. Zbioér ilorazowy.

Teraz, z kolei, przejdziemy do omoéwienia konstrukcji zbioru
ilorazowego. W tym celu przypomnimy najpierw pojecie re-
lacji rownowaznosci.

Definicja 3.1. Niech R bedzie relacja dwuczionows, okreslo-
ng w jakims$ zbiorze A. Relacje R nazywa sie rownowaznoscig,
jezeli spelnione sa nastepujace trzy warunki:

1) dla kazdego x€A zachodzi xRx,

2) dla kazdych dwu elementéw x, y € A zachodzi implikacja:
jezeli xRy, to yRx,

3) dla kazdych trzech elementéw x, y, z € A ma miejsce wy-
nikanie: jezeli xRy oraz yRz, to xRz.

Jezeli relacja R speinia warunek pierwszy, nazywa sie re-
lacjg zwrotng, jezeli speinia warunek drugi — relacjg syme-
tryczna, jezeli warunek trzeci —- relacja przechodnig. Mozna
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wiec powiedzie¢, ze R jest relacja réwnowaznosci wtedy i tyl-
ko, gdy R jest zarazem relacjg zwrotng, symetryczng i prze-
chodnig.

Przyktadéw relacji réwnowaznosci mozna podawaé bardzo
duzo. Wéréd zbioru wszystkich ludzi relacja okreslona nastepu-
jaco: posiada¢ ten sam wzrost, jest relacjg réwnowaznosci.
Zachodzenie wymaganych trzech warunkéw w definicji 3.1
jest widoczne. Podobnie relacje réwnosci liczb, przystawania
figur geometrycznych, réwnoleglosci prostych na plaszczyznie,
rownolegosci plaszezyzn w przestrzeni sg relacjami réwnowaz-
nosci, co latwo jest sprawdzié. :

Zamiast relacja rownowaznosci mowi sie takze krétko row-
nowaznos$¢.

Przypusémy teraz, ze dany mamy jakis§ niepusty zbior A
i relacje r6wnowaznosci (dwuargumentowsg) R okres§long w tym
zbiorze, Uméwmy sie zalicza¢ do jednej klasy te elementy x
zbioru A, miedzy ktérymi zachodzi réwnowaznos¢ R. Dla do-
wolnego a & A zbiér tych wszystkich x€A, ktére pozostaja
z elementem a w relacji R oznacza¢ bedziemy przez[a]. Zwy-
kle zbiér [a] zwie sie warstwg zbioru A utworzong przez ele-
ment a€A. Element a zwie sie reprezentantem warstwy [a].
Ze zwrotnosci relacji R wynika, ze a€[a). Jezeli jaki$ ele-
ment b€[a], to wowczas [b] = [a]. Rzeczywiscie. Niech bo-
wiem jaki§ x€[a]. Woéwezas jest xRa. Skoro za$ b&fa], to jest
takze bRa. Ale z symetrii relacji R wynika, ze zachodzi takze
aRb. Wobec tego, z obu warunkéw: xRa oraz aRb, na mocy
przechodnioéci relacji R wynika xRb. znaczy to, ze x€[b],
czyli klasa [a] jest zawarta w Kklasie [b]. Zupelnie podobnie
wykazuje sie, ze klasa [b] jest zawarta w klasie [a]. Mamy
zatem [a] = [b]. Przeto rézne warstwy nie posiadajg parami
elementéw wspdlnych, sg wiec parami rozlgczne. Jednocze$nie
suma wszystkich warstw, ktére tworzy dana relacja réwnowaz-
nosci w zbiorze A daje, oczywiscie, caty zbior A. Otrzymujemy
wiec

Twierdzenie 3.2. Kazda relacja réwnowazno$ci R zadana
w zbiorze A okre§la jego podziat na klasy.
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Zazwyczaj zbiér warstw zbioru A otrzymanych przy pomocy
pewnej relacji réwnowaznosci R, okreS§lonej dla elementéw
rozwazanego zbioru, oznacza sie przez A/R. Zbiér ten zwie
sie zbiorem ilorazowym, albo klasg ilorazowa (dokladniej:
zbiorem (klasg) ilorazowym (ilorazows) wyznaczonym (wyzna-
czong) przez dang relacje rOwnowaznosci).

Mozna méwi¢ o odwzorowaniu zbioru A na zbiér ilorazowy
A/R, okreSlonym nastepujaco: dowolnemu elementowi x zbioru
A przyporzadkowuje sie warstwe [x], do ktérej on nalezy. Od-
wzorowanie to nazywa sie odwzorowaniem kanonicznym zbioru
A na zbidér A/R.

Przyklady: 1) Relacja réwnosci miedzy liczbami wyznacza
podzial na klasy. Do jednej warstwy zalicza sie liczby rowne
miedzy soba. Zbiér ilorazowy sklada sie tu z tego rodzaju
warstw.

2) Relacja réwnoleglosSci miedzy plaszcezyznami w przestrzeni
wyznacza podzial na klasy. Do jednej warstwy zalicza si¢ kla-
s¢ plaszczyzn wzajemnie do siebie réwnoleglych. Zbor ilorazo-
wy tutaj jest zlozony ze wszystkich tego rodzaju warstw.

3) Niech dany bedzie jaki$§ zbidr Z, skladajacy sie z dowolnej
liczby elementéw, przy czym zakladamy jedynie, ze kazdy
z nich jest badZz czerwony, badZz zielony. Zaliczmy do jednej
klasy wszystkie te i tylko te przedmioty, ktére sg tego samego
koloru. Jest widoczne, ze otrzymany w ten sposéb podzial da-
nego zbioru Z na dwie warstwy. Relacja: byé tego samego
koloru, jest, oczywiscie, réwnowazno$cia. Tutaj zbér ilorazowy
sklada sie tylko z dwu elementow.

Wspomnijmy, ze warstwy wyznaczone przez dang relacje
réwnowazno$ci R noszg takze nazwe klas abstrakeji relacji R.
Postugujac sie tg terminologia powiemy, ze w przykltadach
1) oraz 2) klas abstrakcji jest nieskonczenie wiele, natomiast
w przykladzie 3), jak to widzieliémy przed chwila, sg jedynie
dwie klasy abstrakeji (rozpatrywanych odpowiednio relacji
rownowaznosci).

Bylo juz wspomniane we Wstepie, Ze przy pomocy pewnej
relacji réwnowaznosci, zachodzacej miedzy liczbami natural-
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nymi, konstruuje sie liczby calkowite. Dla wyrazistosci roz-
wazan przypomnijmy pokrétce interesujacg nas konstrukcje.

Niech N oznacza zbidr liczb naturalnych. Rozwazaé¢ bedziemy
elementy iloczynu kartezjanskiego, czyli produktu, zbioru N
przez siebie. Inaczej méwiagc rozwazaé bedziemy wszystkie pary
uporzagdkowane postaci (m, n), gdzie m oraz n sg liczbami
naturalnymi. Wsréd zbioru wspomnianych par uporzadkowa-
nych liczb naturalnych okre$lmy relacje R w sposob nastepu-
jacy. Powiemy: dwie pary (m, n) oraz (p, q) pozostajg do
siebie w relacji R, jezeli m + q = n 4 p, czyli jezeli pierwsze
elementy rozwazanych par réznig sie od siebie tak samo, jak
drugie elementy tych par. Korzystajac ze znanych wlasnosci
dzialania dodawania liczb naturalnych (fgcznosé i przemien-
no$é) oraz relacji identycznosci =, latwo jest wykazaé, ze
okres§lona wyzej relacja R jest zwrotna, symetryczna i prze-
chodnia. Jest wiec relacjg rownowaznosci 6.

Z twierdzenia 3.2 wynika, ze relacja R dzieli produkt N)XN
na klasy abstrakcji, czyli warstwy. Te wlasnie klasy abstrakeji
rozpatrywanej relacji R nazywa sie liczbami calkowitymi.

Przyporzadkujmy klasie o reprezentancie (x + a, x), gdzie
a jest pewng ustalong liczbg naturalng, za§ x dowolng liczbg
naturalng, liczbe a. Otrzymujemy woéwczas odpowiednio$¢
wzajemnie jednoznaczng miedzy wspomnianej postaci klasami
a liczbami naturalnymi. Klasy te nazwijmy liczbami calkowi-
tymi dodatnimi. Klasa postaci (x, x) wyznacza liczbe calkowitg
zero. Klasa postaci (x, x 4 a) wyznacza liczbe calkowitg ujem-
ng —a. W ten sposéb otrzymujemy wszystkie liczby calkowite:
dodatnie, ujemne i liczbe zero.

Z przedstawionej tu konstrukcji widaé, ze (Scisle rzecz bio-
rac) liczby naturalne nie sg, jak to zwykle sie moéwi, szczegdl-
nym przypadkiem liczb calkowitych. Liczby calkowite sg inne-
go typu bytami niz liczby naturalne. Nalezy wiec odréznia¢
liczbe naturalng 3 od liczby calkowitej dodatniej 3. Podobnie
rzecz sie ma z liczbami calkowitymi oraz utamkami postaci p/q,

¢ Jak wyzej, 88.
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gdzie p jest podzielone przez g. Nie nalezy utozsamiaé liczby
calkowitej ¢ z ulamkiem postaci cr/r. Liczba calkowita c¢ oraz
ulamek postaci cr/r sg innego typu bytami. Ulamek cr/r jest
klasg abstrakcji pewnej relacji rownowaznosci zachodzacej
miedzy liczbami calkowitymi, podobnie jak sama liczba catko-
wita ¢ jest klasg abstrakcji podanej wyzej relacji réwnowaz-
nosci zachodzacej wsréd liczb naturalnych. Z drugiej strony,
oczywiScie, ma miejsce izomorfizm (ze wzgledu na dzialania
arytmetyczne) miedzy liczbami naturalnymi a liczbami calko-
witymi dodatnimi oraz miedzy liczbami calkowitymi ¢ a ulam-
kami postaci cr/r.

Przechodzimy obecnie do przedyskutowania zwigzku zacho-
dzacego miedzy operacjg podzialu zbioru a konstrukcjg zbioru
ilorazowego.

4. Podzial zbioru a zbiér ilorazowy

Przypusémy, ze mamy dany jaki§ podzial zbioru niepustego
A. Zatem spelnione sg warunki 1° oraz 2° definicji 2.1. Pa-
mietamy, ze kazdy podzial jest dokonywany w oparciu o pewng
zasade podzialu. Przy jej pomocy sg wydzielone podzbiory A;
danego zbioru A, ktére sg elementami dokonanego podzialu.
Zdefiniujmy teraz relacje R nastepujaco. Zachodzi ona miedzy
dwoma elementami x oraz y ze zbioru A wtedy i tylko gdy
elementy te nalezg do tego samego podzbioru A;. Jest widocz-
ne, ze tak okreslona relacja R jest zwrotna, symetryczna i prze-
chodnia. Jest wiec relacja réwnowaznosci, W ten sposdb otrzy-
mujemy nastepujace proste

Twierdzenie 4.1. Kazda zasada podzialu dowolnego niepuste-
go zbioru A wyznacza pewng relacje rownowaznosci zachodza-
cg miedzy elementami danego zbioru.

Z drugiej strony, jezeli mamy dang relacje réwnowaznosci
w zbiorze A, to ona okre§la podzial tego zbioru na warstwy
(twierdzenie 3.2.). Konsekwentnie mozna dalej méwi¢ o zbiorze
ilorazowym w stosunku do danej relacji réwnowazno$ci. I od-
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wrotnie, jezeli mamy do czynienia ze zbiorem ilorazowym
A/R, to tym samym dany jest podzial danego zbioru A, jak
réwniez relacja R. Zachodzi wiec obustronna implikacja mie-
dzy relacjg réwnowaznosci a zbiorem ilorazowym. Konkludu-
jemy przeto

Twierdzenie 4.2. Zbiér ilorazowy wyznacza jednoznacznie
pewna relacje rownowaznosci.

Zgodnie z twierdzeniem 3.2 réwnowazno$é¢ okresla podzial
danego zbioru. Podzial natomiast pozwala sformulowaé zasade
klasyfikacji elementéw rozpatrywanego zbioru. Otrzymujemy
zatem C

Twierdzenie 4.3. Zboér ilorazowy wyznacza zasade podzialu
danego zbioru.

W ten sposéb dochodzimy do interesujacego nas zwigzku.
Kazdy podzial wyznacza pewng relacje rownowaznosci. Kazda
relacja rownowazno$ci wyznacza podzial zbioru. Albo inaczej:
kazda zasada podzialu pozwala utworzyé¢ zbiér ilorazowy. Kaz-
dy zbiér ilorazowy, dajacy podzial zbioru rozpatrywanego, poz-
wala sformulowaé odpowiednig zasade podziatu. Widzimy wiec,
ze oba zabiegi poznawcze: dokonywanie podzialu zbioru oraz
konstrukecja zbioru ilorazowego sa, w zasadzie, jednym i tym
samym, $ciSlej, sg miedzy sobg réwnowazne.

Zwr6émy jeszcze uwage na aspekt epistemologiczny rozpa-
trywanego zagadnienia. Dzieki temu uzyska si¢ pelniejsze uje-
cie calej problematyki. Strona formalna zagadnienia nie bedzie
jedynym omawianym aspektem problemu.

5. Konstrukcja zbioru ilorazowego a czynno$é abstrahowania

W tym celu przypomnijmy najpierw, ze termin ,,abstrakcja“,
badz tez przymiotnik ,,abstrakcyjny*, posiada wiele znaczen.
Moéwi sie przeciez i o pojeciach konkretnych i o pojeciach
abstrakcyjnych, ale takze i o rozumowaniach konkretnych
i o rozumowaniach abstrakecyjnych, jak réwniez i o naukach
konkretnych i o naukach abstrakcyjnych itd. Ten stan rzeczy
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wydaje sie byé konsekwencjg pochodzenia samego terminu
yabstrakcja* wzglednie ,abstrakcyjny®. Etymologicznie trzeba
tu siegnaé¢ do wyrazu lacinskiego abstraho, co po polsku znaczy
odrywam, I to wlasnie co zostalo ,,oderwane‘ nosi nazwe
yoderwanego czyli ,,abstrakcyjnego®. ,Przedmioty oderwane*
czyli ,,abstrakty moga byé rozumiane dwojako. A wiec badz
jako cechy czy stosunki my$lowo oderwane od pewnego kon-
kretu, badz jako to, co zostaje z danego konkretu po oderwaniu
odert jakich$§ cech. Przykladem pierwszego rodzaju abstraktéw
moze stuzy¢ np. pojecie czerwieni, zieleni. Przykladem dru-
giego — pojecie czlowieka w ogdle, pojecia deba w ogdle.”

Uwzgledniajac zlozono$é¢ istniejacych konkretnych przedmio-
tow mozna sprawe przedstawié nastepujaco: ,Jesli kazda rzecz
" jest kompleksem wielu elementéw, to w tej wielosci elemen-
tow, skladajacych sie na rzecz, sg elementy konstytuujace
i elementy pochodne, wyemanowane; elementy ,noszgce*
i ,noszone. Proces ujawniania elementéw konstytutywnych —
czyli formy rzeczy, ktéra po ,,ujawnieniu sie®, a wiec po oder-
waniu od niej zwigzanych z nig elementéw jednostkowo-ma-
terialnych (taka oto dlugos¢, grubosé, barwa skory, wlosa itp.)
staje sie ,,0g6lng*, poznawalng — nazywa sie wlasnie procesem
abstrakecji. Abstrakcja w nas odbywa sie badZ spontanicznie,
badZz tez z rozmystem®.?

Od strony logicznej mozna nadto wsréd cech abstraktéw
wyrozni¢ cechy pierwotne oraz wtorne. Cechy pierwotne to
bedg te, ktore do swego okreslenia nie wymagajg odwolania
sie do innych poje¢. W przypadku przeciwnym — noszg nazwe
cech wtéornych. Jako przyklad cech pierwszego rodzaju moze
sluzy¢ pojecie diugosei, jako drugich — pojecie gestosci. Cechy
wtérne bywajg nazywane takze cechami pochodnymi®.

Na interesuje zagadnienie zwigzku zachodzacego miedzy
konstruowaniem klasy ilorazowej, a czynnoécig abstrahowania.

7 T, Kotarbinski, dz. eyt., 73—74.

¢ M. A. Krapiec, Metafizyka, Poznan 1966, 77—78.

9 Por. K. Ajdukiewicz, Logika pragmatyczna, Warszawa 1965,
255—256.




48 M. Lubanski [12]

Albo w sformulowaniu rownowaznym: zagadnienie zwigzku
zachodzacego miedzy Kklasyfikacja a abstrahowaniem. Albo
jeszcze inaczej: zagadnienie zwigzku zachodzacego miedzy re-
lacjg réwnowazno$ci a abstrahowaniem, W celu przedstawienia
tego problemu zacytujemy fragmenty wypowiedzi logika oraz
matematyka. Sg one tak przejrzyste, ze nie wymagaja zadnego
komentarza. A oto one:

»Tak przeto przedmioty, ktére posiadaja wspolng wlasnosé
w postaci stosunku jednoznacznego laczacego kazdy z nich
z jakim$ jedynym przedmiotem, sa ze wzgledu na owg wspdlng
wlasnosé sobie réwne. Na odwrét, kazdg réwnosé mozna roz-
lozyé na iloczyn wzgledny stosunku jednoznacznego i jego
odwrotnosci, gdzie w czlonie posrednim wystepuje wspolna
wlasno$é przystugujaca przedmiotom réwnym. Takie wyodreb-
nienie owej wspolnej wlasnosci nosi nazwe abstrakceji
(jako logiczny odpowiednik abstrakeji psychologicznej), a pra-
wem abstrakcji nazywamy twierdzenie, wedlug ktérego
zawsze i tylko, jezeli miedzy elementami pewnego zbioru za-
chodzi stosunek symetryczny, zwrotny i przechodni, istnieje
wlasno§é wspdlna przedmiotom nalezacym do pola stosunku
i charakteryzujgca te przedmioty; przez abstrakcje uzyskuje
sie pojecie dowolnej liczby jako wspdlnej wlasnosci klas row-
nolicznych, pojecie jednakowej temperatury jako wspélnej
wlasnosci cial pozostajacych w réwnowadze termicznej itp.* 10

»Z podzialem na klasy wigze sie jedna z najciekawszych
wlasnos$ci umystu ludzkiego: zdolno$é do abstrahowania, pole-
gajaca na tym, ze pomija sie réznice miedzy elementami tej
samej klasy, a klasy ujmuje sie jako nowe indywidua
(-,abstrahuje sie¢ od réznic indywidualnych*). Na pierwszy rzut
oka zdawaloby sie, ze abstrahowanie zuboza $wiat pojeé, lecz
jest wladnie przeciwnie: wiekszo$¢ pojeé (np. matematycznych)
powstala i powstaje przez przechodzenie do przestrzeni ilora-
zowej X/R wzgledem relacji réwnowaznosci R. [...] Przykladéw
z ,zycia®“ (pozamatematycznego) jest legion: na odpowiednich

19 T, Czezowski, Logika, Warszawa 1968 2, 161,
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zbiorach relacje takie, jak jednakowo ciezki, jednakowo dlugi,
réwnego wieku, jednakowej barwy, jednakowo cieply, prowa-
dza do takich ,,abstrakcyjnych‘ pojeé, jak ciezar, dlugosé, wiek,
barwa, temperatura itd.* 1

Stwierdzamy wiec, ze abstrahowanie oraz konstruowanie
klasy ilorazowej sg czynnos$ciami rownowaznymi. W ten sposéb
powieksza sie cigg odpowiednich réwnowaznosci. Wérod jego
czlonkéw mozna wymienié zaréwno posiadanie zasady podzialu,
jak i odpowiedniej relacji réwnowazno$ci, tworzenia klasy
ilorazowej, czy tez czynnosci abstrahowania.

6. Uwaga koncowa

Z powiedzianego wyzej widzimy, ze tak zdawaloby sie rézne
pojecia jak podzial zbioru (inaczej klasyfikacja), relacja réwno-
waznosci, zbior ilorazowy, abstrakcja sg ze sobg Scisle powia-
zane. Stanowia cigg rownowaznych miedzy sobg pojeé. Ujmu-
jac rzecz od strony formalnej nalezy zauwazyé, ze gdy sie
moéwi o relacji réwnowaznosci okreslonej w danym zbiorze oraz
o zasadzie podzialu danego zbioru, to wéwczas zaréwno relacja
réwnowaznosci jak i zasada podzialu ,,dzialajg“ na produkcie
danego zbioru przez siebie. Natomiast dokonanie klasyfikacji
wzglednie skonstruowanie klasy ilorazowej daje ,,nowy® twor
nabstrakeyjny*.

Klasyfikacja rozumowan jest jednym z waznych, a zarazem
trudnych, probleméw naukowych. Wydaje sig, ze wskazanie na
zachodzacy ciag réwnowaznosci moze sluzyé pewnag pomocy
przy niektérych rozwazaniach odnoszacych sie do wspomniane-
go zagadnienia. Zarazem daje ,negatywna” norme odno$nie do
prawidlowo$ci dokonywanych klasyfikacji. A to czesto jest
praktycznie wazne.

Zwroty: ,podzial zbioru”, ,zbiér ilorazowy”, ,abstrakcja”
moga byé traktowane jako wyrazenia wziete z réinych jezy-

11 ¥, Maurin, Analiza, Cze§¢ 1, Elementy, Warszawa 1971, 18—19.

4 — Studia Phil. Christianae
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kow. Wyrazenia te, jak juz wiemy, sa wzajemnie przekladalne.
Powstaje pytanie czy jest rzeczg mozliwa zbudowaé ogdlng
teorie, dla ktérej wymienione jezyki bylyby modelami. Cho-
dziloby tu o pewng analogie, jaka zachodzi miedzy cybernetyka
a fizjologig, elektronikg, systemami ekonomicznymi. Je$li na-
zwalibysmy, dla krotkosci, fizjologie, elektronike, systemy eko-
nomiczne jezyzami, to cybernetyka w stosunku do nich jest
0gblng teorig, one za$ jej modelami. Czy co$ podoktnego da sie
uczyni¢ w odniesieniu do zagadnienia, ktérym zajmowaliSmy
sie w tym artykule? Wydaje sig, ze budowanie teorii ,,scala-
jacych® rozne dziedziny jest warte uwagi badawczej.

FAKTORKLASSEN UND BEGRIFFSZERLEGUNGEN

(Zusammenfassung)

In der Logik spricht man von der Begriffszerlegung (oder Klassifi-
kation), in der Mathematik, — von den Faktorklassen, in der Philo-
sopie — von der Abstraktion. Es scheint, dass die Klasssifikation, das
Konstruieren der Faktorklassen mit der Hilfe der Aequivalenzrelation
und die Abstraktion etwas ganz anderes sind. In der Wirklichkeit doch,
die ausgezidhlten Erkenntnisverfahren essentiell nicht verschiedene Ope-
rationen sind. Im Artikel zeigt man die Wechselrelationen welche hier
gelten. Speziell beweisst man dass sie dquivalent sind.

Es scheint, dass die Bemerkungen dieses Artikels wegen dem Klassifi-
kationsproblem der Denkarten Hilfe leisten mdgen. Man kann hier
mindestens die so genannte negative Norm erreichen.

Man stellt ein Problem: kann man eine allgemeine Theorie, fiir
welche die Klassifikation, die Faktorklassen und die Abstraktion als
Modelle gelten, schaffen? Fiir dieses Problem haben wir einen Ana-
logon in der Kybernetik. Solcher Art ihre Beziehung zur Physiologie,
Elektronik und der ekonomischen Systeme ist.



