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1. Wprowadzenie

Zagadnienie systematyzacji wiedzy ludzkiej jest jednym
z wazniejszych zagadnien filozofii nauki. Wobec wzrastajgcej
dyferencjacji nauk oraz ogromnego powiekszania sie ilo$ci in-
formacji naukowej poszukiwanie schematéw unifikujgcych
wiedze ludzka wydaje sie by¢ tym bardziej wazne. W szczegdl-
noéci chodzi¢ moze o systematyzacje interesujacej nas jednej
nauki. Historia mysli ludzkiej wskazuje, ze poszczegélne nauki
powstajg jako odpowiedZ na pytania stawiane badZ przez po-
trzeby zycia codziennego, badz przez istniejace juz wczes$niejsze
nauki. Z tego tez wzgledu dokonuje sie zabiegu systematyzacji
nauki juz istniejacej. Kazda systematyzacja jest, z reguly, tym-
czasowa, poniewaz dalszy rozwdj danej galezi wiedzy moze
ujawni¢ takie cechy, ktore okazg sie wazne dla zagadnienia sy-
stematyzacji. Dzigki systematyzacji danej nauki uzyskuje sie
zrozumienie jej istotnego sensu, a takze ujrzenie perspektyw
jej rozwoju 1,

1! Por. D. Gierulanka, Zagadnienie swoisto§ci poznania matematycz-
nego, Warszawa 1962, 153—155.
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Matematyka jest nauka o kilku charakterystycznych cechach.
Po pierwsze posiada charakter kumulacyjny. Przejawia sie¢ on
w tym, ze matematyka nie traci nigdy nic ze swego stanu po-
siadania. Jej granice ustawicznie sie powiekszajg? Po drugie,
matematyka jest uniwersalna. Nie ma takiej rzeczy, ktéra by-
taby jej obca. Matematyka moze byé rozpatrywana jako nauka
o rzeczywistosci 8. Po trzecie, matematyka utrzymuje nieprze-
rwany kontakt z empiria, za$ jej najogdlniejsze nawet kon-
strukecje stanowig niezwykle uzyteczne narzedzie do poglebio-
nego poznawania przyrody ¢ Abstrakcyjne uogolnienia musza
sie zaczyna¢ i konczyé¢ na tym, co konkretne oraz szczegoélowe 5.
Po czwarte, matematyka jest bardzo bogata w idee. W jej hi-
storii przewijaja sie najwspanialsze mys$li niezliczonych po-
kolen ¢,

Totez, nic dziwnego, ze zagadnienie systematyzacji matema-
tyki jest problemem zlozonym i trudnym. Historia matematyki
notuje rézne zabiegi systematyzacyjne odnoszace sie do niej
catej, wzglednie do niektérych tylko jej dzialéw. Wymienié¢ tu
mozna przykladowo: systematyzacje geometrii wedlug tzw.
programu z Erlangen F. Kleina, propozycje M. Geigera, prébe
konwencjonalistyczno-formalistyczng itp. 7

W artykule dokonuje sie przegladu trzech wspdlczesnych
koncepcji, ktére moga stuzyé¢ jako podstawy do systematyzacji
matematyki, jezeli nie calej, to przynajmniej waznych jej frag-
mentéw. Koncepcjami tymi sg: pojecie struktury w sensie Bour-
bakiego, pojecie kategorii oraz pojecie systemu algebraicznego.
Koncepcje te nie moga by¢ uwazane za ostateczne. Rozwdj ma-
tematyki jest olbrzymi. Wszystko wydaje sie wskazywaé na to,

2 Zob. A. Aaboe, Matematyka w starozytnosci, Warszawa 1968, 6.

3 H. Steinhaus, Kalejdoskop matematyczny, Warszawa 1956, 6.

4 L. Geymonat, Filozofia a filozofia nauki, Warszawa 1966, 210.

5 R. Courant, Matematyka w $§wiecie wspdiczesnym, w: Matematyka
w Swiecie wspdlczesnym, Warszawa 1966, 13.

6 D. J. Struik, Krétki zarys historii matematyki do konca XIX wieku,
Warszawa 19632, 9.

7 Por. D. Gierulanka, dz. cyt., 156—170.
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ze matematyka nie da sig zamkng¢ w pewnych, z géry przyje-
tych, koncepcjach. W matematyce bowiem dedukcja winna by¢é
uzupelniana intuicja, za$§ ped ku postepujacym uogélnieniom
musi byé hamowany oraz réwnowazony umilowaniem i posza-
nowaniem barwnych szczegélow 8. To zwigzane jest, z jednej
strony z rozwazaniem zagadnien szczegélowych, z drugiej zas
— z powigzaniem z elementem empirycznym, ktéry, jak dobrze
wiadomo, stanowi obfite i niewyczerpane zrédlo dla istotnie no-
wych idei, mysli.

2. Struktury

Pojecie struktury zostalo wprowadzone przez Bourbakiego.
Jest ono powigzane z metodg aksjomatyczna, ktéra sama przez
sie prowadzi, w pewnym przynajmniej znaczeniu, do unifika-
cji matematyki. Z tego wzgledu zwrécimy najpierw uwage na
istotne, z interesujacego nas punktu widzenia, aspekty metody
aksjomatycznej.

2.1. Metoda aksjomatyczna.

Teoria zbudowana aksjomatycznie, z reguly, posiada wiele
interpretacji. Dzieki temu zwieksza sie mozliwo$¢ stosowania
matematyki w innych naukach, zwlaszcza w fizyce. Zarazem
daje to oszczedno$¢ czasu i oznaczen. Metoda aksjomatyczna
pozwala badaé cale rodziny twordéw pozostajacych miedzy sobg
w pewnym zwigzku. Otrzymuje sie wowczas znacznie bardziej
og6lne twierdzenia. Takze znajomo$é poszczegblnych tworéw
staje sig lepsza. Na przyklad w analizie funkcjonalnej rozpatru-
je sie w ogdlny sposéb zbiory elementdéw z postulowanymi dla
nich pewnymi wlasnosciami. Na tej podstawie wyprowadza sie
twierdzenia. A nastepnie wykazuje, ze zachodzg one w réoznych
dzialach matematyki. Zamiast wiec powtarzaé, w zasadzie to
samo rozumowanie, kilka razy w roznych galeziach matema-

8 R. Courant, art. cyt., 13.
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tyki, przeprowadza sie je jeden raz, a potem jedynie powotuje
sie na nie odpowiednig ilo§¢ razy. Metoda aksjomatyczna umoz-
liwia Scisle ujecie teorii matematycznych. Dzieki aksjomatyce
rachunek prawdopodobieristwa uzyskal mocne podstawy oraz
jednolito$é. Z powiedzianego widaé, ze matematyka wspotcze-
sna moze byé nazwana ,relacyjna”. Ta wlasnos¢ pocigga za so-
ba wewnetrzny dynamizm matematyki. Jest to szczegélnie cen-
ne z racji na aplikacje matematyki do fizyki. Doswiadczenie
fizyczne bowiem wyjawia jedynie nature zwiazku, ktéry zacho-
dzi miedzy Swiatem rzeczywistym a przyrzadem pomiarowym.

Nalezy pamietaé, ze sam fakt posiadania przez teorig¢ aksjo-
matyczng nawet bardzo wielu modeli, nie stanowi automatycz-
nie o jej naukowej uzytecznoSci. Moze bowiem ona rzucaé zbyt
slabe $wiatlo na te modele. Ogélna teoria wtedy znajdzie dla
siebie uzasadnienie, kiedy np. odkryje nieoczekiwane oraz
otwierajagce nowe perspektywy zwigzki miedzy teoriami uwa-
zanymi do tej pory za odlegle od siebie, wzglednie gdy przy-
czyni sie¢ do rozwigzania jakiego§ ciekawego, a zarazem trud-
nego, problemu.

Metoda aksjomatyczna pozwala takze na przezwyciezanie
pewnych trudnosci o charakterze metafizycznym. Sens powie-
dzianego mozna dobrze zilustrowaé i wyjasnié na przykladzie
zbioru liczb zespolonych. Liczby te utracily calkowicie swoj
»urojony” charakter z chwila, kiedy okazalo sie, ze sg one pun-
ktami plaszczyzny, czyli elementami produktu prostej rzeczy-
wistej przez siebie, z pewnymi dwoma prostymi operacjami ®.

2.2. Struktury proste.

Wyrézni¢ sie daja cztery zasadnicze typy struktur prostych.
Powstaja one przez przyjecie za podstawe dla ich okreslenia
pewnego rodzaju relacji. Moze nig by¢, odpowiednio, relacja

9 Odno$nie do rozwazan obecnego paragrafu por. G. Choquet, Ana-
liza i Bourbaki, ,Wiadomosci Matematyczne” 7 (1963), 101—105 oraz S.
Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur applica-
tion aux équations intégrals, ,,Fund. Math.” 3 (1922), 133—181.
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réwnowazno$ci, relacja typu algebraicznego, relacja porzgdku
oraz relacja typu topologicznego. Dzigki temu otrzymuje sie
strukture relacji réwnowazno$ci, strukture algebraiczng, struk-
ture porzadku oraz strukture topologiczng. Znaczenie wspom-
nianych struktur jest duze z tej racji, ze spotyka sie je we
wszystkich prawie teoriach matematycznych 9.

Struktura relacji rownowazno$ci jest powszechnie stosowana
nie tylko w matematyce, lecz takze w réznych naukach oraz
w zyciu codziennym. Przeciez takie pojecia jak np. barwa, tem-~
peratura, diugosé, ciezar itd. powstajg przez odniesienie sie do
odpowiednich konkretnych relacji réwnowaznosci i utworze-
nie dla nich klas obiektéw réwnowaznych. W wymienionych
przed chwilg przykiadach bedg to relacje bycia jednakowej
barwy, jednakowo cieply, jednakowo dlugi, jednakowo ciezki
itd. Warto przypomnieé, ze zagadnienie to wigze sie w istotny
spos6b z problemem tworzenia poje¢ przy pomocy abstrakeji 11,

Struktury algebraiczne, porzadkowe oraz topologiczne rézni-
cujg sie z punktu widzenia ich wewnetrznego bogactwa. Np.
struktura topologiczna przestrzeni T; jest bogatsza od struk-
tury przestrzeni Ty, podobnie struktura przestrzeni T, jest bo-
gatsza od struktury przestrzeni T; itd. Mozna wiec, przy struk-
turach danego typu, moéwi¢ o pewnej hierarchii struktur, o ich
stopniowaniu od struktur prostszych i ogélniejszych do struk-
tur bardziej szczegélowych i skomplikowanych 12,

Z metodologicznego punktu widzenia wydaje sie by¢ intere-
sujgce wyroéznienie wymienionych typéw struktur prostych,
ktére sg zarazem podstawowymi strukturami wspolczesnej ma-
tematyki. Dzieki temu uzyskuje sie rozréznienie oraz uszerego-
wanie niezaleznych od siebie elementéw, a takze podstawe dla
systematyzacji tresci teorii matematycznej 13,

19 Por. G. Choquet, art. cyt., 100.

11 Por. K. Maurin, Analiza, Cz. 1: Elementy, Warszawa 1971, 18—19.
12 Por. D. Gierulanka, dz. cyt., 184.

13 Tamze, 182,
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2.3. Struktury zlozone.

Polgczenie kilku struktur prostych daje strukture zlozong. Im
wiecej struktur prostych sklada sie na calo$¢ danej teorii mate-
matycznej, tym jest ona bogatsza. Jesli mamy do czynienia
z bardzo duza liczbg struktur prostych, to moéowi sie wowcezas
o strukturach rozgalezionych.

Np. zbiér liczb rzeczywistych stanowi bogatg strukture zlo-
zong. W jej sklad wchodzg: struktura porzadku, struktura gru-
py, struktura ciata, struktura przestrzeni topologicznej, struk-
tura przestrzeni wektorowej itd. Przykladem struktury rozga-
lezionej moze stuzyé teoria potencjalu 14,

Po opisowym przedstawieniu struktur prostych i zlozonych,
przypomnijmy jeszcze precyzyjne okreSlenie struktury w sen-
sie Bourbakiego.

Przypus$émy, ze dane mamy dwa skonczone ciaggi zbiorow E;,
., E; (n jest wieksze, lub réowne, jeden) oraz Ay, ..., A, (m jest
nieujemne). Przypu$émy dalej, ze S jest pewnym zbiorem po-
wstalym z powyzszych zbioréw przy pomocy superpozycji
skonczonej liczby dzialan, z ktérych kazde jest bgdZz przejSciem
od pewnego uprzednio okreslonego zbioru F do zbioru wszyst-
kich jego podzbiorow, badz jest produktowaniem pewnych
weczesniej juz otrzymanych zbioréw. Wéwezas dowolny element
H kazdego takiego zbioru S nazywa sie strukturg na ukladzie
E,, ..., E, 0 bazie pomocniczej Ay, ..., Ay, lub tez krotko po pro-
stu strukturg na ukladzie E,, ..., E,. Mowi sie takze, ze zbiory
ukladu Ey, ..., E, sg zaopatrzone w strukture H. 15

Przyjelo sie wyro6znia¢ struktury izomorficzne oraz tzw. ro-
dzaj struktury. Nie bedziemy jednak blizej wchodzi¢ w te za-
gadnienia. Zauwazmy tylko, ze dzigki odkryciu wspélnych
struktur dla réznych teorii matematycznych, uzyskuje sie zbli-
zenie pozornie obcych sobie teorii oraz odstania sie ich, gigbo-

14 Por. G. Choquet, art. cyt., 101.
15 Zob, Z. Semadeni, Struktury w sensie Bourbakiego i kategorie,
,Prace Matematyczne” 10 (1966), 39.
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kie nieraz, pokrewienstwo. Pojecie struktury pozwala na zgru-
powanie poje¢ matematycznych wokol niewielkiej liezby ogol-
nych pojeé. Nadto pojecie to staje sie sprawnym narzedziem
W pracy badawczej w matematyce. Jesli bowiem w rozpatry-
wanej teorii dostrzeze sie wystepowanie struktury pewnego
rodzaju, to tym samym odslaniajg sie nowe horyzonty badaw-
cze, a jednoczesnie mozliwo$¢ przeniesienia do teorii twierdzen,
ktére wynikajg z aksjomatéw, zachodzacych w danej struktu-
rze. Taki stan rzeczy prowadzi, z kolei, do zmiany roli metody
aksjomatycznej w matematyce. Metoda ta, z dydaktycznej czy
tez techniczno-redakcyjnej, staje sie do pewnego stopnia me-
todg tworczej, odkrywezej pracy w wielu dziedzinach matema-
tyki. Wypracowany schemat: struktury proste oraz ich hierar-
chia i wzajemne powigzania, nie jest traktowany jako ostatecz-
ny i zamkniety. W miare rzowoju matematyki potrzebna bedzie
jego nie tylko rozbudowa, ale i przebudowa. Jest to tym bar-
dziej widoczne, Ze juz dzi§ pojawiaja sie nowe wyniki badaw-
cze, ktore nie znajdujg w nim dla siebie miejsca 18,

3. Kategorie

W matematyce rozwaza sie réznego rodzaju obiekty, jak np.
zbiory, grupy, przestrzenie topologiczne, ciala itd. Miedzy obie-
ktami tego samego rodzaju okresla sie odpowiedni typ odwzo-
rowan. Okazuje sie, ze pewne formalne wlasnosci wspomnia-
nych odwzorowan sg wspélne dla nich wszystkich. Ten fakt su-
geruje wprowadzenie pewnego ogdlnego pojecia, ktére obej-
mowaloby poszczegélne klasy obiektéw z odpowiadajacymi im
typami odwzorowan. W ten sposéb dochodzi sie do pojecia ka-
tegorii, bedacego jednym z najwazniejszych narzedzi matema-
tyki wspélczesnej 17,

16 Por. D. Gierulanka, dz. cyt.,, 184—185. )
17 Por. S. Lang, Algebra, Moskwa 1968, 39 oraz G. Choquet, art.
cyt., 107.

15 — Studia Phil. Christianae 9(1973)1
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3.1, Okreslenie kategorii

Niech dana bedzie klasa pewnych obiektéw, ktéra oznaczaé
bedziemy przez Ob(K). Przypu$émy, ze kazdym dwom obiek-
tom A oraz B, z rozwazanej klasy Ob(K), zostal przyporzadko-
wany pewien zbiér morfizméw obiektu A w obiekt B. Ten
zbiér morfizmoéw oznaczaé bedziemy przez Mor(A,B). Przy-
pusémy dalej, ze kazdej tréjce obiektow A, B, C, nalezgcych do
klasy ODb(K), zostalo przyporzadkowane prawo kompozycji
morfizméw, tzn. morfizmowi z A w B oraz morfizmowi z B
w C zostal przyporzadkowany morfizm z A w C.

Przypusémy dalej, ze wspomniane przyporzadkowania spel-
niajg nastepujace warunki (aksjomaty):

1° Zbiory morfizméw Mor(A,B) oraz Mor(C,D) sa rozlgczne
z wyjatkiem przypadku, gdy A = C oraz B = D. Woéweczas
zbiory te sg identyczne.

2° Dla kazdego obiektu A nalezacego do Ob(K) istnieje mor-
fizm tozsamosciowy tegoz obiektu, ktéry jest elementem neu-
tralnym, ze wzgledu na prawo kompozycji, w stosunku do ele-
mentéw zbioru morfizméw Mor(A,B) oraz Mor(B,A).

3° Prawo kompozycji morfizmoéw jest Iaczne.

Wowezas dang klase obiektéow zwie sie kategorig. Oznacza si¢
ja krétko przez K.

Kategoria K jest na ogol klasa. Jezeli kategoria K jest zbio-
rem, to zwie sie ja mala.

Przypusémy, ze dane sg dwie kategorie K oraz L. Przypudé-
my dalej, ze zostalo okres§lone przyporzadkowanie F, ktoére kaz-
demu obiektowi A kategorii K przyporzadkowuje obiekt F(A)
kategorii L oraz kazdemu morfizmowi f (dzialajacemu w ka-
tegorii K) morfizm F(f) z kategorii L. Jezeli przyporzadkowa-
nie F spelnia nastepujgce dwa warunki:

1) Dla kazdego obiektu A kategorii K obraz morfizmu toz-
samosciowego obiektu A przy przyporzgdkowaniu F jest rowny
morfizmowi tozsamosciowemu obiektu F(A).

2) Jezeli f oraz g sa dwoma morfizmami z kategorii K, to za-
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chodzi zalezno§é: obraz (dany przez F) zlozenia morfizméw £
i g jest rowny zlozeniu obrazéw f i g (danych przez F),

to woéwezas zwie sie ono funktforem kowariantnym z kategorii
K w kategorie L.

Wychodzac z pojecia kategorii oraz z pojecia funktora daje
sie okre§li¢ cala ,algebra”, ktérej bogactwo wzrasta w miare
specjalizacji kategorii 8. Teoria kategorii stanowi nowy krok
naprzod w dziedzine abstrakeji 19,

3.2. Przyklady kategorii

1. Kategoria zbioréw. Obiektami tej kategorii sg zbiory, zas
morfizmami odwzorowania zbioréw. Latwo jest sprawdzié, ze
aksjomaty teorii kategorii sg spelnione,

2. Kategoria przestrzeni topologicznych. Obiektami sg prze-
strzenie topologiczne, za§ morfizmami odwzorowania ciggle
jednej przestrzeni w drugg. Podobnie latwo jest wykazaé, ze
trzy aksjomaty wyzej podane sg spelnione.

3. Kategoria grup abstrakcyjnych oraz homomorfizméw,

4. Kategoria zbioréw skonczonych oraz ich odwzorowan.

Rozwazmy kowariantny funktor z kategorii przestrzeni topo-
logicznych i odwzorowan cigglych w kategorie zbioréw i od-
wzorowan. Funktor ten przyporzadkowuje danej przestrzeni to-
pologicznej zbiér zlozony z jej punktéw.

Teoria kategorii moze byé uzywana za przewodnika w bada-
niach. Wychodzae bowiem od pewnych konkretnych kategorii,
w ktérych jest znane pewne pojecie, mozemy uzyskaé sugestie
do okreslenia w mozliwie ogélny sposéb analogonu tego poje-
cia na ogdlnej kategorii. Kiedy za$ spotkamy sie z konkretng
kategoriag, w ktérej rozwazanego pojecia jeszcze nie bylo, wy-
starczy sprawdzié, czy ogdlna definicja bedzie miala zastosowa-
nie i otrzymujemy gotowsa teorig, zwigzang z danym poje-
ciem 20, Wydaje sig, ze teoria kategorii bardzo mocno $wiadczy

18 G, Choquet, art. cyt., 108.
19 Tamze, 107.
20 Tamze, 108.
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o jedno$ci matematyki 2. Dzieki temu mamy do czynienia row-
niez z systematyzacjg matematyki. Zauwazmy, ze na gruncie
teorii kategorii udalo sie rozwingé teorie struktur 22.

Jest godne uwagi, ze wielka ogdlnos¢ teorii kategorii nie po-
cigga za sobg banalno$ci. Teoria ta jest nieodlacznym elemen-
tem wielkiego rozwoju matematyki wspoélczesnej. Staje sie ona
W coraz powszechniejszym wymiarze czynnikiem scalajgcym
matematyke. W nowszych monografiach teoria kategorii jest
zamieszczana na poczatku rozwazan, stanowigc element spaja-
jacy material naukowy danej dziedziny matematyki 23. Nie zna-
czy to, oczywisdcie, by teoria kategorii byla uwazana za naj-
wyzszy i nieprzekraczalny etap w unifikacji matematyki. Na-
lezy raczej mniemadé, ze matematyka rozwinie sie bardziej, ani-
zeli to nam moze sugerowaé¢ najbujniejsza nawet fantazja.
A wowcezas okazg sie potrzebne nowe elementy systematyzu-
jace calg matematyke. ’

Nie trzeba specjalnie zaznaczaé¢, ze dzieki teorii kategorii
uzyskuje sie podobnego rodzaju czynniki unifikujace oraz
umozliwiajagce wglad w zaleznosci zachodzace miedzy réznymi
dziedzinami matematyki, do tych czynnikow, z ktéorymi mie-
liSmy do czynienia w teorii struktur.

4. Systemy algebraiczne

Z kolei zajmiemy sie jednym jeszcze pojeciem o charakterze
unifikujacym, mianowicie pojeciem systemu algebraicznego.
Teoria systeméw algebraicznych zajmuje sie badaniem zbioréw,
na ktérych sg okreslone pewne operacje oraz relacje. Teoria ta
znajduje sie na pograniczu logiki matematycznej oraz algebry.
Stad tez plynie jej szczeg6lne znaczenie dla interesujacego nas
problemu 24,

21 Tamze, 107.

22 C, Ehresmann, Catégories et structures, Paris 1965.

23 Mozna to zobaczyé np. w ksigzce E. Spanier, Algebraiczeskaja topo-
togija, Moskwa 1971.

2t Por, A. 1. Malcew, Algebraiczeskije sistemy, Moskwa 1970, 7.
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4.1. Oznaczenia pomocnicze

Niech a bedzie dang liczbg porzadkowsa. Przez P(a) oznaczaé
bedziemy zbiér wszystkich tych liczb porzadkowych, ktére sa
mniejsze od liczby a. A wiec np. P(3) = (0,1,2).

Przypusémy teraz, ze mamy dane dwie liczby porzadkowe
a oraz b. Nazwijmy typem T rzedu (a,b) pare odwzorowan, od-
powiednio, zbioréw P(a) oraz P(b) w zbidér liczb naturalnych

= (0, 1, 2, ...). Typ T zapisywac¢ bedziemy w postaci

T = (m,, my, .., My ., N, Ny, ... Ny, ...), gdzie x(a oraz y(b.

Jezeli, liczby a oraz b sa skonczone, to typ T nazywa sie
takze skonczony.

Dwa typy T oraz T’ nazywa sie réwnymi wtedy i tylko, gdy

b

sg one tego samego rzedu (a,b) i nadto my = m’y oraz ny, =
= n’y dla wszystkich x(a oraz y(b.

Niech A bedzie danym zbiorem. Operacjg n-argumentowg
na zbiorze A zwie sie kazdg funkcje o n argumentach, okre-
$long na zbiorze A i o wartosciach takze ze zbjoru A, a zatem
funkcje, ktéra n elementom zbioru A przyporzadkowuje pe-
wien element tegoz zbioru. Predykatem n-argumentowym na
zbiorze A zwie sie kazdg funkcje o n argumentach okreslong
na zbiorze A o wartos$ciach ze zbioru dwuelementowego (P, F),
gdzie P symbolizuje prawde, zas§ F — falsz.

4.2. Okre§lenie systemu algebraicznego

Intuicyjnie sie wyrazajac systemem algebraicznym zwie sie
zbiér, w ktéorym zostal okreslony pewien zespol operacji oraz
predykatéw. Pojecie to jest bardzo ogélne. Ciekawsze nauko-
wo systemy otrzymuje sie nakladajac pewne warunki. Zilu-
strujg to przyktady. Najpierw jednak podamy Sciste okreslenie
interesujacego nas pojecia.

Systemem algebraicznym typu T nazywa sie obiekt, zlozony
z niepustego zbioru A, ze zbioru operacji ¥, Fy, ..., Fy, ...,
okreslonych na zbiorze A dla kazdego x(a oraz ze zbioru pre-
dykatow P,, Py, .., Py, .., okre§lonych na zbiorze A dla kaz-
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dego y(b, przy czym zada sie, aby Fy byla operacjg my-argu-
mentowa dla kazdego x(a, za§ P, bylo predykatem ng-argu-
mentowym dla kazdego y(b. Okreslony system algebraiczny
oznacza sie krétko (A,F,P). F symbolizuje tu caly zbiér ope-
racji, okreSlonych na danym zbiorze A, natomiast P — caly
zbior predykatéw dzialajacych réwniez na rozwazanym zbio-
rze A2,

System algebraiczny (A,F,P) zwie sie skonczony, jeZeli zbidr
A jest skonczony. Zbiér A nosi nazwe zbioru bazowego sy-
stemu.

System algebraiczny typu skonczonego zapisywaé mozna
w postaci (A; Fo, ..., Fr-1; Po, ... Ps-1 badZz w postaci (A; Fy,
—— F,; Pl, — PS).

Podamy teraz proste przyklady systemoéw algebraicznych.
Niech C oznacza zbior liczb catkowitych, R — zbiér liczb wy-
miernych, za$§ + — operacje dodawania liczb, . — operacje
mnozenia liczb, — — operacje odejmowania liczb i & — ope-
racje brania nastepnika dla danej liczby naturalnej. Wowczas
uklady (N, &, -, O, 1), (C, +), R, +, —, +) (C, +, <), (C, =)
sg systemami algebraicznymi odpowiednio typow: (1, 2, 0, 0;
D), (25 D), (2 2, 2;0), (2;2), (P;2). Tutaj O symbolizuje
zbiér pusty.

Przez odwzorowanie jednego systemu algebraicznego w dru-
‘gl rozumie si¢ kazde odwzorowanie zbioru bazowego pierwsze-
go systemu w zbiér bazowy drugiego systemu. Wprowadza sie
takze pojecie odwzorowania homomorficznego oraz izomorficz-
nego jednego systemu w drugi. Nie bedziemy tu blizej precy-
zowa¢ wspomnianych poje¢. Zanotujemy jedynie, ze spelnione
sg nastepujace zaleznoSci: superpozycja - homomorfizméw jest
homomorfizmem, superpozycja izomorfizméw jest izomorfiz-
zmem.

# Tamze, -46,
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4.3. Algebry i modele.

Niech dany bedzie system algebraiczny (A,F,P). Jezeli zbiér
predykatéow danego systemu jest zbiorem pustym, tj. jezeli
P = (,to system zwie sie algebrg. Jezeli zbiér operacji danego
systemu jest zbiorem pustym, tj. jezeli F = (), to system zwie
sie modelem 26,

Postlugujgc sie wprowadzong terminologia, mozna powie-
dzie¢, ze pierwszy z systeméw podanych w przykladzie w po-
przednim paragrafie jest algebrag typu (1, 2, 0, 0), drugi — al-
gebra typu (2), trzeci — algebra typu (2, 2, 2), piagty — mode-
lem typu (2).

Jest widoczne, ze kazda operacja k-argumentowa F, okre§lo-
na na zbiorze A, jest réwnoczes$nie (k + 1)-argumentowsg re-
lacjg na zbiorze A. Dla danej operacji F oznaczmy przez P od-
powiadajacy jej predykat, ktéry spelnia nastepujacg réwno-
waznosé:

P(z, .., z, V) = F(z, .., zx) = v dla z, ..., z;, v€A. Zatem
operacji k-argumentowe]j odpowiada wzajemnie jednoznacz-
nie predykat (k + 1)-argumentowy.

Zatem zamieniajgc w systemie algebraicznym wszystkie
operacje F, przez odpowiadajace im predykaty P x.;, otrzy-
mamy model, ktéry zwie sie modelem reprezentujgcym sy-
stem dany. Jezeli system wyjSciowy byl typu T rzedu (a, b),
to model go reprezentujacy bedzie posiadal typ rzedu (a --b).

Przyklad. Wezmy algebre (C, +) typu (2). Wprowadzmy
predykat D(x,y,z) = x+y=z, odpowiadajacy operacji doda-
wania. Wéwcezas otrzymamy model (C, D) typu (3) reprezen-
tujacy algebre (C, +).

Zachodzi nastepujgce proste twierdzenie:

Odwzorowanie f systemu algebraicznego (A,F,P) w system
algebraiczny (B,G,Q) jest homomorfizmem pierwszego syste-
mu w drugi, gdy f jest homomorfizmem modelu reprezentujg-
cego system (A,F,P) w model reprezentujacy system (B,G,Q). %"

26 Tamze, 47.
21 Tamze, 52.
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4.4. Zastosowanie do algebry abstrakcyjnej.

Wskazemy teraz jak przy pomocy pojecia systemu alge-
braicznego mozna jednolicie uja¢ podstawowe twory algebry
abstrakcyjnej.

Grupoidem zwie sie algebre typu (2). Zatem grupoid moze
byé przedstawiony w postaci (G, - ), gdzie . oznacza operacjg

dwuargumentowas.
Grupoid (G, - ), w ktérym operacja dwuargumentowa jest
laczna, tj. spelnia zalezno$¢ (x+y) » z = x'(y-z) dla wszyst-

kich x,y,z nalezacych do zbioru G, zwie sie poélgrupa.

Polgrupa, w ktoérej zostal wyrdzniony element neutralny e
dla danej operacji, tj. element spelniajacy warunek e-x = x
dla kazdego x nalezacego do G, zwie si¢ monoidem.

Grupoid (G, - ) zwie sie kwasigrupa, jezeli kazde z dwu
réwnan px = g, yp = q posiada dokladnie jedno rozwigzanie.

Algebra (G, -, ~1) typu (2,1) nazywa sie grupa, jezeli spel-
nione sg warunki: 1° operacja - jest lgczna, 2° y=! (yx) = X
= (xy)y "

Grupa nazywa sie abelowa lub przemienna, jezeli operacja
grupowa - jest przemienna, tzn. jezeli xy = yx dla wszyst-
kich x,y nalezacych do zbioru G.

PierScieniem nazywa sie algebra typu (2,1,2), w ktérej ope-

racje 4-, —, - spelniajg nastepujgce cztery warunki:
Dx4+(y+z=(x+y +z
x+y=y+x

X))+ Ex+y) =y,

4 (x+y)-z=xz+yz
X' (yt+tz)=x+y+ x-z
Inaczej mozna powiedzieé, ze pierscieniem zwie sie grupe
abelowa, w ktoérej, oprécz operacji -+ oraz —, jest okreélona
Jeszcze operacja . spelniajaca dwa prawa rozdzielnosci wy-
‘mienione w warunku 4).

Szczegdlnym przypadkiem pierscienia jest cialo.

Wymienione przyklady ilustruja, w odniesieniu do matema-
tyki, systematyzujaca funkcje pelniona przez systemy alge-
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braiczne. Mozna w tym miejscu powtérzyé¢, mutatis mutan-
dis, ogélne uwagi, wypowiedziane wyzej przy okazji rozwazan
zwigzanych z pojeciem struktury oraz pojeciem kategorii. Dla
celu tej pracy wazne wydaje sie by¢ zwrécenie uwagi na fakt
nastepujacy: pojecie modelu wystarcza do interesujgcej nas
unifikacji. Wychodzac z tego stanu rzeczy mozna by mate-
matyke okresli¢ jako teorie modeli. Nalezy jednakze mieé
w pamieci uwagi uczynione na wstepie rozwazan, ktére m.in.
orzekaly, ze w matematyce mamy do czynienia zaréwno z wy-
sokg abstrakecjg, jak i z konkretem, z dedukcjg i z intuicja.
Ograniczanie sie do niektérych tylko z zaznaczonych zabiegow
i dziedzin stanowi istotne zubozanie pelnej, rozwijajacej sie
matematyki.

5. Podsumowanie.

WymieniliSmy trzy rézne koncepcje, ktore mogg pelnié,
przynajmniej czgSciowo, funkcje systematyzacji matematyki.
Zwracano juz uwage na to, ze wspomniana funkcja unifiku-
jaca jest zrelatywizowana do biezgcego stanu nauki. To wyda-
wac si¢ moze calkowicie zrozumiale i1 niepotrzebne blizszej
wzmianki. Tak przeciez musi byé zawsze. Jednakze z mate-
matyks sprawa wyglada tak, ze niemal stale pojawiaja sie
nowe, szersze pojecia 28, ktére nie znajduja dla siebie miejsca
w starych schematach. Ten, w odniesieniu do matematyki
wspdlczesnej, ponad wszelkg watpliwosé stwierdzany fakt, byt
takze juz sygnalizowany. Przeto uwaga powyzsza winna byé
rozumiana w ten sposob, ze kazda schematyzacja i systematy-
zacja matematyki, ujmujac rzecz Scisle, odnosi sie do jej stanu
przeszlego, ktéry przez ostatnie badania zostal juz przekro-
czony. Matematyka zywa, rozwijajaca sie, w najscislejszym
tego slowa znaczeniu wspblczesna, jest odmienna od tej, kto-

28 W charakterze przykiladu wymienié tu mozna pojecie pdizkioruy,
ktorego teoria znajduje sie in statu nascendi. Zob. P. Vopénka, The
theory of semisets, ,, Actes Congr. int. mathématiciens”, 1970;-T. 1, Paris
© 1971, 155—260.. - - . . S e o :
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rej obraz otrzymuje sie dzieki réznym koncepcjom unifiku-
jacym.

W naturalny sposéb pojawia sie pytanie, co ]est przyczy-
ng opisanego stanu rzeczy, inaczej mowiac, jaki czynnik jest
odpowiedzialny za tak dynamiczny rozw6j matematyki, pro-
wadzgcy do powstawania nowych jej form? Wydaje sie, ze za
interesujacy nas tu czynnik, wspomiany juz dwukrotnie, na-
lezy uznaé powigzanie elementu abstrakcyjnego z konkretnym,
ustawiczny zwigzek najbardziej nawet abstrakcyjnych teorii
matematycznych z empirig. Charakter tej zaleznoSci przyj-
muje rézne postaci w rozwoju poznania matematycznego.
Jednakze istota pozostaje stale ta sama: dialektyczne powigza-
nie abstrakeji i konkretu, empirii.

W tym takze, wydaje sie, nalezy upatrywaé istot¢ matema-
tyki. Przedstawione wyzej rozumowania wskazujg, ze na py-
tanie: czym jest matematyka? nie mozna udzieli¢ adekwatne]
odpowiedzi. Podanie definicji matematyki jest niemozliwe.
Jedynie czynne doswiadczenie, najlepiej o charakterze badaw-
czym, w dziedzinie samej matematyki moze da¢ na nie od-
powiedz 29.

Fragen zur Systematisierung der Mathematik

Das Systematisierungsproblem der Wissenschaft ist methodologisch
wichtig. Insbesondere solches das Problem der Systematisierung der
Mathematik ist. Im Aufsatz bespricht man drei Konzeptiomen, welche
eine Unierenrolle im Beziehung zu der Mathematik gelten konnen.
Diese sind: die Verbindetheorie im Sense von Bourbaki, die Katego-
rientheonie und die Theorie der algebraischen Systeme, insbesondere
die Modelitheorie. Jede von diesen Konzeptionen gibt nur eine teil-
weise Losung des Problems. Die Mathematik entwickelt sich doch sehr
schnell, entstehen neue Begriffe, welche sich micht in alten Schemata
zumachen konnen, Es scheint, dass dieser Sachverhalt eine Konse-
quenz der Wesenheit der Mathematik ist, welche als eine dialektische
Beziehung zwischen der Abstraktion und Empirie gafasst werden kann.
Man kann nicht eine addquate Definition der Mathematik geben. Das
Verstehen was die Mathematik ist kann man nur durch eine aktuelle
Arbeit im Bereiche der Mathematik erreichen.

2 R, Courant, H. Robbins, Co to jest matematyka, Warszawa 1967%, 16.



