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1. Wprowadzenie

Zagadnienie system atyzacji wiedzy ludzkiej jest jednym  
z ważniejszych zagadnień filozofii nauki. Wobec w zrastającej 
dyferencjacji nauk oraz ogromnego powiększania się ilości in­
form acji naukowej poszukiwanie schematów unifikujących 
wiedzę ludzką wydaje się być tym  bardziej ważne. W szczegól­
ności chodzić może o system atyzację interesującej nas jednej 
nauki. H istoria myśli ludzkiej wskazuje, że poszczególne nauki 
pow stają jako odpowiedź na pytania staw iane bądź przez po­
trzeby życia codziennego, bądź przez istniejące już wcześniejsze 
nauki. Z tego też względu dokonuje się zabiegu system atyzacji 
nauki już istniejącej. Każda system atyzacja jest, z reguły, tym ­
czasowa, ponieważ dalszy rozwój danej gałęzi wiedzy może 
ujawnić takie cechy, które okażą się ważne dla zagadnienia sy­
stem atyzacji. Dzięki system atyzacji danej nauki uzyskuje się 
zrozumienie jej istotnego sensu, a także ujrzenie perspektyw  
jej rozwoju 1.

1 Por. D. G ierulanka, Zagadnienie swoistości poznania m atem atycz­
nego, W arszawa 1962, 153—155.



M atem atyka jest nauką o kilku charakterystycznych cechach. 
Po pierwsze posiada charakter kum ulacyjny. Przejaw ia się on 
w tym, że m atem atyka nie traci nigdy nic ze swego stanu po­
siadania. Jej granice ustawicznie się pow iększają2. Po drugie, 
m atem atyka jest uniwersalna. Nie ma takiej rzeczy, k tóra by­
łaby jej obca. M atem atyka może być rozpatryw ana jako nauka 
o rzeczyw istości3. Po trzecie, m atem atyka utrzym uje nieprze­
rw any kontakt z empirią, zaś jej najogólniejsze naw et kon­
strukcje stanowią niezwykle użyteczne narzędzie do pogłębio­
nego poznawania p rzy ro d y 4. A bstrakcyjne uogólnienia muszą 
się zaczynać i kończyć na tym, co konkretne oraz szczegółowe 5. 
Po czwarte, m atem atyka jest bardzo bogata w idee. W jej h i­
storii przew ijają się najwspanialsze myśli niezliczonych po­
koleń 6. ,

Toteż, nic dziwnego, że zagadnienie system atyzacji m atem a­
tyki jest problemem złożonym i trudnym . Historia m atem atyki 
notuje różne zabiegi system atyzacyjne odnoszące się do niej 
całej, względnie do niektórych tylko jej działów. W ymienić tu  
można przykładowo: system atyzację geometrii według tzw. 
program u z Erlangen F. Kleina, propozycję M. Geigera, próbę 
konwencjonalistyczno-form alistyczną i tp .7

W artykule dokonuje się przeglądu trzech współczesnych 
koncepcji, które mogą służyć jako podstawy do system atyzacji 
m atem atyki, jeżeli nie całej, to przynajm niej ważnych jej frag­
mentów. Koncepcjami tym i są: pojęcie s tru k tu ry  w  sensie Bour- 
bakiego, pojęcie kategorii oraz pojęcie system u algebraicznego. 
Koncepcje te nie mogą być uważane za ostateczne. Rozwój ma­
tem atyki jest olbrzymi. Wszystko w ydaje się wskazywać na to,

2 Zob. A. Aaboe, M atem atyka w  starożytności, W arszawa 1968, 6.
3 H. Steinhaus, Kalejdoskop m atem atyczny, W arszawa 1956, 6.
* L. Geymonat, Filozofia a filozofia nauki, W arszawa 1966, 210.
5 R. Courant, M atem atyka w  świecie współczesnym , w : M atem atyka  

w  świecie współczesnym , W arszawa 1966, 13.
6 D. J. Struik, K rótki zarys historii m a tem atyki do końca X IX  w ieku, 

W arszawa 19632, 9.
7 Por. D. G ierulanka, dz. cyt., 156—170.



ZA G A D N IEN IE SYSTEM ATYZACJI MATEM ATYKI 221

że m atem atyka nie da się zamknąć w pewnych, z góry przyję­
tych, koncepcjach. W m atem atyce bowiem dedukcja w inna być 
uzupełniana intuicją, zaś pęd ku postępującym  uogólnieniom 
musi być hamowany oraz równoważony umiłowaniem i posza­
nowaniem barw nych szczegółów8. To związane jest, z jednej 
strony z rozważaniem zagadnień szczegółowych, z drugiej zaś 
— z powiązaniem z elem entem  empirycznym, który, jak  dobrze 
wiadomo, stanowi obfite i niewyczerpane źródło dla istotnie no­
w ych idei, myśli.

2. S truktury

Pojęcie struk tu ry  zostało wprowadzone przez Bourbakiego. 
Je s t ono powiązane z m etodą aksjomatyczną, która sama przez 
się prowadzi, w pewnym  przynajm niej znaczeniu, do unifika­
cji m atem atyki. Z tego względu zwrócimy najpierw  uwagę na 
istotne, z interesującego nas punktu  widzenia, aspekty m etody 
aksjomatycznej.

2.1. Metoda aksjomatyczna.

Teoria zbudowana aksjomatycznie, z reguły, posiada wiele 
interpretacji. Dzięki tem u zwiększa się możliwość stosowania 
m atem atyki w innych naukach, zwłaszcza w  fizyce. Zarazem 
daje to oszczędność czasu i oznaczeń. Metoda aksjom atyczna 
pozwala badać całe rodziny tworów pozostających między sobą 
w pewnym  związku. Otrzym uje się wówczas znacznie bardziej 
ogólne twierdzenia. Także znajomość poszczególnych tworów 
staje się lepsza. Na przykład w analizie funkcjonalnej rozpatru­
je się w ogólny sposób zbiory elementów z postulowanym i dla 
nich pewnymi własnościami. Na tej podstawie wyprowadza się 
twierdzenia. A następnie wykazuje, że zachodzą one w różnych 
działach m atematyki. Zamiast więc powtarzać, w zasadzie to 
samo rozumowanie, kilka razy w różnych gałęziach m atem a­

8 R. Courant, art. cyt., 13.



tyki, przeprowadza się je jeden raz, a potem jedynie powołuje 
się na nie odpowiednią ilość razy. Metoda aksjom atyczna umoż­
liw ia ścisłe ujęcie teorii m atematycznych. Dzięki aksjomatyce 
rachunek prawdopodobieństwa uzyskał mocne podstaw y oraz 
jednolitość. Z powiedzianego widać, że m atem atyka współcze­
sna może być nazwana „relacyjna”. Ta własność pociąga za so­
bą w ew nętrzny dynamizm m atem atyki. Jest to szczególnie cen­
ne z racji na aplikację m atem atyki do fizyki. Doświadczenie 
fizyczne bowiem w yjaw ia jedynie natu rę  związku, k tó ry  zacho­
dzi między światem  rzeczywistym  a przyrządem  pomiarowym.

Należy pamiętać, że sam fak t posiadania przez teorię aksjo- 
m atyczną naw et bardzo wielu modeli, nie stanowi autom atycz­
nie o jej naukowej użyteczności. Może bowiem ona rzucać zbyt 
słabe światło na te modele. Ogólna teoria w tedy znajdzie dla 
siebie uzasadnienie, kiedy np. odkryje nieoczekiwane oraz 
otw ierające nowe perspektyw y związki między teoriam i uw a­
żanymi do tej pory za odległe od siebie, względnie gdy przy­
czyni się do rozwiązania jakiegoś ciekawego, a zarazem  trud ­
nego, problemu.

M etoda aksjom atyczna pozwala także na przezwyciężanie 
pewnych trudności o charakterze metafizycznym. Sens powie­
dzianego można dobrze zilustrować i wyjaśnić na przykładzie 
zbioru liczb zespolonych. Liczby te  u traciły  całkowicie swój 
„urojony” charakter z chwilą, kiedy okazało się, że są one pun­
ktam i płaszczyzny, czyli elem entam i produktu prostej rzeczy­
wistej przez siebie, z pewnym i dwoma prostym i operacjam i9.

2.2. S truk tu ry  proste.

Wyróżnić się dają cztery zasadnicze typy struk tu r prostych. 
Pow stają one przez przyjęcie za podstawę dla ich określenia 
pewnego rodzaju relacji. Może nią być, odpowiednio, relacja

9 Odnośnie do rozw ażań obecnego paragrafu  por. G. Choquet, A n a ­
liza i Bourbaki, „W iadomości M atem atyczne” 7 (1963), 101—105 oraz S. 
Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits e t leur applica­
tion aux équations intégrais, „Fund. M ath.” 3 (1922), 133—181.
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równoważności, relacja typu algebraicznego, relacja porządku 
oraz relacja typu topologicznego. Dzięki tem u otrzym uje się 
s truk tu rę  relacji równoważności, struk tu rę  algebraiczną, struk­
tu rę  porządku oraz struk turę  topologiczną. Znaczenie wspom­
nianych s truk tu r jest duże z tej racji, że spotyka się je we 
wszystkich praw ie teoriach m atem atycznych 10.

S truk tura  relacji równoważności jest powszechnie stosowana 
nie tylko w matematyce, lecz także w różnych naukach oraz 
w życiu codziennym. Przecież takie pojęcia jak np. barwa, tem ­
peratura, długość, ciężar itd. powstają przez odniesienie się do 
odpowiednich konkretnych relacji równoważności i utworze­
nie dla nich klas obiektów równoważnych. W wym ienionych 
przed chwilą przykładach będą to relacje bycia jednakowej 
barwy, jednakowo ciepły, jednakowo długi, jednakowo ciężki 
itd. W arto przypomnieć, że zagadnienie to wiąże się w  istotny 
sposób z problemem tworzenia pojęć przy pomocy abstrakcji n .

S truk tury  algebraiczne, porządkowe oraz topologiczne różni­
cują się z punktu  widzenia ich wewnętrznego bogactwa. Np. 
s truk tu ra  topologiczna przestrzeni T x jest bogatsza od struk­
tu ry  przestrzeni T 0, podobnie s truk tu ra  przestrzeni T2 jest bo­
gatsza od struk tu ry  przestrzeni Tj itd. Można więc, przy struk­
turach  danego typu, mówić o pewnej hierarchii s tru k tu r, o ich 
stopniowaniu od struk tu r prostszych i ogólniejszych do struk­
tu r  bardziej szczegółowych i skomplikowanych 12.

Z metodologicznego punktu  widzenia wydaje się być in tere­
sujące wyróżnienie wym ienionych typów struk tu r prostych, 
które są zarazem podstawowymi strukturam i współczesnej ma­
tem atyki. Dzięki tem u uzyskuje się rozróżnienie oraz uszerego­
wanie niezależnych od siebie elementów, a także podstawę dla 
system atyzacji treści teorii m atem atycznej 13.

10 Por. G. Choquet, art. cyt., 100.
11 Por. K. M aurin, Analiza, Cz. I : Elem enty, W arszawa 1971, 18—19.
12 Por. D. G ierulanka, dz. cyt., 184.
13 Tamże, 182.



2.3. S truk tu ry  złożone.

Połączenie kilku s truk tu r prostych daje struk tu rę  złożoną. Im 
więcej s truk tu r prostych składa się na całość danej teorii m ate­
m atycznej, tym  jest ona bogatsza. Jeśli mamy do czynienia 
z bardzo dużą liczbą struk tu r prostych, to mówi się wówczas 
o strukturach  rozgałęzionych.

Np. zbiór liczb rzeczywistych stanowi bogatą struk tu rę  zło­
żoną. W jej skład wchodzą: s truk tu ra  porządku, s truk tu ra  gru­
py, s truk tu ra  ciała, s truk tu ra  przestrzeni topologicznej, struk­
tu ra  przestrzeni wektorowej itd. Przykładem  struk tu ry  rozga­
łęzionej może służyć teoria potencjału 14.

Po opisowym przedstaw ieniu struk tu r prostych i złożonych, 
przypom nijm y jeszcze precyzyjne określenie struk tu ry  w  sen­
sie Bourbakiego.

Przypuśćmy, że dane m am y dwa skończone ciągi zbiorów E b 
..., En (n jest większe, lub równe, jeden) oraz Aj, ..., Am (m jest 
nieujemne). Przypuśćm y dalej, że S jest pewnym  zbiorem po­
w stałym  z powyższych zbiorów przy pomocy superpozycji 
skończonej liczby działań, z których każde jest bądź przejściem 
od pewnego uprzednio określonego zbioru F do zbioru wszyst­
kich jego podzbiorów, bądź jest produktow aniem  pewnych 
wcześniej już otrzym anych zbiorów. Wówczas dowolny elem ent 
H każdego takiego zbioru S nazywa się s truk tu rą  na układzie 
Ei, ..., E n o bazie pomocniczej A b ..., Am, lub też krótko po pro­
stu  s truk tu rą  na układzie E b ..., En. Mówi się także, że zbiory 
układu E b ..., En są zaopatrzone w struk turę  H .15

Przyjęło się wyróżniać s tru k tu ry  izomorficzne oraz tzw. ro­
dzaj struktury . Nie będziemy jednak bliżej wchodzić w  te za­
gadnienia. Zauważmy tylko, że dzięki odkryciu wspólnych 
struk tu r dla różnych teorii matematycznych, uzyskuje się zbli­
żenie pozornie obcych sobie teorii oraz odsłania się ich, głębo­

14 Por. G. Choquet, art. cyt., 101.
15 Zob. Z. Semadeni, S tru k tu ry  w  sensie Bourbakiego i kategorie, 

„Prace M atem atyczne” 10 (1966), 39.
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kie nieraz, pokrewieństwo. Pojęcie struk tu ry  pozwala na zgru­
powanie pojęć m atem atycznych wokół niewielkiej liczby ogól­
nych pojęć. Nadto pojęcie to staje się spraw nym  narzędziem  
w pracy badawczej w  m atem atyce. Jeśli bowiem w rozpatry­
wanej teorii dostrzeże się występowanie struk tu ry  pewnego 
rodzaju, to tym  samym odsłaniają się nowe horyzonty badaw­
cze, a jednocześnie możliwość przeniesienia do teorii tw ierdzeń, 
które w ynikają z aksjomatów, zachodzących w danej s truk tu ­
rze. Taki stan rzeczy prowadzi, z kolei, do zmiany roli m etody 
aksjomatycznej w matematyce. M etoda ta, z dydaktycznej czy 
też techniczno-redakcyjnej, staje się do pewnego stopnia me­
todą twórczej, odkrywczej pracy w wielu dziedzinach m atem a­
tyki. W ypracowany schem at: struk tu ry  proste oraz ich h ierar­
chia i wzajemne powiązania, nie jest traktow any jako ostatecz­
ny i zamknięty. W m iarę rzowoju m atem atyki potrzebna będzie· 
jego nie tylko rozbudowa, ale i przebudowa. Jest to tym  bar­
dziej widoczne, że już dziś pojaw iają się nowe wyniki badaw­
cze, które nie znajdują w nim  dla siebie miejsca 16.

3. Kategorie

W m atem atyce rozważa się różnego rodzaju obiekty, jak np. 
zbiory, grupy, przestrzenie topologiczne, ciała itd. Między obie­
ktam i tego samego rodzaju określa się odpowiedni typ odwzo­
rowań. Okazuje się, że pewne form alne własności wspomnia­
nych odwzorowań są wspólne dla nich wszystkich. Ten fakt su­
geruje wprowadzenie pewnego ogólnego pojęcia, które obej­
mowałoby poszczególne klasy obiektów z odpowiadającymi im 
typam i odwzorowań. W ten  sposób dochodzi się do pojęcia ka­
tegorii, będącego jednym  z najważniejszych narzędzi m atem a­
tyki współczesnej 17.

16 Por. D. G ierulanka, dz. cyt., 184—185.
17 Por. S. Lang, Algebra, M oskwa 1968, 39 oraz G. Choquet, art. 

cyt., 107.

15 — S tu d ia  P h il. C h ris tian ae  9(1973)1



3.1. Określenie kategorii

Niech dana będzie klasa pewnych obiektów, k tórą oznaczać 
będziemy przez Ob(K). Przypuśćm y, że każdym dwom obiek­
tom A oraz B, z rozważanej klasy Ob(K), został przyporządko­
w any pewien zbiór morfizmów obiektu A w obiekt B. Ten 
zbiór morfizmów oznaczać będziemy przez Mor(A,B). Przy­
puśćmy dalej, że każdej trójce obiektów A, B, C, należących do 
klasy Ob(K), zostało przyporządkowane praw o kompozycji 
morfizmów, tzn. morfizmowi z A w В oraz morfizmowi z В 
w С został przyporządkowany morfizm z A w C.

Przypuśćm y dalej, że wspom niane przyporządkowania speł­
niają następujące w arunki (aksjomaty) :

1° Zbiory morfizmów Mor(A,B) oraz Mor(C,D) są rozłączne 
z w yjątkiem  przypadku, gdy A =  С oraz В =  D. Wówczas 
zbiory te są identyczne.

2° Dla każdego obiektu A należącego do Ob(K) istnieje mor­
fizm tożsamościowy tegoż obiektu, który jest elem entem  neu­
tralnym , ze względu na praw o kompozycji, w  stosunku do ele­
m entów zbioru morfizmów Mor(A,B) oraz Mor(B,A).

3° Praw o kompozycji morfizmów jest łączne.
Wówczas daną klasę obiektów zwie się kategorią. Oznacza się 

ją  krótko przez K.
Kategoria К  jest na ogół klasą. Jeżeli kategoria К  jest zbio­

rem, to zwie się ją  małą.
Przypuśćm y, że dane są dwie kategorie К  oraz L. Przypuść­

m y dalej, że zostało określone przyporządkowanie F, które każ­
dem u obiektowi A kategorii К  przyporządkowuje obiekt F(A) 
kategorii L oraz każdemu morfizmowi f (działającemu w ka­
tegorii K) morfizm F(f) z kategorii L. Jeżeli przyporządkowa­
nie F spełnia następujące dwa w arunki:

1) Dla każdego obiektu A kategorii К  obraz m orf izmu toż­
samościowego obiektu A przy przyporządkowaniu F jest równy 
morfizmowi tożsamościowemu obiektu F(A).

2) Jeżeli f oraz g są dwoma m orf izmami z kategorii K, to za­



chodzi zależność: obraz (dany przez F) złożenia morfizmów f 
i g jest równy złożeniu obrazów f i g  (danych przez F), 
to wówczas zwie się ono funktorem  kow ariantnym  z kategorii 
К  w kategorię L.

Wychodząc z pojęcia kategorii oraz z pojęcia funktora daje 
się określić cała „algebra”, której bogactwo wzrasta w miarę 
specjalizacji k a tego rii18. Teoria kategorii stanowi nowy krok 
naprzód w dziedzinę a b s trak c ji19.

3.2. Przykłady kategorii

1. Kategoria zbiorów. Obiektami tej kategorii są zbiory, zaś 
m orfizmami odwzorowania zbiorów. Łatwo jest sprawdzić, że 
aksjom aty teorii kategorii są spełnione.

2. Kategoria przestrzeni topologicznych. Obiektami są prze­
strzenie topologiczne, zaś morfizmami odwzorowania ciągłe 
jednej przestrzeni w  drugą. Podobnie łatwo jest wykazać, że 
trzy  aksjom aty wyżej podane są spełnione.

3. Kategoria grup abstrakcyjnych oraz homomorfizmów.
4. Kategoria zbiorów skończonych oraz ich odwzorowań.
Rozważmy kow ariantny funktor z kategorii przestrzeni topo­

logicznych i odwzorowań ciągłych w kategorię zbiorów i od­
wzorowań. Funktor ten przyporządkowuje danej przestrzeni to­
pologicznej zbiór złożony z jej punktów.

Teoria kategorii może być używana za przewodnika w bada­
niach. Wychodząc bowiem od pewnych konkretnych kategorii, 
w których jest znane pewne pojęcie, możemy uzyskać sugestie 
do określenia w możliwie ogólny sposób analogonu tego poję­
cia na ogólnej kategorii. Kiedy zaś spotkam y się z konkretną 
kategorią, w  której rozważanego pojęcia jeszcze nie było, wy­
starczy sprawdzić, czy ogólna definicja będzie miała zastosowa­
nie i otrzym ujem y gotową teorię, związaną z danym  poję­
ciem 20. W ydaje się, że teoria kategorii bardzo mocno świadczy

18 G. Choquet, art. cyt., 108.
19 Tamże, 107.
20 Tamże, 108.



о jedności m atem atyk i21. Dzięki tem u mamy do czynienia rów­
nież z system atyzacją m atem atyki. Zauważmy, że na gruncie 
teorii kategorii udało się rozwinąć teorię s truk tu r 22.

Jest godne uwagi, że wielka ogólność teorii kategorii nie po­
ciąga za sobą banalności. Teoria ta  jest nieodłącznym elemen­
tem  wielkiego rozwoju m atem atyki współczesnej. Staje się ona 
w coraz powszechniejszym wym iarze czynnikiem scalającym 
m atem atykę. W nowszych monografiach teoria kategorii jest 
zamieszczana na początku rozważań, stanowiąc elem ent spaja­
jący m ateriał naukowy danej dziedziny m atem atyk i23. Nie zna­
czy to, oczywiście, by teoria kategorii była uważana za naj­
wyższy i nieprzekraczalny etap w  unifikacji m atem atyki. Na­
leży raczej mniemać, że m atem atyka rozwinie się bardziej, ani­
żeli to nam może sugerować najbujniejsza naw et fantazja. 
A wówczas okażą się potrzebne nowe elem enty system atyzu­
jące całą m atematykę.

Nie trzeba specjalnie zaznaczać, że dzięki teorii kategorii 
uzyskuje się podobnego rodzaju czynniki unifikujące oraz 
umożliwiające wgląd w zależności zachodzące między różnymi 
dziedzinami m atem atyki, do tych czynników, z którym i mie­
liśmy do czynienia w teorii struktur.

4. Systemy algebraiczne

Z kolei zajmiemy się jednym  jeszcze pojęciem o charakterze 
unifikującym , mianowicie pojęciem system u algebraicznego. 
Teoria systemów algebraicznych zajm uje się badaniem  zbiorów, 
na których są określone pewne operacje oraz relacje. Teoria ta 
znajduje się na pograniczu logiki m atem atycznej oraz algebry. 
Stąd też płynie jej szczególne znaczenie dla interesującego nas 
problem u 24.

21 Tamże, 107.
22 C. Ehresm ann, Catégories et structures, Paris 1965.
23 Można to zobaczyć np. w  książce E. Spanier, Algebraiczeskaja  topo- 

łogija, Moskwa 1971.
24 Por. A. I. Malcew, Ałgebraiczeskije sistem y, M oskwa 1970, 7.



4.1. Oznaczenia pomocnicze

Niech a będzie daną liczbą porządkową. Przez P(a) oznaczać 
będziemy zbiór wszystkich tych liczb porządkowych, które są 
mniejsze od liczby a. A więc np. P(3) =  (0,1,2).

Przypuśćm y teraz, że m am y dane dwie liczby porządkowe 
a oraz b. Nazwijmy typem  T rzędu (a,b) parę odwzorowań, od­
powiednio, zbiorów P(a) oraz P(b) w  zbiór liczb naturalnych 
N =  (0, 1, 2, ...). Typ T zapisywać będziemy w postaci

T =  (m0, m 1( ..., m x n 0, ni, ... n y, ...), gdzie x (a  oraz y(b .
Jeżeli, liczby a oraz b są skończone, to typ  T nazywa się 

także skończony.
Dwa typy T oraz T ’ nazywa się równym i w tedy i tylko, gdy 

są one tego samego rzędu (a,b) i nadto m x =  m ’x oraz ny =  
=  n ’y dla wszystkich x (a  oraz y(b .

Niech A będzie danym  zbiorem. Operacją n-argum entow ą 
na zbiorze A zwie się każdą funkcję o n argum entach, okre­
śloną na zbiorze A i o wartościach także ze zbioru A, a zatem 
funkcję, k tóra n  elementom zbioru A przyporządkowuje pe­
wien elem ent tegoż zbioru. P redykatem  n-argum entow ym  na 
zbiorze A zwie się każdą funkcję o n  argum entach określoną 
na zbiorze A o wartościach ze zbioru dwuelementowego (P,F), 
gdzie P symbolizuje prawdę, zaś F — fałsz.

4.2. Określenie system u algebraicznego

Intuicyjnie się w yrażając system em  algebraicznym zwie się 
zbiór, w  którym  został określony pewien zespół operacji oraz 
predykatów. Pojęcie to jest bardzo ogólne. Ciekawsze nauko­
wo system y otrzym uje się nakładając pewne w arunki. Zilu­
s tru ją  to przykłady. N ajpierw  jednak podamy ścisłe określenie 
interesującego nas pojęcia.

System em  algebraicznym typu  T nazywa się obiekt, złożony 
z niepustego zbioru A, ze zbioru operacji F0, Fi, ..., F x, ..., 
określonych na zbiorze A dla każdego x (a  oraz ze zbioru pre­
dykatów P 0, P b ..., P y, ..., określonych na zbiorze A dla każ-



dego y(b , przy czym żąda się, aby F x była operacją m x-argu- 
m entow ą dla każdego x (a , zaś P y było predykatem  n y-argu- 
m entowym  dla każdego y(b . Określony system algebraiczny 
oznacza się krótko (A,F,P). F symbolizuje tu  cały zbiór ope­
racji, określonych na danym  zbiorze A, natom iast P — cały 
zbiór predykatów  działających również na rozważanym zbio­
rze A 25.

System  algebraiczny (A,F,P) zwie się skończony, jeżeli zbiór 
A jest skończony. Zbiór A nosi nazwę zbioru bazowego sy­
stemu.

System  algebraiczny typu  skończonego zapisywać można 
w postaci (A; F„,, ..., F r-i; P 0, ... P s- i bądź w postaci (A; F b 
..., F r; P,, ..., P s).

Podam y teraz proste przykłady systemów algebraicznych. 
Niech С oznacza zbiór liczb całkowitych, R — zbiór liczb w y­
m iernych, zaś +  — operację dodawania liczb, . — operację 
mnożenia l ic z b , operację odejmowania liczb i & — ope­
rację brania następnika dla danej liczby naturalnej. Wówczas 
układy (N, &, ·, O, 1), (C, + ) ,  (R, + ,  - ,  . ) (C, + ,  < ) ,  (C, 
są system am i algebraicznymi odpowiednio typów: (1, 2, 0, 0; 
Ф), (2; Ф), (2, 2, 2 ;ф ), (2;2), (ф;2). Tutaj ф  symbolizuje
zbiór pusty.

Przez odwzorowanie jednego system u algebraicznego w dru­
gi rozumie się każde odwzorowanie zbioru bazowego pierwsze­
go system u w zbiór bazowy drugiego systemu. W prowadza się 
także pojęcie odwzorowania homomorficznego oraz izomorficz­
nego jednego system u w  drugi. Nie będziemy tu  bliżej precy­
zować wspom nianych pojęć. Zanotujem y jedynie, że spełnione 
są następujące zależności: superpozycja homomorfizmów jest 
homomorfizmem, superpozycja izomorfizmów jest izomorfiz- 
zmem.

** Tamże, 46. -·· ■' ·■'·. '!·> · .··* !·-·



4.3. Algebry i modele.

Niech dany będzie system  algebraiczny (A,F,P). Jeżeli zbiór 
predykatów  danego system u jest zbiorem pustym, tj. jeżeli 
P  =  φ ,  to system zwie się algebrą. Jeżeli zbiór operacji danego 
system u jest zbiorem pustym , tj. jeżeli F =  φ ,  to system  zwie 
się modelem 26.

Posługując się wprowadzoną terminologią, można powie­
dzieć, że pierwszy z systemów podanych w przykładzie w po­
przednim  paragrafie jest algebrą typu  (1, 2, 0, 0), drugi — al­
gebrą typu (2), trzeci — algebrą typu (2, 2, 2), piąty — mode­
lem typu (2).

Jest widoczne, że każda operacja k-argum entow a F, określo­
na na zbiorze A, jest równocześnie (k +  l)-argum entow ą re ­
lacją na zbiorze A. Dla danej operacji F oznaczmy przez P od­
powiadający jej predykat, k tóry spełnia następującą równo­
ważność :

P(zi, zk, V ) =  F(zj  zk) =  V dla zb ..., zk, v£A. Zatem
operacji k-argum entowej odpowiada wzajem nie jednoznacz­
nie predyikat (k +  1 [-argumentowy.

Zatem zamieniając w  system ie algebraicznym wszystkie 
operacje Fx przez odpowiadające im  predykaty Р хц ,  otrzy­
m amy model, który zwie się modelem reprezentującym  sy­
stem dany. Jeżeli system  wyjściowy był typu  T rzędu (a, b), 
to model go reprezentujący będzie posiadał typ rzędu (a + b ).

Przykład. Weźmy algebrę (C, + )  typu (2). W prowadźmy 
predykat D(x,y,z) == x - j_ y = Zj odpowiadający operacji doda­
wania. Wówczas otrzym am y model (C, D) typu (3) reprezen­
tujący algebrę (C, + ) .

Zachodzi następujące proste twierdzenie:
Odwzorowanie f system u algebraicznego (A,F,P) w  system 

algebraiczny (B,G,Q) jest homomorfizmem pierwszego syste­
m u w drugi, gdy f jest homomorfizmem m odelu reprezentują­
cego system  (A,F,P) w  model reprezentujący system  (B,G,Q).27

26 Tamże, 47.
27 Tamże, 52.



4.4. Zastosowanie do algebry abstrakcyjnej.

W skażemy teraz jak przy pomocy pojęcia system u alge­
braicznego można jednolicie ująć podstawowe tw ory algebry 
abstrakcyjnej.

Grupoidem  zwie się algebrę typu (2). Zatem grupoid może 
być przedstaw iony w postaci (G, ■ ), gdzie . oznacza operację 
dwuargumentową.

Grupoid (G, · ), w którym  operacja dwuargum entowa jest 
łączna, tj. spełnia zależność (x · y) · z =  x· (y · z) dla wszyst­
kich x,y,z należących do zbioru G, zwie się półgrupą.

Półgrupa, w której został wyróżniony elem ent neutralny  e 
dla danej operacji, tj. elem ent spełniający w arunek e · x =  x 
dla każdego x należącego do G, zwie się monoidem.

Grupoid (G, · ) zwie się kwasigrupą, jeżeli każde z dwu 
równań px =  q, yp =  q posiada dokładnie jedno rozwiązanie.

Algebra (G, ·, —1) typu (2,1) nazywa się grupą, jeżeli speł­
nione są w arunki: 1° operacja · jest łączna, 2° y-1 (yx) =  x
=  (xy)y-1·

G rupa nazywa się abelowa lub przemienna, jeżeli operacja 
grupowa · jest przem ienna, tzn. jeżeli xy =  yx dla wszyst­
kich x,y należących do zbioru G.

Pierścieniem  nazywa się algebra typu  (2,1,2), w której ope­
racje -j-, —, · spełniają następujące cztery w arunki:

1) x +  (y +  z) =  (x +  y) +  z,
2) x +  y =  y +  x,
3) (—x) +  (X +  y) =  y,
4) (x +  y) · z =  x-z +  y-z, 

x · (y +  z) =  x · y +  x· z.
Inaczej można powiedzieć, że pierścieniem  zwie się grupę 
abelową, w  której, oprócz operacji +  oraz —, jest określona 
jeszcze operacja . spełniająca dwa praw a rozdzielności wy­
mienione w w arunku 4).

Szczególnym przypadkiem  pierścienia jest ciało.
W ymienione przykłady ilustrują, w odniesieniu do m atem a­

tyki, system atyzującą funkcję pełnioną przez system y algę-



braiczne. Można w tym  m iejscu powtórzyć, m utatis m utan­
dis, ogólne uwagi, wypowiedziane wyżej przy okazji rozważań 
związanych z pojęciem struk tu ry  oraz pojęciem kategorii. Dla 
celu tej pracy ważne wydaje się być zwrócenie uwagi na fakt 
następujący: pojęcie m odelu wystarcza do interesującej nas 
unifikacji. Wychodząc z tego stanu rzeczy można by m ate­
m atykę określić jako teorię modeli. Należy jednakże mieć 
w pamięci uwagi uczynione na wstępie rozważań, które m.in. 
orzekały, że w m atem atyce m am y do czynienia zarówno z wy­
soką abstrakcją, jak  i z konkretem , z dedukcją i z intuicją. 
Ograniczanie się do niektórych tylko z zaznaczonych zabiegów 
i dziedzin stanowi istotne zubożanie pełnej, rozwijającej się 
m atem atyki.

5. Podsumowanie.

W ymieniliśmy trzy  różne koncepcje, które mogą pełnić, 
przynajm niej częściowo, funkcję system atyzacji m atem atyki. 
Zwracano już uwagę na to, że wspom niana funkcja unifiku­
jąca jest zrelatywizowana do bieżącego stanu nauki. To wyda­
wać się może całkowicie zrozumiałe i niepotrzebne bliższej 
wzmianki. Tak przecież musi być zawsze. Jednakże z m ate­
m atyką spraw a wygląda tak, że niem al stale pojaw iają się 
nowe, szersze po jęc ia28, które nie znajdują dla siebie miejsca 
w starych schematach. Ten, w  odniesieniu do m atem atyki 
współczesnej, ponad wszelką wątpliwość stw ierdzany fakt, był 
także już sygnalizowany. Przeto uwaga powyższa w inna być 
rozum iana w ten sposób, że każda schem atyzacja i system aty­
zacja m atem atyki, ujm ując rzecz ściśle, odnosi się do jej stanu 
przeszłego, który przez ostatnie badania został już przekro­
czony. M atem atyka żywa, rozwijająca się, w  najściślejszym 
tego słowa znaczeniu współczesna, jest odmienna od tej, któ­

28 W charakterze przykładu wym ienić tu  można pojęcie półzbioru, 
którego teoria znajduje się in  s ta tu  nascendi. Zob. P. Vopënka, The 
theory of semisets, „Actes Congr. int. m athém aticiens”, 1970; T. 1, Paris 
1971, 155—260; > _ . ' <■



rej obraz otrzym uje się dzięki różnym  koncepcjom unifiku­
jącym.

W naturalny  sposób pojawia się pytanie, co jest przyczy­
ną opisanego stanu rzeczy, inaczej mówiąc, jaki czynnik jest 
odpowiedzialny za tak  dynamiczny rozwój m atem atyki, pro­
wadzący do powstawania nowych jej form ? W ydaje się, że za 
interesujący nas tu  czynnik, wspomiany już dwukrotnie, na­
leży uznać powiązanie elem entu abstrakcyjnego z konkretnym , 
ustawiczny związek najbardziej naw et abstrakcyjnych teorii 
m atem atycznych z empirią. Charakter tej zależności przyj­
m uje różne postaci w rozwoju poznania matematycznego. 
Jednakże istota pozostaje stale ta  sama: dialektyczne powiąza­
nie abstrakcji i konkretu, empirii.

W tym  także, wydaje się, należy upatryw ać istotę m atem a­
tyki. Przedstawione wyżej rozum owania wskazują, że na py­
tanie: czym jest m atem atyka? nie można udzielić adekwatnej 
odpowiedzi. Podanie definicji m atem atyki jest niemożliwe. 
Jedynie czynne doświadczenie, najlepiej o charakterze badaw­
czym, w  dziedzinie samej m atem atyki może dać na nie od­
powiedź 29.

Fragen zur Systematisierung der Mathematik

Das Systematisierumgaproblem der W issenschaft ist methodologisch 
wichtig. Insbesondere solches das Problem  der System atisierung der 
M athem atik ist. Im  Aufsatz bespricht m an d rei Konzeptionen, welche 
eine U nierenrolle im Beziehung izu der M athem atik gelten können. 
Diese sind: die V erbändetheorie im  Sense von Bourbaki, die Katego- 
rientheonie und die Theorie d e r  algebraischen Systeme, insbesondere 
die M odelltheorie. Jede von diesen Konzeptionen gibt nu r eine te il­
weise Lösung des Problems. Die M athem atik entw ickelt sich doch sehr 
schnell, entstehen neue Begriffe, welche sich n ich t in  alten  Schem ata 
zum achen können. Es scheint, dass dieser Sachverhalt, eine Konse­
quenz der W esenheit der M athem atik  ist, welche als eine dialektische 
Beziehung zwischen der A bstraktion und Em pirie gafasst w erden kann. 
Man kann  nicht eine adäquate Definition d e r  M athem atik geben. Das 
V erstehen w as d ie  M athem atik ist kann  m an n u r durch eine aktuelle 
A rbeit im  Bereiche der M athem atik erreichen.

29 R. Courant, H. Robbins, Co to jest m atem atyka, W arszawa 19673, 16.


