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1. Wprowadzenie

Pojecie ukiadu wzglednie odosobnionego przyjmuje sie jako
znane, Zamiast ,,uklad wzglednie odosobniony'’, moéwi sie krot-
ko ,,uktad". Wyrédznia sie tzw wejscia (do ukladu) oraz wyjscia
(z uktadu). Z jednego punktu widzenia moga one by¢ badz
wewnetrzne, badz zewnetrzne, z drugiego za$ — informacyjne
badz zasileniowe. Waznym rodzajem ukladoéw sg tzw. ukiady
informacyjne. Przez uklad informacyjny rozumie sie taki uktad,
ktéry posiada co najmniej jedno wejscie zewnetrzne informa-
cyjne oraz co najmniej jedno wyijscie zewnetrzne informa-
cyjnel,

Drugim waznym rodzajem ukladoéw sa tzw. ukiady cyberne-
tyczne. Przez uktad cybernetyczny rozumie sie taki uktad, ki6-
ry jest ukladem o duzej zlozonosci, posiada charakter proba-
bilistyczny oraz zdolno$¢ do samoregulacji®. Przypomnijmy, ze
charakter probabilistyczny ukladu polega na tym, ze stan jego
wyjs¢ w pewnej chwili moze by¢ okreslony jedynie z mniej-
szym lub wiekszym prawdopodobienstwem.

Przypus¢my teraz, ze mamy dany uktad U. A priori mozliwe

1 Por. np. J. Goscinski, Cybernetyczne podstawy informatyki, OBRI, War-
szawa 1973, 4. '
2 Zob. tamze, 25.
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sa nastepujace dwie rozne sytuacje. Po pierwsze, kiedy stan
wyjs¢ w pewnej chwili { zalezy jedynie od stanu wejs¢ w tej
same] chwili {. Po drugie, kiedy stan wyj$¢ w chwili ¢ zalezy
od stanu wejé¢ w chwilach s takich, ze O<{s <Ct. Jezeli mamy
do czynienia z sytuacja pierwszg, to wowczas rozpatrywany
przez nas uklad U zwie sie ukiadem kombinacyjnym. Jezeli ma
miejsce sytuacja druga, to ukiad U zwie sie ukliadem sekwen-
cyjnym. Zamiast uklad sekwencyjny moéwi sie takze maszyna
sekwencyjna albo automat3.

Pojecie pdigrupy jest pojeciem z zakresu algebry abstrakcyj-
nej. Stanowi ono szczegdlny przypadek ogélniejszego pojecia
grupoidu. Polgrupa zwie sig¢ bowiem grupoid laczny, tzn. gru-
poid, w ktérym dzialanie posiada wlasnos$é lgczno$ci.

Termin ,péigrupa’” kojarzy sie natychmiast z matematyka,
za$ termin ,,automat"” — z pewnym urzadzeniem, ktérego dzia-
lanie w danym momencie czasu zalezy zarowno od aktualnego
stanu wejs¢, jak i od jego calej przeszio$ci. Na pierwszy rzut
oka moze sie wiec wydawaé, ze nie zachodzg zadne relacje
miedzy pojeciem polgrupy a pojeciem automatu. Okazuje sig,
ze w rzeczywistosci jest inaczej. Artykut ten stawia sobie za
cel przedyskutowanie zasygnalizowanego problemu, w szcze-
golnosci wskazanie na istniejgce, miedzy wspomnianymi poje-
ciami, pewne proste relacje.

2. Alfabety i operatory abstrakcyjne

Alfabetem abstrakcyjnym nazywa sie dowolny skonczony
zbiér jakichkolwiek przedmiotéw. Elementy tworzace alfabet
abstrakcyjny zwie sie literami absirakcyjnymi. Ze wzgledu na
wygode wyslawiania sie zwykle opuszcza sie przymiotnik
,abstrakcyjny” i méwi sie krotko ,,alfabet” oraz ,litera”.

Uporzadkowany uklad liter danego alfabetu zwie sig stowemn
lub wyrazem w danym alfabecie. Diugoscia stowa zwie sie licz-
be liter, z ktérych ono sie sklada. Jezeli alfabet sklada sie z li-

3 Por. np. ‘M. A. Harrison, Wstep do teorij sieci przelqczajqgcych i teorii
automatow, Warszawa 1973, 90, 302.
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ter 2, &, §, to slowo ?2&8§§8 posiada dilugos¢ rownag 6. Dlugosc
stowa S oznacza¢ mozna symbolem [g(S). A zatem, w naszym
przypadku, byloby: Ig(?2&§8§) = 6. Wprowadza sie takze po-
jecie stowa pusiego. Rozumie sie przez nie takie stowo, ktore
nie zawiera zadnej litery. Oznacza¢ je bedziemy literg E. Diu-
gosc¢ stowa pustego E jest roOwna zeru?.

Pojecie stowa jest zrelatywizowane do alfabetu Jeden i ten
sam ciag symboli moze by¢ traktowany w jednym alfabecie ja-
ko jedno stowo, zas w innym jako kilka stow. Np. w alfabecie
ztozonym z dziesigciu cyfr od zera do dziewieciu oraz ze zna-
ku dodawania i znaku réwnoséci zapis 7 + 8 = 15 stanowi jed-
no slowo, zas w alfabecie zlozonym tylko ze wspomnianych
dziesieciu cyfr w zapisie powyiszym mie¢ bedziemy trzy
stowa.

Niech dany bedzie alfabet A. Przypus¢my, ze dolgczylismy
do niego nowe przedmioty, ktére do iej pory nie wchodzily
w sklad jego elementéw. Mowimy woéwcezas, ze nowy alfabet
stanowi rozszerzenie alfabetu A.

Przypuscmy teraz, ze mamy dane dwa alfabety A oraz B. Je-
zeli kazdemu elementowi alfabetu A zostal przyporzadkowany
dokladnie jeden element alfabetu B, to moéwimy, ze zostal okre-
$lony operator literowy alfabetu A w alfabet B. Jezeli wspom-
niane przyporzadkowanie posiada te wlasnos¢; ze wszystkie
elementy alfabetu B zostaly wyczerpane, to operator literowy
zwie sie operatorem alfabelu A na alfabet B.

Oznaczmy dla danego alfabetu A przez W(A) zbior wszyst-
kich stéw w danym allabecie. Przypus¢my, ze mamy dane dwa
alfabety A oraz B, a takze zbiory W(A) i W(B). Przypu$émy da-
lej, ze kazdemu elementowi zbioru W(A) zostal przyporzadko-
wany pewien (dokladnie jeden) element zbioru W(B). Méwimy
woéwczas, Ze okreslony zostal operator alfabetyczny na alfabe-
cie A w alfabet B.

Operator alfabetyczny bywa nazywany réwniez operatorem

4 Gdy idzie o symbol lg oznaczajgcy diugo$¢ wyrazu abstrakcyjnego
por. M. A, Harrison, Op. cit., 302.
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abstrakcyjnym, a takze kroétko, jesli to nie prowadzi do niepo-
rozumien, po prostu operatoren.

Alfabet A nosi nazwe alfabetu wejsciowego, alfabet B — al-
fabetu wyjéciowego. Elementy zbioru W(A) zwa sie slowaini
wej$ciowymi, za$ elementy zbioru W(B) — stowami wyjscio-
wymi. .

Trzeba okresli¢ takze tzw. operalory cze$ciowe. Rozumie sie
przez nie jednoznaczne przyporzadkowania pewnym tylko sto-
wom wejsciowym stéw wyjSciowych. A zatem nie kazdemu
stowu wejsciowemu, czyli nie kazdemu elementowi zbioru
W(A), zostaje, w tym przypadku, przyporzadkowane stowo
wvyjsciowe, czyli element zbioru W(B). Jezeli bedziemy postu-
giwaé sie operatorami cze$Sciowymi, to zawsze mozna zakladac,
ze alfabet wejsciowy jest identyczny z alfabetem wyjsciowym.
Wrystarczy w tym celu, jak latwo widzieé¢, utworzy¢ z danych
alfabetéw A oraz B nowy alfabet C, bedacy polaczeniem obu
wspomnianych allabetéw, a wigc stanowigcy zarazem rozsze-
rzenie i jednego i drugiego alfabetu. Zakladamy tutaj, ze czes$¢
wspélna alfabeté4w A oraz B jest zbiorem pustym, zgodnie z po-
dana nieco wyzej definicjg rozszerzenia alfabetu abstrakcyj-
nego.

Wazng klase operatoréw alfabetycznych stanowia algoryi-
my. Przez algorytm rozumie sie operator alfabetyczny, ktory
jest okreslony przy pomocy skonczonej liczby prawidel, Wy-
nika stad bezposrednio, iz kazdy operator alfabetyczny, ktéry
jest okreslony w sposéb mozliwy do zrealizowania jest algo-
rytmem?. Nalezy jednak zwro6ci¢é uwage na to, ze samo zgda-
nie, aby liczba prawidel, okreslajgcych operator alfabetyczny,
byla liczba skonczona, wydaje sie byé wymaganiem niekiedy
zbyt stabym. Jezeli bowiem wspomniana liczba prawidet jest
skonczona, lecz bardzo duza, foz praktycznego punktu widze-
nia nie zawsze jest mozliwe zrealizowanie tego rodzaju algory-
tmu. Np. gdyby w algorytmie nalezato wykonac¢ tyle operacji,
ile jednostek miesci w sobie liczba parzysta, od ktérej obowig-

5 Por. W. M. Gluszkow, Wwiedienie w kibernetiku, Kijew 1964, 17, .
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zuje juz (zgodnie z dowodem podanym przez I. M. Winogrado-
wa w roku 1937) hipoteza Goldbacha®, to bylby on praktycznie
nie do zrealizowania.

Wazing klase algorytmoéw stanowia tzw. algorytmy normal-
ne. Teoria ich zostala zbudowana przez A. A. Markowa. Za-
chodzi nastepujaca zasada normalizacji: kazdy konstruktyw-
nie zadany algorytm nad alfabetem skofczonym jest rowno-
wazny pewnemu algorytmowi normalnemu nad tym alfabetem?.
A zatem algorytmy normalne stanowig pewnego rodzaju algo-
rytmy uniwersalne w odniesieniu do klasy algorytmoéow zada-
nych w sposéb konstruktywny.

3. Systemy algebraiczne

Niech teraz a oznacza liczbe porzadkows, czyli tzw. typ po-
rzgdkowy zbioru dobrze uporzqdkowanego. Przez P(a) oznaczaé
bedziemy zbiér wszystkich liczb porzadkowych mniejszych od
liczby a. W szczegdélnosci bedziemy mieé: P(4) = (0, 1, 2, 3),
F(7)=1(0,1,2,3,4,5,6).

Niech dane beda dwie liczby porzadkowe a oraz b. Typem
rzedu (a, b) nazywa sie pare odwzorowan, odpowiednio, zkio-
réw P(a) oraz P(b) w zbioér liczb naturalnych N = (0, 1, 2, ...).
Typ rzedu (a, b) oznacza¢ bedziemy literg T piszqc:

T = (mo, My, «., My, w; No, Ny, Ny, vy Ny, ...), gdzie x < a oraz
y < bs. -

Jezeli liczby porzadkowe a oraz b sg skonczone, to typ T tak-
Ze nazywa sie skonczony.

Operacjq n-argumentowq na zbiorze Z nazywa sie kazda fun-
kcje o n argumentach, okreslana na zbiorze Z i o wartosciach
takze ze zbioru Z. Natomiast predykatem n-argumentowym nha

6 Zob. W. Sierpinski, Arytmetyka teoretyczna, Warszawa 19684, 100.

7 A. A. Markow, Tieorija algorifmow, Trudy matiematiczeskogo instituta
im. W. A, Stieklowa, Izd. AN SSSR, t. 42, 1954. Podstawowe pojecia z teorii
algorytmow normélnych, a takze zasade normalizacji, mozna znalez¢ takze
w pracy: W. M. Gluszkow, Op. cit., 19—28.

8 Teorie systemow algebraicznych zawiera np. ksigzka: A. I. Malcew,
Algebraiczeskije sistemy, Moskwa 1970.
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zbiorze Z nazywa sie kazdg funkcje o n argumentach okre$lo-
ng na zbiorze Z o ‘wartosciach przyjmowanych ze zbioru dwu-
elementowego (V, F), gdzie V symbolizuje prawde, za$ F —
falsz.

Systemem algebraicznym typu T nazywa sie obiekt zlozony
z niepustego zbioru Z, ze zbioru operacji Fo, Fy, ..., Fz, ..., okre-
§lonych na zhiorze Z dla kazdego x <a oraz ze zbioru predy-
katéow Py, Py, ..., Py, .., okreslonych na zbiorze Z dla kazdego
y <<b, przy czym zada sie, aby F, byla operacjg m,-argumen-
towq dla kazdego x < a, natomiast P, bylo predykatem ny-ar-
gumentowym dla kazdego y <C b. Zdeliniowany system alge-
braiczny oznacza sie krétko symbolem (Z, F, P). Litera F pre-
zentuje tu caty zbiér operacji, okreslonych na danym niepu-
stym zbiorze Z, za$ litera P — caly zbidr predykatéow okreslo-
nych takze na zbiorze Z. :

System algebraiczny (Z, F, P) nazywa sie skonczony, jezeli
jego tzw. zbiér bazowy, tj. zbidr Z, jest skonczony.

System algebraiczny typu skonczonego mozna zapisywaé
w postaci (Z; Fy, ..., F,; Py, ..., Py).

System algebraiczny (Z, F, Pj nazywa sie algebrq, jesli zbior
predykatéw danego systemu jest zbhiorem pustym. Jezeli nato-
miast zbidr operacji jest zbiorem pustym, to system zwie sie
modelem.

Jest widoczne, ze kazdej operacji mozna w sposéb wzajem-
nie jednoznaczny przyporzadkowa¢ predykat. Mianowicie ope-
racji k-argumeniowej F, odpowiada predykat (k + I-argumen-
towy Py, Totez zastepujgc w danym systemie algebraicznym
(Z, F, P) wszystkie operacje przez odpowiadajace im predyka-
ty, otrzymuje sie z systemu algebraicznego model, ktory zwie
sie modelem reprezentujgcym dany syslem. Jezeli system wyj-
$ciowy byt typu T rzedu (a, b), to model go reprezentujacy be-
dzie posiadat typ rzedu (a + b). Mozna wiec powiedzie¢, ze po-
jecie modelu stanowi pojecie uniwersalne w stosunku do kla-
sy systemow algebraicznych. ‘

Przypus$¢my, ze dane sa dwa systemy algebraiczne (Z, F, P}
oraz (X, G, Q) tego samego typu T rzedu (a, b). Izomorfizmem
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pierwszego systemu na drugi nazywa sie wzajemnie jedno-
znaczne odwzorowanie f zbioru Z na zbior X, ktére speinia na-
stepujace dwa warunki:

1) {(F2) = Galt), 2) Py = Quff).

Jezeli f jest odwzorowaniem zbioru Z w zbiér X spetniaja-
cym warunek 1), to odwzorowanie f nazywa sie homomorfiz-
mem pierwszego sytemu w drugi.

Zachodzi nastepujace intuicyjne twierdzenie:

Odwzorowanie f systemu algebraicznego (Z, F, P) w system
algebraiczny (X, G, Q) jest homomorlizmem pierwszego syste-
‘mu w drugi, wtedy i tylko wtedy, gdy f jest homomorfizmem
modelu reprezentujgcego system (Z, F, P} w model reprezentu-
jacy system (X, G, Q). :

4, Pélgrupy

Algebra typu (2), czyli niepusty zbior z jedng okreslong
w nim operacjg dwuargumentowsq, nazywa sie grupoidem. Za-
tem grupoid moze hiy¢ przedstawiony w postaci (G, .), gdzie G
jest niepustym zbiorem, za$ . oznacza operacje dwuargumen-
towa.

Grupoid, w ktérym operacja dwuargumentowa . jest dziala-
niem lacznym, tzn. spelniajacym zaleznosc (x . y) .z = x . (y . Z)
dla wszystkich elementow x, y, z nalezacych do zbioru G, na-
zywa sie poigrupq.

Rozwazmy alfabet A oraz zbidér wszystkich stéw na nim zbu-
dowanych, tj. zbidr W(A). Okre$lmy na zbiorze W(A) operacje
konkatenacji w sposéb nastepujacy. Jezeli mamy dane dwa sto-
wa §;, oraz S, to przez ich konkalenacje bedziemy rozumie¢
utworzenie nowego stowa s;, ktore otrzymuje sie z poprzednich
slow przez wypisanie najpierw wszystkich liter stowa s, po-
tem za$ wszystkich liter stowa s, Jest widoczne, ze tak okres-
lona operacja konkatenacji posiada wlasno$¢ lacznosci. Jest
bowiem spelniony wymagany wyzej warunek (x.y).z =
=x.(y . z), oile tylko przez x, y, z, bedziemy rozumieli stowa
nad alfabetem A, czyli elementy zbioru W(A). A zatem zbidr
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wszystkich stow zbudowanych nad aifabetem A, czyli zbiér
W(A), z operacjg konkatenac]ji jest polgrupa®

Jezeli w zbiorze G istnieje element neutralny wzgledem dzia-
lania ., to pélgrupe nazywa cie monoidem.

Jest widoczne, ze w przypadku zbioru W(A) oraz operacji
konkatenacji mamy do czynienia z monoidem. Elementem neu-
tralnym jest tutaj stowo puste E. Posiada ono te wlasnos¢, ze
dla kazdego stowa x nalezgcego do zbioru W(A) spelniony jest
warunek: E.x = x.E = x,

Podzbidér G’ zbioru G, ktéry jest zamkniety ze wzgledu na
operacje . nazywa sie podpoigrupq péigrupy G. Przypomnijmy,
ze przez zamknieto$¢ zbioru G’ wzgledem operacji . rozumie sie
wlasnos$¢ polegajacag na tym, Ze x . y nalezy do G’ o ile tylko
X oraz y naleza do G'.

Przypusémy, ze dane sg dwie poétgrupy G, oraz G,. Odwzoro-
wanie h polgrupy G; w polgrupe G, nazywa sie homomorfiz-
mem poélgrupy G, w potgrupe G, jezeli h spelnia warunek:
h{g . g') = h(g) . h(g’') dla wszystkich g oraz g’ nalezacych do
G,

Jezeli mamy dane dwa monoidy G, oraz G, za$ odwzorowa-
nie h przeksztalca element neutralny pierwszego monoidu na
element neutralny drugiego monoidu i speinia przy tym poda-
ny przed chwilg warunek, to h nazywa sie homomorfizmem
pierwszego monoidu w drugilf,

Powro¢my jeszcze na chwile do monoidu W(A). W rozwaza-
nym przypadku stosuje sie nastepujacag terminologie. Monoid
WI(A) zwie sie swobodnym (albo: wolnym) monoidem induko-
wanym przez alfabet A.

9 Por. np. M. Gross, A. Lentin, Tieorija formalnych grammatik, Izdatiel-
stwo ,Mir", Moskwa 1971, 15—16.

10 Podstawowe pojecia z teorii poOlgrup oraz teorii monoidéw mozna
znalez¢ np. w pracy: R. E. Kalman, P. L. Falb, M. A. Arbib, Oczerki po ma-
tiematiczeskoj tieorii sistem, Izdatielstwo ,Mir"’, Moskwa 1971, 211—217.
Pelny wyklad teorii pélgrup zawiera pozycja: A. H. Clifford, G. B. Preston,
Algebraiczeskaja tieorija polugrup, Izdatielstwo ,Mir”, t. 1, Moskwa 1972,
t. 2, Moskwa 1972,
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Niech dany bedzie dowolny zbidr niepusty Z. Niech f bedzie
przeksztatceniem tego zbioru w siebie. Wowczas mozna okres-
li¢ dwie pélgrupy :Fi(Z) oraz Fgr(Z). Pierwsza z nich sklada sie
ze wszystkich funkcji { przeksztaicajacych Z w siebie, gdzie
operacjg polgrupowsg jest zlozenie funkcji okreslone wzorem
(7; - £5)(x) =f,(f5/x/). Druga za$ sktada sie takze ze wszystkich po-
- wyzej okreslonych funkcji f, gdzie operacja poélgrupowa dana
jest wzorem: (x) (f;° fo) = (/x/f;)f;. Widzimy zatem, Ze roznica
miedzy zdefiniowanymi pélgrupami polega na innym porzad-
ku superponowania funkcji. Jezeli wspomniane superponowa-
nie dwu funkcji f; oraz f, rozumie sie w porzadku f,f,(x), to ma-
my do czynienia z poigrupa Fr(Z), jesli zas w porzadku f.f,(x),
to mie¢ bedziemy potgrupe Fg(Z)1.

Reprezentacjq pélgrupy G nazywa sie homomorfizm h, ktéry
odwzorowuje polgrupe G w polgrupe Fr(Z), gdzie Z jest pew-
nym zbiorem, za$ T jest identyczne badz z L, badz z R.

' Kazda pélgrupa G posiada dwie reprezentacje szczegélnie
proste. Zwie sie je, odpowiednio, lewostronng regularnq repre-
zentacjq oraz prawosironnq regularng reprezentacjq. Reprezen-
tacje te zwigzane sa z odwzorowaniem poélgrupy G w siebie.
"Z pierwsza z nich bedziemy mie¢ do czynienia woéwczas, gdy
dokonujemy operacji mnozenia pdtgrupowego ze strony lewej,
z druga natomiast — gdy mnozymy ze strony praweji2,

5. Automaty absfrakcyjne

Automatem abstrakceyjnym (lub krétko: automatem) nazywa
sieuktad M = (X, Y, Q, p, w), gdzie X oraz Y sa pewnymi zbio-
rami skonczonymi (X zwie sig alfabetem wej$ciowym, ¥ — al-
fabetem wyjsciowym), Q jest zbiorem stanéw, zas p — funkcja
‘hezposredniego przejscia, a w — funkcja bezposredniego wyjs-
cials,

Wryrédznia sie automaty bez wyjscia oraz automaty z wyjs$-
.ciem nad danym alfabetem wejéciowym X.

" H Por. R, E. Kalman, P. L. Falb, M. A. Arbib, Op. cit., 213.

12 Tamzie, 214,
13 Tamze, 217.



140 ' M. Lubanski [10}

Przypomnijmy te okreslenia.

Automatem bez wyjscia nad alfabetem X nazywa sie uktad
M = (X, Q, q, p), gdzie q jest stanem poczatkowym. Pozostale
symbole posiadajg to samo znaczenie, jakie maja w definicji
ogo6lnejls,

Automatem z wyjsciem nad alfabetem X nazywa sie uklad
M=(X,Y, Q, q p, w) gdzie wszystkie wymienione symbole
posiadajg to samo znaczenie, jak podano wyzej. Zaklada sie
tu, ze funkcja w realizuje pewne elementy wyjsciowe dla
okreslonego podzbioru Q' zbioru standéw wewnetrznych Q15,

Dla prostoty rozwazan przyjmuje sie zwykle, ze dozwolone
sg jedynie dwa elementy wyjsciowe, ktére oznacza sie przez
zero oraz jeden. Mamy wiec tu do czynienia z przypadkiem
binarnym. Wazne jest to, Ze ograniczenie sie do powyzszego
przypadku nie zmniejsza ogélnosci otrzymywanych wynikow1s,

W definicji automatu zaklada sig, ze oba alfabety wejsciowy
craz wyjsciowy sg zbiorami skonczonymi. Natomiast o zbio-
rze Q, zwanym zbiorem stanow wewnetrznych, nie zaklada sie
tego. Moze on wiec byc¢ zaréwno zbiorem skohiczonym, jak
i nieskonczonym. Jezeli zbidér Q jest zbiorem skonczonym, to
wowczas takze automat M nazywa sie aulomaiem skoficzo-
nym.

Funkcja bezposredniego przejécia p jest okreslona na iloczy-
nie kartezjanskim zbioréw Q oraz X. Wartosci jej naleza do
zbioru Q. Mozna wiec powiedzie¢, ze funkcja p przyporzadko-
wuje okreslonemu stanowi wewnetrznemu oraz okreslonemu
elementowi wejsciowemu pewien stan wewnetrzny. Funkcja
bezposredniego wyjscia w jest okreslona na tym samym zbio-
rze, co funkcja p. Natomiast wartosciami jej sg elementy alfa-
betu wyjsciowego Y. Zatem funkcja w przyporzadkowuje
okreslonemu stanowi wewnetrznemu oraz okreslonemu ele-
mentowi wejsciowemu pewien element wyjsciowy.

1 Por. M. A. Harrison, Op. cit., 303.
15 Tamze, 324—325.
16 Tamze, 324.
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Jest widoczne, Ze mozna latwo rozszerzy¢ funkcje p oraz w
na iloczyn kartezjanski zbioru @ przez monoid swobodny
W(X). A wiec w miejsce alfabetu wejsciowego X brac¢ zbidr
wszystkich stéw abstrakcyjnych utworzonych nad alfabetem X,
czyli zbidor W(X). Nawet w przypadku binarnym stanowi to
istotne poszerzenie dziedziny obu rozwazanych funkcji. W tym
bowiem przypadku n-literowych wyrazow mie¢ bedziemy 2%
dla kazdego naturalnego n'?.

Oznaczmy p(q, x) symbolem My(x) dla kazdego stanu we-
wnetrznego g oraz kazdego elementu wejsciowego x. Mamy
wiec p(q, x) = My(x).

Dwa stany wewnetrzne y, oraz qp automatu M nazywa sig
rownowaznymi, jezeli zachodzi réwnoéé¢ Mg, = Mgy, przy czym
funkcje M, traktujemy jako funkcje okreslone na zbiorze
W(X) o wartosciach w zbiorze Y.

Przypus¢my teraz, ze rozwazamy odwzorowanie przyporzad-
kowujace stanowi wewnetrznemu g funkcje M, Jesli wspo-
mniane odwzorowanie jest odwzorowaniem wzajemnie jedno-
znacznym, to automat M nazywa sie redukowaliny.

Niech dane beda dwa automaty M = (X, Y, Q, p, w) oraz
M = (X, Y, Q, p’, w) a wiec automaty o tych samych alfa-
betach wejsciowych oraz wyj$ciowych. Mowimy, ze automaty
te sa mocno réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy kazdemu
stanowi g ¢ Q odpowiada taki stan g’ ¢ Q', iz spelniona jest
réownoéé My = M, oraz na odwrot.

Zachodzi nastepujgce twierdzenie:

Kazdy automat M = (X, Y, Q, p, w) jest mocno réwnowazny
pewnemu automatowi redukowalnemu M° = (X°, Y°, Q°, p°,
wo)18,

Zauwazmy, od strony intuicyjnej, ze podane wyzej okresle-
nie automatu pozwala interpretowa¢ go jako urzadzenie, ktore
znajdujdujac sie w chwili { w stanie wewnetrznym q oraz
otrzymujac oddzialywanie wejéciowe x przejdzie w chwili

17 Tamze, 218.
18 Tamze, 218.
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(t + 1) do stanu p(g, x) generujac zarazem na wyjéciu wartosé
w(q, x). Dodajmy jeszcze, ze we wszystkich powyzszych de-
finicjach milczgco zostalo przyjete zalozenie co do charakteru
zbioru chwil. Orzeka ono, ze zbiér momentéw czasu posiada
posta¢ T = (0, 1, 2, ...). Jest wiec zbiorem nieciaglym.

6. Polgrupy a automaty

Zajmiemy sie obecnie oméwieniem relacji zachodzacych mie-
dzy pélgrupami a automatami. Wskazemy, w jaki sposéb wy-
chodzac od danego automatu mozna doj$é¢ do polgrupy, a tak-
ze jak okreslona poélgrupa wyznacza pewien automat.

Wprowadzimy najpierw jeszcze pewne znakowanie,

Niech dany bedzie automat M = (X, Y, Q, p, w). Zaklada-
my, ze jest to automat redukowalny, przy czym wszystkie je-
go stany wewnetrzne sg osiggalne z pewnego ustalonego stanu
Go. Tego rodzaju automat bedziemy oznacza¢ symbolem M(f),
gdzie f = p(qo, X).

WezZmy teraz tzw. relacje rownowaznos$ci Myhillal?, ktérg
oznacza¢ bedziemy znakiem :=. Niech f bedzie dowolna fun-
kcjg odwzorowujgca zbior W{X) w zbiér Y. Utwérzmy klasy
réwnowaznosci relacji :=. Okre$lmy miedzy nimi dziatanie
rozumiejac przez nie kolejne wziecie przeksztalcen stanu.
W ten sposoh ze zbioru W(X) powstaje polgrupa, ktéra ozna-
cza¢ bedziemy przez G(f). Jest widoczne, ze elementy pélgru-
py G(f) odpowiadajg ciagom utworzonym z alfabetu wejscio-
wego, ktére sg traktowane jako funkcje przejscia automatu
M(f). W ten sposdb przechodzi sie od pojecia automatu do
pojecia poédigrupy. Zachodzi przy tym nastepujgce proste
twierdzenie?0:

Automat M(f} jest automatem skonczonym wtedy i tylko
wtedy, gdy pétgrupa G(f) jest pélgrupa skoniczona.

Przypué¢my, ze mamy dang dowolna pédlgrupe G. Zdefiniu-

19 Definicje réwnowaino$ci Myhilla moZna znalezé np. w pracy R. E.
Kalman, P. L. Falb, M. A. Arbib, Op. cit., 221.
20 Tamze, 223.
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jemy teraz automat, ktéry oznacza¢ bedziemy symbolem M(G),
zwany automatem wyznaczonym przez pédigrupa G. W tym ce-
iu wystarczy przyja¢ zaré6wno za alfabet wejSciowy, wyjscio-
wy oraz zbiér stanéw wewnetrznych zbioér bazowy poélgrupy G,
za$ za funkcje p i funkcje w wzia¢ operacje potgrupows, ozna-
czang przez kropke. Totez okreslony automat mozna zapisac
nastepujgco: M(G) = (G, G, G, -, *).

Z. definicji automatu M(G) wynika, ze jezeli automat ten
w pewnej chwili { znajduje sie w stanie g oraz otrzymuje na
wejsciu wartos¢ ¢g’, to woéwcezas w chwili pézniejszej o jed-
nostke, tj. w chwili (¢t + I), zar6wno jego stan wewnetrzny,
jak i wartos¢ na wyjsciu bedg rowne g - g'.

W podany wyzej sposOb przechodzi sie od automatu M(f)
do potgrupy G(f) oraz od polgrupy G do automatu M(G). W na-
turalny sposéb nasuwa sie pytanie nastepujgce. Wezmy mia-
nowicie péigrupe G(f) oraz odpowiadajacy jej, opisany na dru-
giej drodze, automat M(G/{/). Zapytujemy czy automaty M(f}
oraz M(G/f/) sa indentyczne? '

Aby na to pytanie odpowiedzie¢ potrzebne bedzie jeszcze
pewne pojecie pomocnicze.

Méwimy, ze automat M = (X, Y, Q, p. w) modeluje automat
M = (X', Y, Q, p', w) jezeli istnieja trzy odwzorowania hy,
hs, h; takie, ze h; przeksztalca zbior W(X') w zbior W(X), h,
przeksztalca zbiér Q’ w zbior Q, za$ h, przeksztalca zbidr Y
w zbiér Y’, przy czym od W(X’) do Y’ mozna is¢ w dowolny
sposoby (innymi sfowy znaczy to, ze odpowiedni diagram dla
rozpatrywanych tu funkcji jest przemienny).

Jezeli zarowno automat M modeluje automat M’, jak i auto-
mat M’ modeluje automat M, to méwimy, ze automaty M oraz
M’ sg stabo rownowazne. _

Okreslmy teraz dla danej pétgrupy G(f) funkcje i;, ktdra
przeksztatca G(f) w zbior Y i posiada te wilasnos¢, ze jesli x
przeprowadza automat ze stanu poczaltkowego do stanu ¢, to
wowczas Ifg) = f(x). Oznaczmy nastepnie przez M(G/i/, i)
automat postaci (G/f/, Y, G/f/, -, i;). Woéwczas zachodzi naste-
pujace twierdzenie:
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Automaty M(f) oraz M(G/1/, is) sa stabo réwnowazne?l,

Powyzsze twierdzenie korzysta z pojecia modelowania. Mo-
zna pozby¢ sie tego terminu przez przeredagowanie wspomnia-
nego pojecia na jezyk polgrup. Konsekwentnie otrzyma sie
odpowiednik interesujacego nas twierdzenia wypowiedziany
w jezyku poélgrupy. Sygnalizujemy jedynie te sprawe i nie
bedziemy blizej sie nig zajmowac?22,

Zanotujemy jeszcze, ze wazinym zagadnieniem w odniesie-
niu do teorii automatéw jest zagadnienie ich tzw. minimali-
zocji. Chodzi tu o rzecz nastepujacg. Nazwijmy funkcjg od-
powiedzi automatu M = (X, Y, Q, p, w) funkcje p(qo, x), gdzie
gc jest stanem poczatkowym, za$ x jest stowem nad alfabetem
wejsciowym X. Zbior wszystkich tych stéw wejsciowych, kto-
re sg argumentami funkcji p(qe, x), t]. funkcji odpowiedzi auto-
matu M, nazywa sie zachowaniem sie automatu M. Problem
minimalizacji polega na tym, aby dla danego automatu M
o okreslonym zachowaniu zdefiniowa¢ automat N, ktéry mial-
by mozliwie najmniejsza liczbe stanéw wewnetrznych, zas je-
go zachowanie byloby identyczne z zachowaniem automatu M.
Okazuje sie, ze automat minimalny jest jeden z dokladnoécia
do izomorfizmu?23,

7. Réine sposoby zadania automatu

Istniejg co najmniej trzy sposoby, przy pomocy ktérych mo-
ze-zosta¢ okre$lony automat. Zwie sie je, odpowiednio, meto-
da analityczng, geometryczng oraz algebraiczng.

Analityczne okreslenie automatu polega na zdefiniowaniu
go jako ukladu zlozonego z pieciu elementéow X, Y, Q, p oraz
w W spos6b podany wyzej. Zatem analityczny sposob okre-
¢lenia automatu jest nam juz znany. W ten bowiem sposéb
postepowano we wczesniejszej czesci artykutu.

21 Tamze, 227.

22 Szczeg6ly mozna znalezé np. w pracy R. E. Kalman, P. L. Falb, M. A.
Arbib, Op. cit., 228—229.

2 Problem minimalizacji ujety przystepnie mozna znalezé w pracy M. A.
Harrison, Op. cit., 339—348.
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Dwie dalsze metody: geometryczna oraz algebraiczna sa
rownowazne metodzie analitycznej. Polegaja one na tym, ze
w przypadku metody geometrycznej korzysta sie z grafu zo-
rientowanego (ktory bywa nazwany grafoidem), za$§ w przy-
padku algebraicznym — z macierzy. Mozna wiec, mowiac
prosciej, okresli¢ automat przy pomocy pewnego grafoidu,
badZ przy pomocy pewnej macierzy.

‘Wspomniany grafoid buduje sie nastepujaco. Za jego wierz-
chotki przyjmuje sie stany wewnetrzne automatu. Natomiast
wzdhuz boku, taczacego stan g ze stanem ¢’, umieszcza sig ten
element alfabetu wejsciowego, wzglednie funkcje p dla dane-
go argumentu wzietego z alfabetu wejsciowego, przy ktérym
nastepuje przejscie ze stanu g do stanu ', oraz ten element
alfabetu wyjsciowego, ktory dany jest, w rozpatrywanym
przypadku przez funkcje w.

Metoda macierzowa polega na zbudowaniu dwu macierzy
prostokatnych, mianowicie macierzy dla funkcji przej$¢ oraz
dla funkcji wyjs¢. W macierzach tych wystepuja takze, oczy-
wiscie, elementy obu alfabetéw: wejsciowego oraz wyjéciowe-
go i elementy zbioru stanéw wewnetrznych. Dzieki temu otrzy-
mujemy okreslenie automatu réwnowazne zaréwno z okresle-
niem analitycznym, jak i geometrycznym.

Jezeli mamy do czynienia z automatami skoficzonymi, w kto-
rych wszystkie zbiory, a wigc i zbiér elementow alfabetu wej-
¢ciowego, jak i zbior elementéw alfabetu wyjsciowego oraz
zbior stanow wewnetrznych automatu, a takze zbiory wszyst-
kich wartosci funkcji p oraz w sa skonczone, to zaréwno i gra-
foid, jak i macierze sa tworami skonczonymi. W przypadku
automatu o nieskonczonym zbiorze standéw wewnetrznych
trzeba by postugiwa¢ sie grafoidami oraz macierzami nieskon-
czonymi. Wspominamy jedynie o tych zagadnieniach nie wcho-
dzgc w blizsze rozwazania. Chodzilo bowiem jedynie o poin-
formowanie Czytelnika o istniejacej lu problematyce w celu
mozliwie pelnego przedstawienia calego zagadnienia zwigza-
nego z rodzajami automatéw oraz sposobami ich okreslania

10 Studia Philosophiae Christianae 2/74
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Literatura odnoszgca sie do wspomnianych zagadnien jest obfi-
ta2,

Dodajmy jeszcze, ze gdy posiadamy grafoid okreslajacy da-
ny automat, to wowczas mozna od grafoidu przeis¢ do den-
drytu. Moze on by¢ skonczony, badz nieskonczony. Wspom-
niany dendryt buduje sie w nastepujacy sposéb. Ustala sie
wierzcholek wyjsciowy, ktory odpowiada stanowi poczatkowe-
mu automatu. Nastepnie z tego wierzchotka prowadzi sie tyle
odcinkow, ile jest elementéw w alfabecie wejsciowym. Konce
wspomnianych odcinkéw daja wierzchotki pierwszego rzedu.
Niech ich bedzie n. Z kazdego z tych wierzchotkéw prowa-
dzimy dalej po n. odcinkéw, otrzymujac w nastepnym, drugim
rzedzie, n? wierzchotkéw drugiego rzedu. I tak postepujemy
dalej. Kazdemu odcinkowi z dowolnego rzedu przypisujemy
odpowiedni element z alfabetu wejsciowego i alfabetu wyjscio-
wego, zas wierzchotkowi odpowiedni element ze zbioru stanéw
wewnetrznych automatu zgodnie z danym grafoidem. Jest wi-
doczne, ze grafoid wyznacza jednoznacznie opisany przed chwi-
la dendryt. Posiadajgc wigc zdefiniowany automat przy po-
mocy grafoidu, otrzymamy latwo jego przedstawienie przy
pomocy dendrytu. I, oczywiscie, takze odwrotnie. Majgc dany
dendryt, mozemy utworzyc¢ odpowiadajacy mu grafoid?s.

8. Uwagi zamykajace

W przedstawionych wyzej rozwazaniach wskazano na pew-
ne proste relacje tgczace pdlgrupy z automatami. Moéwiac naj-
krécej — okazuje sie, ze pdlgrupa generuje pewien automat
i odwrotnie, automat generuje pewnag poélgrupe. Jest widoczne,
ze kazda pélgrupa stanowi szczegolny przypadek systemu al-

24 Zob. np. A. I. Malcew, Algoritmy i rekursiwnyje funkcii, Moskwa
1965; A. N. Mielichow, Orientirowannyje grafy i koniecznyjé awtomaty,
Moskwa 1971; M. Minsky, Wyczislenija I awtomaty, Moskwa 1971; Cz.
Fajsi, Ob otliczimosti bieskoniecznych awtomatow, Problemy Kibernetiki
23 (1970), 209—212, W pracach tych mozna znaleZé dalsze wskazowki bi-
bliograficzne.

2 Zob. np. A. N. Mielichow, Op. cit., 160—161.
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gebraicznego. Jesli bowiem co$ jest poétgrupg, to jest tym sa-
mym i systemem algebraicznym. W ten sposéb dochodzimy do
pewnego powigzania zachodzgacego miedzy systemami alge-
braicznymi oraz automatami. Fakt ten wydaje sie interesuja-
¢y, poniewaz wskazuje na praktyczng stosowalno$¢ abstrak-
cyjnych tworow matematyki do opisywania rzeczywistych
tworow istniejacych w $wiecie realnym. Posiada to wyrazny
wydzwiek teoriopoznawczy, metodologiczny, jak i ogélno-filo-
zoficzny.
~ Pojecie automatu abstrakcyjnego nie podpada pod pojecie sy-

stemu algebraicznego. Jednakze stanowi takze pojecie typu
matematycznego. W pracy rozwazano tzw. automaty abstrak-
cyjne, ktore sa szczegdlnym przypadkiem ogolniejszego poje-
cia systemu dynamicznego. Totez chcemy zakonczy¢ obecne
rozwazania przytoczeniem okreélenia wspomnianego pojecia.
Zarazem bedzie to stanowi¢ powien argument $wiadczacy
o przenikaniu metod matematycznych do réznych dziedzin
wiedzy, a wiec argument $wiadczacy o matematyzowaniu sig
nauk. A oto wspomniane okreslenie®s:

Systemem dynamicznym S nazywa sig uklad S = (T, Q, X,
C,Y, D, j, k), gdzie

1. T jest czasem, Q jest zbiorem standéw wewnetrznych, X —
-— zbiorem wartoéci chwilowych oddziatywan wej$ciowych,
C — zbiorem dopuszczalnych oddziatywan wejsciowych, czyli
C = {¢: T —- X}, Y — zbiorem wartoéci chwilowych oddziaty-
wah wyjsciowych, D — zbiorem wielkos$ci wyjsciowych, tj.
D={d:T—>Y},

2. Zbor T jest pewnym uporzgdkowanym podzbiorem zbio-
ru liczb rzeczywistych,

3. Zbioér C speinia nastepujgce dwa warunki:

a) Zbior C jest niepusty,
b) Jezeli dane sg dwie funkcje ¢, oraz ¢, okreslone od-

wiednio na podzhiorze zbioru T dla ¢; << < t, oraz t, <t <<
< t,, gdzie {; < t, <t;, to istnieje funkcja ¢, kidéra jest iden-

26 Podajemy je za R. E. Kalman, P, L. Falb, M. A. Arbib, Op. cit., 13—15.

10*
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tyczna z funkcjg ¢, na odcinku pierwszym, za$ identyczna
z funkcja ¢, na odcinku drugim,

4. Istnieje funkcja przejscia j, okreslona na iloczynie karte-
zjanskim T X T X Q X C o wartosciach w zbiorze Q, czyli
funkcja j(t; t', q, c) = q(t), ktdéra spelnia nastepujgce 4 warunki:

a) Funkcja j jest okreslona dla wszystkich t = t’, gdzie
t’ jest tzw. poczgtkowym momentem czasu,

b) Dla kazdego q ¢ Q, kazdego ¢ ¢ C oraz kazdego t ¢ T
zachodzi rownosé j(t; t, q, ¢) = q, :

c) Spelniony jest wzor: j(t ; iy, q, c)=j(t ; ts j/t ; L, q,
c/, c),

d) Jezeli ¢; = ¢y, to j(t; t', q, ¢;) = j(t; ', q, c3),

5. kK jest funkcjg okre$long na iloczynie kartezjanskim T' X Q,
o wartosciachw Y. '

Jak wida¢, z przytoczonej definicji, pojecie to jest dos¢ zlo-
zone. Jest ono jednakze takze pojeciem bardzo ogdlnym. Kaz-
dv automat jest systemem dynamicznym, ale nie odwrotnie.
Aby otrzymywac bardziej konkretne twory nalezy specyfiko-
wac¢ powyzszg definicje. Totez odréznia sie np. systemy dyna-
miczne stacjonarne, systemy dynamiczne z czasem dyskretnym,
badz ciggltym, systemy dynamiczne skonczenie wymiarowe, sy-
stemy dynamiczne skonczone, liniowe, gladkie??,

Matematyka, jej metody, problematyka badawcza ustawicz-
nie sie powiekszajg. To samo odnosi sie réwniez do zastoso-
wan matematyki. Totez nic dziwnego, ze nie potrafimy odpo-
wiedzie¢ Sci$le na pytanie, co to jest matematyka. Jedyna
drogq, prowadzgca do uzyskania odpowiedzi na postawione py-
tanie wydaje sie by¢ czynne doswiadczenie w dziedzinie sa-
mej matematyki®®. I to do$wiadczenie w réznych jej dziatach.
Nie otrzyma sie bowiem pelnego obrazu calo$ci matematyki,
jezeli ograniczymy sie do pewnych tylko jej dziedzin. Bo
przeciez, mowigc jedynie przykladowo, teoria liczb, topologia
ogdlna, algebra abstrakcyjna, analiza funkcjonalna, rachunek

27 Por, R. E. Kalman, P. L. Falb, M. A. Arbib, Op. cit., 16—20.
28 Zob. R. Courant i H. Robbins, Co to jest matematyka, Warszawa 19673,
186.
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prawdopodobienstwa to nie tylko wazne dzialy wspoiczesnej
matematyki, ale zarazem dzialy o odmiennych metodach ba-
dan, odmiennej problematyce. Poprzestawanie na jednym
tylko z nich nie moze da¢ adekwatnego obrazu calej ogromnej
i bogatej w mysli matematyki. '

HALBGRUPPEN UND AUTOMATEN

(Zusammenfassung)

Das Wort ,Halbgruppe" sofort die Mathematik und das Wort , Auto-
mat” ein Gerat, welches ohne menschliche Ingerenz arbeitet, erwdhnt.
Darum, auf den ersten Blick, es scheini nur so, dass zwischen den Begriffen
der Halbgruppe und des Automaten keine interessante Relationen gelten.
Doch in Wirklichkeit ist es ganz anders. Im Aufsatz die Wechselbeziehun-
gen zwischen Halbgruppen und Automaten besprochen worden sind. Es
zeigt sich, dass jede Halbgruppe einen Automaten und jeder Automat eine
Halbgruppe erzeugt. Erzeuge der Automat M die Halbgruppe G und die
Halbgruppe G den Automaten N. Es gilt dann der Satz: Die Automaten M
und N schwach &quivalent sind, das heisst: sie zueinander Wechselmodelle
sind. Man kann auch zeigen, dass der Automat ist dann und nur dann end-
lich, wenn die durch ihm erzeugte Halbgruppe endlich ist. Man erwdhnt
auch iiber die drei Weisen des Definierens des Automaten. Das sind solche
Methoden: die analytische, geometrische und algebraische Methode. Ana-
lytisch definiert man den Automaten als ein System, welches 5 Objekte
enthilt, die einigen Eigenschaften geniigen. Geometrisch definiert man den
Automaten mit Hilfe des orientierten Graph, welchen nennt man den
Graphoid. Algebraisch definiert man den Automaten mit Hilfe der zwei
Martizen, ndmlich des Martizes der Durchgangsfunktionen und des Marti-
zes der Ausgangsfunktionen. Zum Schluss die Definition des dynamischen
Systems gegeben worden ist. Der Begriff des dynamischen Systems enthé&lt
den Begriff des Automaten. Aus der Inhalt des Aufsatzes ergibt sich die
grundlegende Idee: die Mathematisation des menschlichen Wissens wurde
immer allgemeinere Erscheinung. Das ist zugleich ein Zeugnis der grossen
Entwicklung der Mathemsatik. Sie kann nicht in alten, unaktuellen Sche-
mata abschliessen werden. Diese Schemata die Mathematik in Grenzen
von Zahlen und geometrischen Figuren abgeschlossen wiirden. Doch die
Mathematik von heute ohne Zweifel dezisiv iiber diese Grenzen hinaus-
geht.



