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1. WSTEP

Przedmiotem naszych rozwazan jest matematyka dzisiejsza,
a wiec obecnie istniejaca, z jej wieloma dzialami, w ktoérych
funkcjonuja pojecia na wysokich stopniach abstrakcjl wcho-
dzaca w dos¢ juz liczne relacje z nowoczesnymi maszynami
liczgcymi. Nie bedziemy wiec zastanawia¢ sie nad poczatkami
matematyki, jej rozwojem, historig, nad stopniowym wzboga-
caniem jej metod, twierdzen. Nie bedziemy dyskutowaé pro-
ponowanych okreslen matematyki oraz problemu ich adekwat-
nosci. Punktem wyjscia jest dla nas fakt istnienia matematyki
w postaci dzisiejszej. Ona nas interesuje i stanowi przedmiot
naszej uwagi badawczej’.

Celem naszym jest scharakteryzowanie myslenia wystepuja-
cego w matematyce dz1sxe3sze] Dokonamy tego analizujgc wy-
brane typy rozumowan matematycznych Rozwazymy przykia-
dy z kilku dzialéw matematyki i przyjrzymy sie wlasnosciom
rozumowan w nich wystepujacych. Dzieki temu bedziemy mo-
gli réwniez wskazaé pewne charakterystyczne wilasnosci samej
matematyki. Mozliwe bedzie takze dokonanie nie tylko pewne-
go podsumowania uzyskanych wynikéw, rzecz jasna podsumo-
wania w formie — gdy chodzi o calg matematyke — niepelnej,
niewykluczajgcej, ale rowniez wysuniecie pewnych sugestii w
odniesieniu do klasycznych zagadnien wchodzgcych w zakres
filozofii matematyki.

1 Jest charakterystyczne, ze matematyka, bedac najstarsza i jedno-
cze$nie co do przedmiotu badan najprostsza dziedzing wiedzy, nie daje
sie do chwili obecnej adekwatnie scharakteryzowaé¢ przy.pomocy okres-
lenia, na ktére by sie wszyscy zgodzili. Wyraz matematyka ma Zrodlo-
stow grecki. Mathema znaczy nauka, uczenie, mathesis — uczenie sie.
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2. PRZYKLADY

Zilustrujemy rézne style myslenia matematycznego na trzech
przykladach. Pierwszy z nich zostal zaczerpniety z rachunku
prawdopodobienstwa, dzialu ktérego poczatki mozna datowaé
na wiek XVII. Ukaze on konkretne rozumowanie z tej dzie-
dziny. Przyklad drugi odnosi¢ sie bedzie do odmiennego — jak
mozna sadzi¢ — od poprzedniego typu teorii, mianowicie do
teorii katastrof. Jest to wzglednie nowy dzial matematyki,
kérego poczatki mozna odnosi¢ do roku 1955. Przyklad trzeci
dotyczy¢ bedzie tzw. matematyki fraktalnej, dziatu znajdujg-
cego sie in statu nascendi. Racja ich doboru bedzie stawala
sie coraz bardziej widoczna w miare wypunktowywania przy-
stugujgcych im charakterystycznych cech.

24. ZASADA ODBICIA

Przyjmujemy nastepujgca definicje drogi od poczatku ukiadu
do pewnego punktu na plaszczyZnie.

Definicja. Niech x>0 oraz y bedg liczbami catkowitymi.
Droga {s;, S ..., Sy} od poczatku ukladu do punktu (x, y) be-
dziemy nazywali linie lamang, ktérej wierzcholtki majg odciete
0,1, 2, .., xirzedne s, s;, S, ..., Sx spelniajagce warunek

si—s5a= t1, s,=0 (i=1,2,...,x),
przy czym s,=y.

Zgodnie z powyzszg definicjg istnieje 10 drég od punktu
(0, 0) do punktu (5, 1). Uwazny Czytelmk przekona sie o tym
bez wielkiego trudu. Dwie drogi spelniajg warunek s=>0. Sg
nimi drogi postaci: {1, 2, 1, 2, 1} oraz {1, 2, 3, 2, 1}.

Niech teraz A=(a,u) oraz B=(b,v) beda dwoma punktami
o wspbirzednych catkowitych w dodatniej ¢wiartce plaszezyzny
b>a==0, u>0, v=>0. Przez odbicie punktu A wzgledem osi x
bedziemy rozumieé punkt A’=(a,—u).

Rozwaza¢ bedziemy drogi od punktu A do punktu B, a wiec
drogi, zgodnie z powyzsza definicjg, gdzie punkt A odgrywa
role poczatku ukladu wspéirzednych.

Zachodzi nastepujgce twierdzenie zwane zasada odbicia ®.

Zasada odbicia. Liczba drég z punktu A do punktu B, ktére
dotykajg lub przecinajag o§ x-6w, jest réwna liczbie drég Z
punktu A’ do punktu B.

Dowéd twierdzenia przebiega nastepujgco. Rozwaimy droge
{sa=U, Sat1, - S=V} od punktu A do punktu B, ktéra ma

¢ Twierdzenie powyisze wraz z dowodem oraz wstepna definicjg
podaje za monografia: W. Feller, Wstep do rachunku prawdopodobieri-
stwa, Tom I, Warszawa 19875, 74 75, 77—18.
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jeden lub wiecej wierzchotkéw na osi x-6w. Niech t bedzie
rzedng pierwszego z takich wierzchotk6w: tzn. niech t bedzie
takie, ze sa>0 o S>>0, s,=0. Wéweczas droga {—s,, ~Satis
oy —Secsy Se=0, Sesn, St42, . Sp} jest droga z punktu A’ do
punktu B, ma]acq punkt T =(t,0) jako plerwszy wierzchotek
na osi x-6w. Fragmenty drogi AT oraz A'T s3 odbiciami
zwierciadlanymi jeden drugiego i istnieje wzajemnie jedno-
znaczna odpowiednios¢ miedzy wszystkimi drogami z A’ do B
i takimi drogami z A do B, ktére maja jeden z wierzchotkow
na osi x, co konezy dowéd twierdzenia.

W powyzszym rozumowaniu wystepuje kilka elementéow. Sa
nimi: definicja drogi prowadzacej od poczatku ukladu do pew-
nego punktu na plaszczyznie, przyklad drog idacych z punktu
(0,0) do punktu (5,1), okreslenie odbicia punktu wzgledem osi
x oraz twierdzenie zwane zasadg odbicia wraz z jego dowodem.
Jest widoczny konkretny i tresciowy charakter wymienionych
elementéw. Rozumiemy o czym sie moéwi, jakg tres¢ przypi-
suje si¢ terminom matematycznym, zdajemy sobie sprawe z
poprawnosci merytorycznej dowodu. Rozumowanie wystepu-
jace w samym dowodzie twierdzenia przebiega — jesli tak
mozna powiedzie¢ — mna plaszczyznie treSciowej.

Zaprezentowany przyklad jest elementarny, cho¢ moze nieco
zmudny w ,rozwiklaniu” zawartej w nim tresci. Ale —
powtérzmy — ukazuje wyraZnie treSciowy charakter calego
przedlozonego rozumowania.

2.2. TEORIA KATASTROF

Rozwazmy nastepujgcg sytuacje. Przypusémy, ze pozioma
linijka zostala koficami umocowana na zawiasach. Przypusé-
my dalej, ze obcigzono jg pewnym ciezarem umieszczonym na
jej Srodku. Mozliwe jest jednoczesne trwanie linijki w réwno-
wadze wraz z wygieciem jej lukiem do géry, jak to ma miej-
sce w przypadku lukéw pod mostem. Jezeli bedziemy zwiek-
szaé obcigzenie linijki, to w pewnej chwili — jak to méwi-
my — nastapi ,katastrofa”, albo inaczej ,rumiecie”. Linijka
w sposéb skokowy przejdzie z jednego stanu w drugi. Teoria
katastrof zajmuje sie matematycznym ujeciem tego rodzaju
i podobnych sytuacji. Intuicyjnie rzecz ujmujgc, mozna wigc
powiedzie¢, ze przez katastrofe rozumiemy nagle, skokowo na-
stepujgce przejscie z ]ednego stanu w drugi przy zalozeniu
cigglych, plynnych zmian warunkéw zewnetrznych® A wiec

3 W. I. Arnold, Tieorija katastrof, Izdatielstwo Moskowskogo Uni-
wiersiteta 19832, 10, 4.
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dany uklad pod wplywem cigglych zmian warunkéw zewnetrz-
nych przechodzi skokowo z jednego swego stanu w drugi.

E. C. Zeeman zaproponowal tzw. maszyne katastrof . Zasad-
niczg jej czescig jest polozone na desce koéteczko, ktére moze
sie swobodnie obraca¢ dokola swego $rodka 0. W punkcie B
znajdujacym si¢ na brzegu kéleczka przytwierdzone sg dwie
gumki. Drugi koniec jednej z nich zostaje przymocowany na
deseczce w punkcie A dostatecznie odleglym od $rodka 0 ko-
leczka w ten sposdb, aby gumka BA byla zawsze napieta. Do
drugiego konca drugiej gumki (punkt C) jest przymocowany
zaostrzony otéwek. Okazuje sie, Zze przy pewnych polozeniach
ostrza oldwka, mala zmiana jego polozenia daje ,katastrofe”,
tj. skok kéleczka do nowego polozenia. Jezeli na deseczce za-
znaczy¢ miejsca wszystkich takich katastrof, to otrzymuje sie
»Krzywa katastrof”.

Przy konstrukeji wspomnianej maszyny katastrof zwraca sig
uwage na to, aby koteczko nie bylo zbyt ciezkie. Jezeli bo-
wiem tarcie, wzglednie bezwladnos¢ koéteczka, bylyby zbyt
wielkie, wowczas zaciemnilyby one te cechy zachowania sig -
koéleczka, ktére nas tutaj szczegélnie interesuja. Dodaje sie
takze, ze optymalnymi niejako rozmiarami s3: promien koétecz-
ka —3 cm, dlugosé odcinka A0 — 12 cm, dlugosé kazdej z gu-
mek — 6 cm*®.

Poprzestajemy na samym opisie maszyny katastrof bez po-
dawania ilustrujacego jag rysunku. Nie chodzi nam bowiem
o prezentowanie szczegbléow technicznych, lecz o podkreslenie
tresciowego — podobnie jak to mialo miejsce w poprzednim
przykladzie — charakteru wystepujacego tutaj postepowania
badawczego.

Zasygnalizujmy jeszcze, ze ideowym niejako kosécem teorii
katastrof jest.zbudowana przez H. Whitneya teoria osobliwosei,
opublikowana w r. 1955 w znanej jego pracy®

Wspomnijmy takze o slynnym twierdzeniu R. Thoma poda-
jacym klasyfikacje katastrof. Moéwigc najprosciej wyrdznia sie
ich dwa rodzaje: katastrofy typu c oraz katastrofy typu u.
Znakowanie pochodzi od pierwszych liter, odpowiednio, stowa

4 A catastrophe machine, w: Towards a theoretical biology, ed. C. H.
Waddington, vol. 4, Edinburg 1969, 276—282. Por. W. I. Arnold, op. cit.,
11 oraz T. Poston, 1. Stewart, Catastrophe theory and its applications,
London 1978 (podaje wedlug tl. ros. Tieorija katastrof i jeje pritoZenija,
Moskwa 1880, 21—24).

5 T. Poston, I, Stewart, op. cit., 22.

¢ Mappings of the plane into the plane, Ann. Math. 62 (1955), 374—
410.
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angielskiego cusp (wierzcholek, szpic, kolec) i slowa lacifiskie-
go umbilicus (pepek, punkt Srodkowy). Do pierwszego typu
naleza: tzw. falda, ogon jaskoélczy, motyl, wigwam, do dru-
giego zas — pepki eliptyczne, hiperboliczne, paraboliczne i
symboliczne .

Zanotujmy, ze funkcjonujgce tu nazwy rodzajow katastrof
oddaja niejako ich wyglad zewnetrzny. Wyjasnienie tego faktu
wydaje si¢ by¢ jednoznaczne. Punktem wyjsScia rozwazan teo-
rii katastrof jest doswiadczenie, empiria szeroko rozumiana,
ktorej opisom matematycznym nadajemy nazwy odwolujgce
sie do obrazéw dawanych przez nasze nieuzbrojone zmysty.
Konsekwentnie nie do pominiecia jest tu element treSciowy
rozumowania.

2.3. MATEMATYKA FRAKTALNA

Badania prowadzone przez K. Weierstrassa nad zwigzkiem
zachodzgcym miedzy pojeciem funkcji cigglej oraz funkeji réz-
niczkowalnej doprowadzily do wniosku orzekajacego, ze cigg-
losé jest jedynie warunkiem koniecznym, lecz nie wystarcza-
jacym, rozniczkowalnos$ci. Weierstrass podat przyklad funkeji
ciggltej, ktéora w zadnym ggxkcie nie posiada pochodnej, czyli
nie jest rézniczkowalna. cze$nie fakt ten wydal sie czyms
niezwyklym. Drugi przyklad tego rodzaju funkcji pochodzi od
L. van der Waerdena. Okazuje sie, ze funkcje ciggle nigdzie
nie rézniczkowalne majg specyficzng budowe. Polega to na
tym, ze — moéwigc intuicyjnie — czesci s3 podobne do calosci.
Jezeli ,,ulamaé” z niej cze$¢, to ma ona ksztalt i wlasnosci
calosci. Z sytuacjg tego rodzaju nie spotykamy sie w przypad-
ku ,,zwyktych”, ,normalnych” tworé6w matematycznych®.

Innym przykladem konstruktu matematycznego o wymienio-
nej wyzej wlasnosci jest tzw. zbiér Cantora. Geometrycznie
mozna go okresli¢ nastepujaco. Wezmy odcinek 01 i usunmy
z niego wnetrze odcinka od punktu 1/3 do punktu 2/3. Inaczej
moéwige, dzieliSmy poczgtkowy odcinek na 3 przystajace od-
cinki i usuwamy wnetrze srodkowego odcinka. Z pozostalymi
dwoma odcinkami postgpujemy podobnie. A wiec kazdy z nich
dzielimy na 3 przystajgce odcinki i usuwamy wnetrze odcinka
srodkowego. Operacje te powtarzamy do nieskonczonosci. To,
co pozostaje z odcinka 01 zwie sie zbiorem Cantora °®. Zbiorowi
temu — oprocz wspommianej wyzej wlasnosci — przystuguje

7 T. Poston, I. Stewart, op. cit., 161—163.
. 8 P. S. Aleksandrow, Wuwiedienije w obszczuju tieoriju mnoZestw
i funkcij, Moskwa 1948, 223—225.
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jeszcze ta wlasnos¢, ze jego dowolny iloczyn kartezjanski jest
homeomorficzny z nim samym:.

Wezmy teraz kwadrat i podzielmy go na 9 przystajacych
kwadratéw. Usunmy wnetrze $rodkowego kwadratu. Pozostaly
zbidr jest sumg 8 kwadratéw. Kazdy z nich dzielimy na 9
przystajacych kwadratéw i usuwamy wnetrza wszystkich kwa-
dratéw srodkowych. I tak postepujemy w nieskonczonosé. Zbidr
powstaly z wyjsciowego kwadratu po usumieciu wnetrz wszy-
stkich kolejno uzyskiwanych $rodkowych kwadratéw zwie sie
dywanem Sierpinskiego . Kazda jego cze$¢ zawiera fragment
identyczny z caloscig (w odowiedniej skali).

Podobnych przykladéw mozna podaé¢ wiele. Byly one znane
juz dos¢ dawno, jednakze dopiero od prac B. B. Mandelbrota
staly sie przedmiotem badan nowego dzialu matematyki, zwa-
nego geometrig fraktalng, czy tez ogblniej matematyks frak-
talng *. Termin fraktalny zostal utworzony od wyrazu lacin-
skiego fractus, co znaczy zlamany. Stowo to sygnalizuje intui-
cji, ze w kazdej ,,ulamanej” czesci zawiera si¢ twér identyczny
co do ksztaltu z caloscia.

A zatem przedmiotem badan geometrii fraktalnej sg — po-
stuzmy sie spolszczonym stowem lacifiskim — fraktale. Cha-
rakteryzuja sie one tym, ze na kazdym poziomie fragmentacji
mamy do czynienia z powielaniem tej samej, wyjsciowej stru-
ktury. A jesli tak, to jest rzeczg niemozliwg rozrézni¢ w nich
strukture lokalng od struktury globalnej. Ta cecha wydaje sie
by¢ istotna, charakterystyczna.

Z czysto geometrycznego punktu widzenia fraktale przed-
stawiajg sie jako twory dos¢ ,monstrualne”. Ocena ta ma,
rzecz jasna, charakter raczej ,estetyczny”, mniz ,obiektywny”.
Przecietny fraktal daleko odbiega od wzoréw, kibre niewy-
ksztalcona matematycznie intuicja jest sklonna uwazaé¢ za od-
powiednie dla ksztaltu tworéw geometrycznych. Nalezy jednak
zwrbci¢ uwage na to, ze fraktale pojawiaja si¢ przy roéznego
rodzaju postepowaniach badawczych w wielu dzialach przyro-
doznawstwa. Mielibysmy wiec w tych sytuacjach do czynienia
nie tylko z treSciowym charakterem badain matematycznych,

9 K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogo$ci i topologit, Warszawa
1962, 162—163.

10 A, Lelek, Zbiory, Warszawa 1966, 97—98.

11 B, Mandelbrot, Les objets fractals: forme, hasard et dimension,
Paris 1975; —, Fractals: Form, Chance and Dimension, New York 1977;
~, The Fractal Geometry of Nature, New York 1982,
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lecz takze z powigzaniem mys$li matematycznej ze S$wiatem
rzeczywistym *%.

3. TRESCIOWY CHARAKTER MATEMATYKI

Rozwazone przyklady z 3 dziedzin matematyki wspélczesnej
ukazaly — jak sgdzimy — w sposob nie budzgcy watpliwosci
dwie wzajemnie ze sobg powigzane cechy myslenia matema-
tycznego. Pierwszg z nich jest, na co juz zwracaliSmy uwage,
charakter treSciowy matematyki. Punktem startu w kazdym
z dyskutowanych przypadkéw jest pewien konkret matema-
tyczny, a zatem pewna zwigzana z nim tres¢ matematyczna.
Podlega ona przetwarzaniu na rézne sposoby (zaleznie od dzia-
tu matematyki, w sklad ktoérego wchodm), nastepnie za§ for-
mulowane sg pewne twierdzenia (a wiec, w naszym przypad-
ku, zasada odbicia, tzw. Thoma, nierozréznialnosé struktury
lokalnej i globalnej). R6znorodnosé dziatéw, z ktérych zaczerp-
nigte zostaly ilustracje, swiadczy o tym, iz nie mamy do czy-
nienia z jakims§ wythkiem; przeciwnie, nalezy sytuacje tu
wystepujacg uwaza¢ za typowa. Mysl matematyka pozostaje
stale nieodigcznie zwigzana z rozumw.anq trescig. Do niej jest
odnoszona.

Podkreslamy te ceche myslenia matematycznego, poniewaz
wydaje sie ona by¢ cechy istotng, niepomijalng. Teza gloszaca,
iz matematyka jest niezinterpretowanym rachunkiem formal-
nym, moze byé broniona w odniesieniu jedynie do czeSci ma-
tematyk'l, nie zas do jej caloscl, przy jednoczesnym zaloZeniu,
iz zbudowane zostaly wcze$niej w sposéb nieformalny systemy
matematyczne, ktére dla uznanych racji logiczno-metodologicz-
nych zostaly ujete w pewne systemy czysto formalne. A wiec
istnienie niezinterpretowanego rachunku zaklada uprzednia
prace badawczg o charakterze tresciowym, ktorej wyniki moz-
na na rozne sposoby ujmowaé w systemy formalne. Tego uczy
historia mysli matematycznej.

Pojecie liczby naturalnej czy tez elementarnych figur geo-
metrycznych, chociaz wydaja si¢ nam bardzo proste, s3 w rze-
czywistosci pojeciami abstrakcyjnymi, ktére powstaly w wy-
niku dlugotrwalej pracy umyslowej ™. Totez jasne jest, ze z

12 B. Mandelbrot, On fractal geometry, and a few of the mathemati-
cal questions it has raised, Proceedings of the International Comngress
of Mathematicians, Warszawa 1983, vol. 2, Warszawa 1984, 1661.

18 Historia matematyki, Tom I: Od czaséw najdawniejszych do po-
czqtku czaséw nowozytnych, pod red. A. P. Juszkiewicza, t. S. Dobrzy-
oki, Warszawa 1975, 11.
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formalnym ujeciem systeméw matematycznych réwniez wigze
si¢ pojecie abstrakcji. W matematyce funkcjonuja dwa rodzaje
abstrakeji: przedmiotowa (punktem wyjscia sg konkretne
przedmioty) i operacyjna (punkt wyjécia stanowig dzialania,
operacje). Abstrakcja wiaze sie z ogbélnoscig. Im dane pojecie
jest bardziej abstrakcyjne, jest tez tym bardziej ogblne. A wiec
np. pojecie figury geometrycznej jest bardziej abstrakcyjne
od pojecia kola, tym samym pierwsze z nich jest ogdlniejsze
od drugiego. Ogblnos¢ jest pewng wartoscig, jednakze nie jest
-celem samym w sobie, do ktérego matematyk dazy. Matema-
tyk szuka nie najwiekszej mozliwej, lecz najwiekszej potrzeb-
nej ogélnosci. Pracuje nad takimi nowymi twierdzeniami i teo-
riami, ktére 1) sa pigkne, to znaczy odslaniaja glebsza, czasem
nieoczekiwang istote rzeczy, dzieki czemu wienczg lub otwie-
raja jakis$ wycinek badan, 2) sg celowe, to jest przydadza sie
do rozbudowy danej teorii, czy tez innych teorii, badz do réz-
nych zastosowan: biologicznych, ekonomicznych, technicz-
nych ™.

Z tresciowym charakterem matematyki wigze sie sprawa ro-
dzajéw umystowos$ci matematykéw. Przyjelo si¢ wyrédzniaé
dwa ich rodzaje: umysty logiczne i intuitywne. M6wi si¢ takze,
ze matematycy bywaja analitykami badz geometrami. H. Poin-
caré jest zdania, ze ,matematycy nie sg do siebie podobni:
jedni znaja wylacznie nieublagang logike, inni odwoluja sie
do intuicji i widzg w niej jedyne Zrédlo odkry¢. I to bylby
powdd do nieufnosci. Czy umystom tak odmiennym same
twierdzenia matematyczne bedg mogly ukaza¢ sie¢ w tym sa-
mym swietle? Czy prawda, ktéra nie jest taka sama dla wszy-
stkich, w ogdle jest prawdg? Przygladajac sie jednak tym
sprawom dokladniej, widzimy jak ci tworcy, tak odmienni,
wspolpracuja przy wspolnym dziele, ktérego nie moina byloby
wykonezy¢ bez ich pomocy. I to juz nas uspokaja” **. A zatem
niezaleznie od tego, do ktérej grupy nalezy konkretny mate-
matyk, istotne jest zawsze dla niego rozumienie, sens, tres¢
tego nad czym pracuje. I choé drogi, czy sposoby rozumienia
bywajg rézne, bez zdania sobie sprawy z tego, co si¢ robi, nie
powstatoby zadne dzielo matematyczne.

Druga cechg mysli matematycznej jest jej powigzanie z em-
pirig, ze $wiatem rzeczywistym. Sygnalizowalismy te¢ sprawe
pod koniec poprzedniego punktu. Obecnie mozna méwié¢ o bez-

1# W. Kleiner, Zarys analizy matematycznej, Warszawa 1978, 255.

15 Warto$é nauki, Warszawa 1908, 6; J. Hadamard, Psychologia od-~
kryé matematycznych, tl. R. Molski, Warszawa 1964, 98, 100.
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posrednim zwigzku z empirig oraz o zwigzku posrednim. Ma-
tematyka wspélczesna jest tak rozbudowana dziedzing wiedzy,
zZe mamy w niej do czynienia z réznego rodzaju powigzaniami
z empirig. U poczagtkédw matematyki bylo niewatpliwie bezpo-
srednie odniesienie do codziennego doswiadczenia. Dzi§ ono
rowniez wystepuje. Ale obok niego punktem wyjscia dla badan
matematycznych bywaja istniejace juz pojecia i teorie, ktére
doznaja dalszego uogélnienia, zostajag — jesli tak mozna po-
wiedzieé — przeniesione na wyzszym poziom abstrakeji. Dobra
ilustracja tego stanu rzeczy sg podreczniki matematyczne. Jesl
poréwnaé na przyklad podreczniki algebry czy tez geometrii
sprzed stu laty ze wspdlczesng ich wersja, wida¢ bez trudu
wieksze niejako ,,oderwanie sie” dzisiejszego tekstu od zwykle-
go doswiadczenia . Jednakze powigzanie z empirig nie zostaje
przerwane. '

Istota zywej matematyki jest wzajemne oddzialywanie kon-
kretnego i ogblnego, logiki i wyobrazni, dedukeji i interpre-
tacji. Dowolny z tych aspektéw moze dominowaé w danym
szczegblnym wyniku. Ale w dalekosieznie rozwijajacej sie teo-
rii wystepujg one wszystkie. Poczgtek stanowi ,konkretna”™
podstawa. Nastepnym etapem jest przejscie do abstrakeji, skad
wraca sie do indywidualnej rzeczywistosci. Lot w abstrakeyjne
uogdlnienia musi sie zaczynaé i konczyé w tym, co konkretne
i szczegblne. Matematyka musi czerpaé swe motywy z kon-
kretnego tworzywa szczegélnego i zdgza¢ z powrotem do pew-
nych warstw rzeczywistosci. Lot przez abstrakeje musi byé
czyms$ wiecej niz zwyklg ucieczky; start z ziemi i powrét sa
jednakowo niezbedne, nawet jezeli ten sam pilot nie zdola
odby¢ wszystkich faz podrézy *.

4, ZELOZONOSC MATEMATYKI

Zwréémy najpierw uwage na funkcjonowanie w matematy-
ce wspblczesnej réznych stopni, czy tez pozioméw abstrakeji.
Z poziomem pierwszym mamy do czynienia woéwczas, kiedy
rozwazamy zbiory indywiduéw. A wiec na przyklad zbiory

18 Widaé to doskonale, zaré6wno w treéci zadan, jak i w sposobie
wykladu, w takich choéby podrecznikach: J. Todhunter, Algebra po-
czgtkowa (pierwsze wydanie w jezyku angielskim ukazalo sie w roku
1863, ttumaczenie polskie — w r. 1890), W. Sierpiniski, Zasady algebry
wyzszej, z przypisem A. Mostowskiego: Zarys teorii Galois, Warszawa
1946, A. Biatynicki-Birula, Algebra, Warszawa 1971.

17 R. Courant, Matematyka w $wiecie wspélczesnym, w: Matematyka
w $wiecie wspdbiczesnym, Zbidér artykuléw z ,Scientific American”,
Warszawa 1966, 13, 31—32.
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liczb, badz zbiory punktéw. Mowi sie przeciez o zbiorze liczb
calkowitych, wymiernych, rzeczywistych, zespolonych, o zbio-
rze punktdéw odcinka, prostej, czy dowolnej figury geometrycz-
nej. Istotne jest wiec dla tego poziomu rozwazanie zbioru in-
dywiduéw. Jezeli teraz przejdziemy do rozwazania zbioru roz-
nych zbioréw indywidudéw, to przechodzimy na drugi stopien
abstrakcji. Na tym poziomie znajdujg sie takie pojecia, jak
np. pojecie grupy, ciala, przestrzeni liniowej. Tu pojawia sie
takze analogia, czyli umiejetnos¢ dojrzenia pewnych wsp6l-
nych wlasnosci réznych zbioréw indywiduoéw. Jezeli przedmio-
tem naszych zainteresowan badawczych stang sie zbiory zbio-
réw zbioréw indywidudéw, to znajdziemy sie na dalszym, trze-
cim stopniu abstrakeji. Grupa wolna, kategoria w sensie Eilen-
berga i MacLane'a — to przyklady poje¢ z tego poziomu *.

Wyiszy poziom abstrakcji wyraza sie od strony psycholo-
gicznej koniecznosdcia wiekszego wysitku wkladanego w zrozu-
mienie danego pojecia. Latwiej jest zrozumieé na przykiad po-
jecie przestrzeni liniowej, niz pojecie grupy wolnej. Podobnie
jest w przypadku pojecia kategorii. Osoba, ktéra po raz pierw-
szy Z nim sie spotyka nie bardzo ,widzi” istotny jego sens.

Rzecz jasna mozliwe jest tworzenie poje¢ o coraz wyzszym
stopniu abstrakcji. Moga one by¢ symbolizowane nastepujgcym
zapisem:

TETJN T

Nawias klamrowy oznacza zbidr, za$ najbardziej zewnetrzny
nawias moze oznaczaé takie klase, aby unikngé niebezpieczen-
stwa utworzenia pojecia antynomialnego.

Przypomnijmy, ze ani abstrakcja sama w sobie, ani og6lnosé
jako taka nie sg celami matematyki. S one jedynie Srodkami
stuzacymi do osiaggania prawdziwie interesujacych wynikow,
majacych walor zaréwno teoretyczny, jak i praktyczny. Po-
wibrzmy raz jeszcze, ze w matematy-ce jest zawarty sens, za-
warta jest tres¢. Bez nich nie byloby matematyki.

Dotychcezasowe uwagi uzasadniajg teze glosza,cq zlozonose
matematyk1 z racji na funkcjonujgce w niej rdzne poziomy
abstrakeji. Mozna réwniez méwi¢ o drugim rodzaju ztozonosci
matematyki. Polega on na fakcie obejmowania przez nig wielu
roznych dziatéw. Dla ilustracji wymieniamy kilka z nich: ana-
liza funkcjonalna, analiza harmoniczna, geometria rézniczko-
wa, rownania catkowe, réwnania rézniczkowe, rachunek wa-

18 W. S. Massey, Atlgebraiczeskaja topologija: Wuwiedienije, Moskwa
1977, 126.
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riacyjny, teoria grup, teoria liczb, teoria mnogosci, teoria kate-
gorii, topologia ogdlna, topologia algebraiczna. Podstawe do
dalszego rodzaju zlozonosci matematyki mozna widzie¢ w jej
podobienstwie do zywego organizmu, dzieki czemu znajduje
sie w nieustannym rozwoju, jest otwarta na nowe ubogacenia
pojeciowe, nie daje sie zamkna¢ w sztywnych ramach, sche-
matach. Innymi stowy, kontekst odkrycia przeplata si¢ nie-
ustannie z kontekstem wykladu. Nic wiec dziwnego, ze nie
potrafiono w zadawalajacy sposob okreslié czym jest matema-
tyka. Wydaje sie, ze nie da sie tego w ogble osiggnagé. Zacho-
dzace niejako sprzezenie zwrotne miedzy wymienionymi dwo-
ma kontekstami zdaje sie rowniez posrednio $wiadczy¢ o istot-
nosci dla matematyki elementu treSciowego, elementu rozu-
mienia. W celu unikniecia ewentualnych nieporozumien dopo-
wiedzmy, Ze przez matematyke w kontekscie odkrycia rozu-
miemy jg jako zespdl czynnosci uczonych, zas przez matema-
tyke w kontekscie wykladu — jako wytwér wspomnianych
czynnosci. Z podanym przed chwilg rozrdéznieniem na nauke
ujmowang jako rzemioslo uczonych i jako jego wytwoér blisko
jest spokrewnione pojmowanie funkcjonalne i przedmiotowe
nauki ®. Nie bedziemy blizej dyskutowaé calego kompleksu
istniejgcej tu tematyki. Oddaliloby nas to bowiem zbytnio od
celu przyswiecajagcemu obecnemu opracowaniu. Wystarczy je-
zeli powiemy, ze przez kontekst wykladu bedziemy rozumieli
przedmiotowe ujecie matematyki.

Podkre$lmy jednak, ze w przypadku bujnie rozwijajacej sie
dziedziny wiedzy, a takg jest matematyka, kontekst odkrycia
i kontekst wykladu (czyli kontekst przedmiotowy) wzajemnie
sie warunkujg. Odkrycie, uzyskany wynik to punkt wyjscia
dla ujecia go w postaci logicznie uporzadkowanego wykladu;
konkretna postaé wykladu; z kolei, inspiruje do nowego jego
ujecia, do dalszych badan. I pojawia si¢ zwykle (jesli inwencja
twoércza nie zawiedzie uczonego) hastepny kontekst odkrycia,
ktéry zaowocowawszy nowymi wynikami domaga sie ujecia
ich w formie wykladu, w formie przedmiotowej. Historia za-
czyna sie powtarzaé.

Dla pelnosci rozwazan wypada dodaé¢, ze w odniesieniu do
matematyki mozna wyrézni¢ jeszcze kontekst dydaktyczny
oraz kontekst zastosowan. Matematyka w nauczaniu wykorzy-
stuje réznego rodzaju zabiegi dydaktyczne, aby przyblizy¢ stu-

18 K, Ajdukiewicz, Logika pragmatyczna, Warszawa 1965, 173; S. Ka-
minski, M. A. Krgpiec, Z teorii i metodologii metafizyki, Lublin 1962,
13.

5 — Studia Philosophiae Christianae nr 1
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chaczowi sens pojec, twierdzen, teorii i ulatwié¢ ich zrozumie-
nie. Jest to szeroka dziedzina wiedzy korzystajgca m.in. z psy-
chologii i pokrewnych dyscyplin. Zastosowania matematyki za-
kladajg umiejetnosé dojrzenia w zagadnieniach réznych nauk,
czy tez w problemach dnia codziennego, zawartej w nich tresci
matematycznej oraz odpowiedniego ich sformulowania. Dzie-
dzina zastosowan matematyki jest dziedzing trudng, poniewaz
wymaga znajomosci zaréwno matematyki, jak i konkretnej
nauki. W ostatnich latach zaczeto postugiwaé sie w badaniach
matematycznych komputerem. Spektakularnym jego zastoso-
waniem bylo rozwigzanie tzw. zagadnienia 4 barw, ktére po-
stawione okolo 1840 r. uzyskalo rozwigzanie dopiero w r. 1977,
dzieki wspdlpracy z komputerem IBM 360 .

Mozna wiec powiedzieé, ze ,cala”, , pelna” matematyka za-
wiera rozne poziomy abstrakeji, rézne dzialy oraz réine jej
ujecia czy konteksty (odkrycia, przedmiotowy, dydaktyczny,
zastosowan). Widoczna jest wieloraka jej ztozonosé. Pomijamy
jeden jeszcze rodzaj zlozonosci, mianowicie w odniesieniu do
metod. Omawianie go oddalilo by nas od gléwnego tematu
artykutu.

Podkreslmy w tym miejscu jeden aspekt, ktéory wydaje sie
byé istotny. Otéz w kazdym z wymienionych kontekstow pod-
stawowa role gra inwencja tworcza, albo inaczej umiejetnose
intuicyjnego ujecia problemu. Bez tego nie nastgpilyby dalsze
etapy rozwoju teorii. Wypada dopowiedzieé, ze intuicja ,budzi
sie” w nas przez kontakt z empirig (w szerokim tego slowa
znaczeniu). Ale nie nalezy zapominaé, ze na matematyka przy
tworzeniu przezen teorii, oprécz empirii, moze takze dzialaé
(i rzeczywiscie tak bywa) my$l filozoficzna, ktérg wyznaje,
wzglednie idea, ktorej jego umyst ulega.

5. PODSUMOWANIE

Wskazaliémy, jak sgdzimy, w sposéb wystarczajacy na cha-
rakterystyczne cechy matematyki wspélczesnej, do ktoérych za-
liczyliSmy niewgtpliwy jej charakter tresciowy, wieloraka jej
zlozono$¢ oraz powigzanie z empirig. Szczegblnie podkreslalis-
my charakter treSciowy rozumowania matematycznego. Mate-
matyk wie i rozumie o co mu chodzi, co bada, czego poszuku-
je, co glosi.

20 K. Appel and W. Haken, Every planar map is four colorable,
part I: Discharding, Illinois J. Math. 1977, nr 21, 429—490; K. Appel

and W. Haken and J. Koch, Every planar map is four colorable, part II:
Reducibility, Ibidem, 491—567.
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Podsumowujac nasze rozwazania zilustrujmy tresciowy cha-
rakter matematyki jednym jeszeze bardzo prostym przykla-
dem. Otéz z chwilyg wprowadzenia liczb ujemnych zwrécono
uwage na nastepujgcg réwnosé dwu stosunkéow:

1 -1

—1 1
Rownos¢ ta wydala sie paradoksalna. Bowiem po jej lewej
stronie w liczniku figuruje liczba wieksza niz w mianowniku,
za§ po stronie prawej jest przeciwnie, w liczniku figuruje
liczba mniejsza niz w mianowniku. Konsekwentnie wiekszy
stosunek (strona lewa) bylby réwny stosunkowi mmieiszemu
(strona prawa). Na ten paradoks zwrocono uwage w XVII wie-
ku ®, Nie byloby to mozliwe, gdyby sie zapomnialo o znacze-
niu wystepujacych tu symboli, o ich rozumieniu, traktowato
sie za$ cala sprawe czysto formalnie.

Zwykle moéwi sie, ze matematyk postuguje sie dedukcjg.
Mozna sie pod tg teza podpisaé, jezeli przez dedukcje bedzie-
my rozumie¢ dedukcje tresciowa. Z oczynionych przez nas
uwag zdaje sie jednoznacznie wynikaé, ze w podtekscie de~
dukeji formalnej znajduje sie my$l pewna, rozumienie, tresé
pewna, sens, czyli, innymi stowy, dedukcja co do tresei.

Podobne stanowisko zajmowal H. Steinhaus. Logike cenit
nisko. Uwazatl ja tylko za metode i w dodatku dla matematyka
za nie najlepsza. Z jednego punktu na ziemi do drugiego moz-
na i$¢ po tuku kroétszym lub tez po dluiszym dookola ziemi;
logike uwazal za te droge dookola ziemi®*. Takze R. Thom
jest zdania, Ze zwykle myé$lenie prawie zawsze postuguje sie
rozumieniem pojecia i prawie nigdy jego zakresem ¥ oraz, iz
matematyka wlasny sens odkrywa w prébach nadawania sensu
rzeczom, za$ w rozumieniu rzeczywisto$ci ustawicznie odna-
wia sie rozumienie matematyczne *.

Skoro wiec my$lenie matematyczne jest w istocie swej tres-
ciowe, skoro matematyka nieustannie sie rozwija, skoro jest
nauksg ,otwartg”, przeto klasyczna problematyka z zakresu

2t Historia matematyki, Tom II: Matematyka XVII stulecia, pod red.
A. P. Juszkiewicza, tt. S. Dobrzycki, Warszawa 1976, 41.

22 A, Dawidowicz, Wspomnienia o Leonie Chwistku, Hugonie Stein-
hausie i Wlodzimierzu Stozku, Wiadomos$ci Matematyczne 23 (1980—
1981), 235.

23 Czy mozliwa jest matematyka kontinuum?, Wiadomosci Matema-
tyczne 24 (1982), 17.

24 Matematyka a rozumienie, Wiadomosci Matematyczne 23 (1980—
1981), 212.
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filozofii matematyki (a wiec problem istnienia w matematyce,
problem jej przedmiotu, zagadnienie prawdy, relacja matema-
tyki do logiki itp.) winna by¢ badana na drodze ,,oddolnej”.
Znaczy to, Ze wspomniane zagadnienia nalezy rozwaza¢ w sy-
tuacjach , konkretnych”, a wiec na réznych poziomach abstrak-
cji, w roznych kontekstach, w réznym powiazaniu z empirig
itd.,, a nastepnie, na podstawie uzyskanych danych, dochodzi¢
do ujecia syntetycznego.

Zilustrujmy wysunigtg propozycje na przykladzie zagadnie-
nia prawdy w matematyce. Zgodnie z nasza sugestia nalezy
badaé, jak bywa rozumiana prawda (Sci$lej: zdanie prawdziwe)
w matematyce, tej matematyce bogatej w rozne aspekty, dzia-
ly, konteksty itd. Wymaga to konkretnych, szczegélowych i
wnikliwych rozwazan. Dobrze bedzie, jezeli uda nam sie dojs¢
do czastkowego rozumienia prawdy w matematyce. Wéowcezas
otwiera sie droga do uog6lnienia, ale zawsze ostroznego, wspar-
tego na niepodwazalnych wymikach. Mozna wéwcezas zastano-
wi¢ sie, czy bedzie nim tzw. klasyczna (korespondencyjna)
koncepcja prawdy. Tak postepujac niczego z goéry nie przesg-
dzamy. Pytamy po prostu jak jest i chcemy uzyskaé¢ mozliwie
wierne oddanie faktycznego stanu rezczy.

Dodajmy, ze filozoficzne problemy matematyki nie s3 od
siebie niezalezne. Przyjecie jakiego$ rozwiazania jednego z
nich wyznacza w pewnym sensie mozliwa posta¢ rozwiazania
pozostalych zagadnien. A je§li tak, to przedlozona wyzej su-
gestia postepowania badawczego zdaje sie uzyskiwaé dodatko-
we uzasadnienie. Istotne bowiem jest to, co sie dzieje w samej,
»Zywei”’ matematyce, nie za$ to, co my dowolnie o niej sadzi-
my. :

A zatem, nie wysuwamy zadnych rozwigzan, zadnych kon-
cepcji teoretycznych, jedynie proponujemy oddolng droge —
a wiec droge aposterioryczng — rozpatrywania klasycznych
zagadnien filozofii matematyki.

Przypomnijmy na koniec, jak to juz sygnalizowaliSmy w
uwagach wstepnych, ze wyniki naszych analiz traktujemy ja-
ko niepelne, fragmentaryczne z racji tej, iz matematvka jest
nauka znajdujgca. sie w nieustannym rozwoju. Uwazamy je
réwniez za niewylgczajace, tzn. zaleznie od dalszej formyv roz-
woju matematyki mogg dojsé dalsze, nowe jej charakterystyki,
ktére wprawdzie nie przekresls. obecnych jej cech, ale mogag
je ukaza¢ na hogatszym tle wielu nowych jej wlasciwosei.
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A NOTE ON THE NATURE OF MATHEMATICAL THINKING
Summary

In this paper we study the character of mathematical thinking. We
analyse some examples of mathematical thinking which come from
diverse branches of mathematics. We opt for the thesis the above
mentioned thinking is content in character. Modern mathematics is
a very complicated science: it contains many multidirectional domains,
its conceptions lie on diverse abstraction levels and it contacts with
the real world. Mathematics today is an ,open” science, it develops
continually, therefore we propose the classical philosophical problems
of mathematics ought to be studied ,from below”, i.e. through the
a posteriori way.



