
Anna Lemańska

Uwagi o pojęciu zbioru
Studia Philosophiae Christianae 28/1, 69-85

1992



‘ Studia Philosophiae Christianae 
ATK  

28(1992)1

ANN A  LEM AŃSKA

UWAGI O POJĘCIU ZBIORU

1. W stęp. 2. Zbiór w  m atem atyce k lasycznej. 3. N iecantorow skie rozu
m ienia zbioru. 4. U w agi w  spraw ie istnienia zbiorów.

1. WSTĘP

W obecnej chwili trudno znaleźć pracę m atem atyczną, w 
k tó re j autor nie stosowałby symboliki teoriomnogościowej 
i nie posługiwałby się pojęciem zbioru. Co więcej, przy po
mocy zbiorów próbuje się definiować inne, tak podstawowe 
pojęcia m atem atyczne jak liczba, funkcja czy relacja. Tak 
więc w m atem atyce współczesnej pojęcie zbioru zajm uje cen
tra lne miejsce, mimo że jego historia jest stosunkowo krótka, 
gdyż sięga końca la t 70 ubiegłego wieku. W arto jednak pa
miętać, iż m atem atycy, logicy i filozofowie posługiwali się 
od dawna rozumowaniami m ającym i charakter teoriomnogo- 
ściowy. Rozumowania te dotyczyły jednak tylko przynależ
ności elem entu do zbioru i zawierania się zbiorów \

Za twórcę teorii mnogości jest uważany Georg Cantor 
(1845— 1918), k tóry  rozpoczął system atyczne badania zbiorów 
nieskończonych. Przez zbiór rozum iał on „każdą wielość, 
która da się pomyśleć jako jedność, tzn. każdy ogół określo
nych elementów, który  można za pomocą jakiegoś praw a po
wiązać (myślowo) w całość” 2. Zbiory złożone z nieskończonej 
ilości elem entów Cantor traktow ał tak  samo jak zbiory skoń
czone. W prowadził pojęcie równoliczności między zbiorami 
i badał własności tej relacji. Początkowo wyniki uzyskane 
przez Cantora nie spotkały się z przychylnym  przyjęciem. 
Pojęcie zbiorów nieskończonych bowiem wzbudzało różne 
kontrow ersje i było eliminowane z rozważań właściwie do 
końca X IX  w ie k u 3. W yjątek stanowią prace G. W. Leibniza,

1 N. Bourbaki, E lem enty  historii m a tem a tyk i ,  W arszawa 1980, 37.
2 C ytuję za: Logika formalna. Z arys en cyk lopedyczny  z zas tosow a

n iem  do in form atyk i i  l ingw is tyk i,  pod red. W. M arciszewskiego, W ar
szaw a 1987, 122.

3 N. Bourbaki, dz. cyt. ,  38—40.



w których można znaleźć określenia zbieżne z wyrażonym i 
później przez C an to ra4. Obawy m atem atyków  i logików 
przed wprowadzeniem  zbiorów nieskończonych okazały się 
do pewnego stopnia uzasadnione. Mianowicie w rozw ijanej 
przez Cantora „ in tu icy jnej” teorii zbiorów pojaw iły się an ty 
nomie. Przede wszystkim  sam Cantor stwierdził, że nie może 
istnieć zbiór wszystkich liczb porządkowych (paradoks B urali- 
-Forti). Podobnie założenie, że istnieje zbiór wszystkich liczb 
kardynalnych, czy zbiór wszystkich zbiorów prowadzi do 
sprzeczności. Antynom ia Russella zaś (sformułowana w 1902 r.) 
ukazała, że nie można przy pomocy dowolnej form uły utw o
rzyć zbioru takich przedmiotów, k tóre m ają własność w yra
żoną przez tę form ułę. W szystko to zmusiło do rew izji in 
tuicji, jakie wiązano z pojęciem zbioru i do podjęcia prób 
określenia, czym jest z b ió r5.

Jak  się wydaje, szczególne problem y stw arza pojęcie zbioru 
nieskończonego. Tak więc wysiłki m atem atyków, m ające na 
celu wyelim inowanie antynom ii, skoncentrowały się głównie 
wokół pojęcia nieskończoności aktualnej. P róby te można po
dzielić na dwie grupy. Do pierwszej zaliczyłabym te, w  k tó
rych  samo rozum ienie zbioru pozostaje w  zasadzie takie samo 
jak u Cantora. P rzyjm uje się istnienie zbiorów nieskończo
nych dowolnych mocy. W drugiej grupie są takie teorie, w 
których zbiór jest rozum iany inaczej niż w cantorowskiej 
teorii mnogości i gdzie przy jm uje się znaczne ograniczenia 
dotyczące istnienia zbiorów nieskończonych. W tym  artykule 
przedstaw ię kilka prób określenia pojęcia zbioru zarówno w 
m atem atyce klasycznej jak i w  niecantorowskich teoriach. 
Wskażę też, jakie te próby mogą mieć konsekwencje dla p re
cyzyjniejszego ujęcia zagadnienia, czym jest praw da i istn ie
nie w m atem atyce.

4 Logika formalna, dz. cyt. , 121—122. Warto też dodać, iż rów nież  
B. Bolzano w  sw oich Paradoksach nieskończoności  w yrażał podobne do 
poglądów  Cantora idee (Filozofia matemo,tyki.  Antologia te k s tó w  k la 
sycznych,  w ybór i opracowanie R. M urawski, Poznań 1986, 115— 130).

5 Przyczyną paradoksów „była niejasność, w  bardziej skom plikow a
nych przypadkach, intu icji łączonej z pojęciem  zbioru. W toku p o le
m iki, jaka w yw iązała się dokoła antynom ii, okazało się w yraźnie, że 
różni m atem atycy w iążą istotnie różne intu icje z pojęciem  zbioru. 
W skutek takiego stanu rzeczy oparcie teorii m nogości w yłącznie na 
podstaw ach intuicyjnych stało się n iem ożliw e”. (K. K uratow ski, A. M o
stowski, Teoria mnogości w ra z  ze  w s tę p e m  do opisowej teorii m nogoś
ci, W arszawa 1978, 22).



Należy też pamiętać, iż w języku potocznym również uży
wa się słowa „zbiór” oraz bliskoznacznych z nim  term inów  
jak: mnogość, zestaw, kolekcja. Ma ono tu  dwa odmienne 
znaczenia: kolektyw ne i dystrybutyw ne. W znaczeniu kolek
tyw nym  zbiór jest pewną całością złożoną z przedmiotów. 
Przykładam i zbiorów w tym  rozum ieniu mogą być stos ka
m ieni składający się z poszczególnych kamieni, czy łańcuch 
złożony z poszczególnych ogniw. Zbiór w znaczeniu kolek
tyw nym  jest na ogół pewnym  obiektem  dostępnym  spostrze
żeniu zmysłowemu. Teorię takich zbiorów rozwinął w mereo- 
logii Stanisław  Leśniewski (1886— 1939). Zbiór w znaczeniu 
dystrybutyw nym  jest zaś pewnym  abstrakcyjnym  tw orem  
składającym  się z elementów, które same mogą być obiek
tam i fizycznymi lub też abstrakcyjnym i. Trzeba pamiętać, iż 
w  m atem atyce używa się pojęcia zbioru wyłącznie w  sensie 
dystrybutyw nym . W arto też dodać, iż istotne dla określenia 
zbioru są tylko jego elem enty, a nie m ają żadnego znaczenia 
relacje, jakie między tym i elem entam i zachodzą.

2. ZBIÓR W MATEMATYCE KLASYCZNEJ

Jedną z pierw szych prób uniknięcia paradoksów było utw o
rzenie przez Russella teorii typów. Teoria ta, ciekawa z teo
retycznego punktu  widzenia, nie znalazła zastosowania w 
praktyce m atem atyków. Znacznie owocniejszą z tego względu 
okazała się aksjom atyzacja teorii mnogości. P rzy  pomocy 
aksjom atów usiłuje się uchwycić najistotniejsze własności 
zbiorów, z którym i wiąże się intuicje podobne jak w  teorii 
mnogości Cantora.

Najczęściej w ykorzystyw anym  jest układ aksjom atów Zer- 
m elo-Fraenkla (ZF). Pojęciam i pierw otnym i są: zbiór i dwu- 
argum entow a relacja przynależności elem entu do zbioru. 
P rzyjm uje się następujące aksjom aty:
( 1) ekstensjonalności — (x)(y)((z) ( z e x  =  z e y) =>x =  y),
(2) pary  — (x) (y) (Ez) ft) (t e z  =  (t  =  x V t =  y)),
(3) sumy — (x) (Ey) (z) fz e y =  (E t)  (z e tA t  e x)),
(4) zbioru potęgowego — (x) (Ey) (z) (z e y =  (t )  (t  e Z =>t e x)),
(5) zastępowania — dla każdej form uły H )x, y), w k tórej b 

nie w ystępuje jako zmienna wolna, zachodzi: (x) (E!y) H  (x,y) 
=> (a) (Eb) (y) (y e b =  (Ex) (x e а л H (x,y))),

(6) wyróżniania — dla każdej form uły H (x), w  k tórej b nie 
w ystępuje jako zmienna wolna, zachodzi: (a) (Eb) (x) (x e b =  
х е а л Н (х )) ,



(7) zbioru pustego — (Ex) (y) ~  (ye x),
(8) nieskończoności — (Е х )(0 ех л (у )(у ех  => {y} ex)),
(9) regularności — (x) (x V 0 =>- ((Ey) (y e x л x ^ y  =  0)))6.
Zanotujm y, iż schem at aksjom atów wyróżniania zapewnia, że 
w system ie nie pojawi się sprzeczność typu antynom ii Rus
sella; aksjom at ten bowiem ogranicza możliwości tworzenia 
zbiorów przedm iotów posiadających określoną własność. Za
kłada się, że nie każda cecha wyznacza zbiór; można tylko 
wydzielić (wyróżnić) z pewnego danego już zbioru podzbiór 
tych jego elementów, k tóre posiadają interesującą nas włas
ność. Aksjom atyka ta jest nieskończona i niezupełna. Klasa 
wszystkich zbiorów zostaje przy pomocy aksjom atów pary, 
sumy, zbioru potęgowego i nieskończoności „zbudowana” po
cząwszy od zbioru pustego. Mamy tu  do czynienia wyłącznie 
ze zbiorami, których elem enty są znowu zbiorami i tak  skoń
czoną ilość razy (wynika to z aksjom atu regularności) aż do 
zbioru pustego. W takiej teorii mnogości można zin terpreto
wać liczby naturalne, rzeczywiste i w zasadzie wszystkie po
jęcia m atem atyki klasycznej.

W badaniach m etam atem atycznych, w których rozważa się 
własności modeli różnych teorii, w tym  teorii mnogości, takie 
podejście jest często niezbyt wygodne. Używa się więc takich 
układów aksjomatów, w których jako pojęcie pierw otne w y
stępuje klasa. Jest to pojęcie szersze niż pojęcie zbioru, który 
można określić jako klasę będącą elem entem  jakiejś innej 
klasy. Pozostałe klasy nazywa się klasami właściwymi. Jed
nym  z takich systemów aksjom atycznych jest teoria mnogości 
M orse’a (M). Terminam i pierw otnym i są klasa i relacja przy
należności elem entu do klasy. P rzyjm uje się aksjom at e;ks- 
tensjonalności dla klas, schem at aksjom atów istnienia klas 
(każda form uła o jednej zmiennej wolnej wyznacza klasę — 
klasa taka może nie być zbiorem!), aksjom aty zbioru potęgo
wego, pary, sumy, zastępowania, nieskończoności i regu lar
ności dla zbiorów. Aksjom atyka ta jest nieskończona i niezu
pełna. I w tym  przypadku uniw ersum  wszystkich zbiorów 
zostaje „wybudow ane” nad zbiorem pustym . W system ie M

6 P ierw szy system  aksjom atyczny teorii m nogości podał E. Zermelo 
(1908 r.). A ksjom at zastępow ania w prow adzili n iezależnie od siebie
D. M irimanoff, T. Skolem , A. A. Fraenkel. Sform ułow ania aksjom atów  
m ożna znaleźć na przykład w  pracy: K. K uratowski, A. M ostowski, 
dz. cyt.,  70—75. Do tego system u aksjom atów  dodaje się z reguły aksjo
m at w yboru, a także przyjm uje się hipotezę continuum.



na przykład klasa wszystkich liczb porządkowych jest praw i
dłowo określonym  obiektem, k tóry  staje się przedm iotem  ba
dania. W ygodniej niż w system ie ZF można badać modele 
dla teorii mnogości. W arto też dodać, iż w  system ie M można 
udowodnić form alną niesprzeczność teorii ZF. Z tego względu 
teoria M jest często używana w m etam atem atyce7.

Innym  system em  aksjom atycznym , w  którym  jako pojęcie 
pierw otne obok pojęcia zbioru i relacji przynależności p rzy j
m uje się pojęcie klasy, jest układ aksjom atów Gödla-Bernay- 
sa (GB). Cechą charakterystyczną tego system u jest skończo
na ilość aksjomatów. Zam iast bowiem schem atów aksjom atów 
zastępowania i wyróżniania przyjm uje się skończoną ilość 
aksjom atów konstrukcji klas 8.

Jeszcze innym  typem  teorii jest teoria mnogości z ato
mami (ZFA). Term inam i pierw otnym i są: zbiór, atom, re 
lacja przynależności elem entu do zbioru. W tym  przypadku 
całe uniw ersum  zbiorów zostaje skonstruowane nad zbiorem 
atomów przy pomocy aksjomatów: pary, sumy, zbioru potęgo
wego, nieskończoności. Paradoksu typu antynom ii Russella 
unika się dzięki przyjęciu schem atu aksjom atów wyróżniania. 
System  ten pozwala na badanie zbiorów złożonych z obiektów, 
k tóre same nie zaw ierają już żadnych elementów, przy czym 
żaden z nich nie jest zbiorem pustym  (jak to ma miejsce 
w Z F )3. W prowadzenie atomów do teorii mnogości może u ła
twiać pewne badania prowadzone nad zbiorami. W szczegól
ności, poprzez konstrukcję tzw. modeli perm utacyjnych o w ie
le łatw iej jest pokazać niezależność aksjom atu wyboru od po
zostałych aksjom atów ZFA, niż udowodnić to samo dla teorii

7 System  ten pochodzi od A. M orse’a (1965). Sform ułow ania aksjom a
tów  znajdują się na przykład w pracy: A. M ostowski, K on s tru k tiw -  
n y je  m n oż ies tw a  i ich priłożienija, M oskwa 1973, 16—17.

8 System  ten  został stworzony przez J. von Neum anna (1925, 1928 r.), 
a następnie przeformułowa.ny przez P. Bernaysa oraz K. Godła, który 
posłużył się nim  przy dowodzie niesprzeczności aksjom atu wyboru i h i
potezy continuum  (K. Gödel, The consistency of the axiom  of choice  
and the generalized continuum-hipothesis w i th  the a x iom  of set th eo
ry, Princeton 1940).

9 A tom  jest takim  obiektem , który nie posiada żadnego elem entu  
i jest różny od zbioru pustego. Teorię m nogości z atom am i badał 
A. A. Fraenkel, a następnie A. M ostowski. Sform ułow ania aksjom atów  
m ożna znaleźć na przykład w: T. J. Jech, Trieorija  m n oż ies tw  i m ie-  
tod  forsinga, tłum . z ang., M oskwa 1973, 122— 125. Istnienie atom ów  
zakłada w  sw ojej pracy M. Davis, A pplied  non-standard analysis,  N ew  
York—London— Sydney—Toronto 1977, 36, w  której tw orzy system  
analizy niestandardow ej.



ZF 10. Z pewnego punktu  widzenia teoria ZFA może wydawać 
się bardziej „natu ralna” , gdyż w praktyce spotykam y się w łaś
ciw ie ze zbiorami złożonymi z pewnych obiektów, z atomów, 
a nie ze zbiorami, k tórych elem enty są znowu zbiorami itd. 
W m atem atyce korzysta się jednak z teorii ZF, gdyż ma m niej 
term inów  pierwotnych. Dla m atem atyka bowiem w istocie nie 
ma wielkiego znaczenia „na tu ra” badanych obiektów, a tylko 
relacje między przedm iotami. Można więc te obiekty tak  okre
ślić, aby były to zbiory o określonych własnościach u.

W szystkie podane teorie aksjom atyczne są istotnie niezupeł
ne, tzn. dodawanie do aksjom atów  zdań od nich niezależnych 
nigdy nie da teorii zupełnej. Najczęściej poszerza się przed
stawione teorie mnogości o aksjom at w yboru i hipotezę con
tinuum,  które są często w ykorzystyw ane w dowodach tw ier
dzeń z analizy, algebry, topologii. Bada się również konse
kw encje przyjęcia aksjom atu konstruowalności, bądź aksjom a
tu determ inacji czy innych rozm aitych założeń. Przez ostatnie 
kilkanaście la t szczególnym zainteresowaniem  cieszą się hipo
tezy dotyczące tzw. dużych liczb kardynalnych.

Przyjm ow ane we wszystkich teoriach aksjom aty ekstensjo- 
nalności zapewniają, iż zbiory są identyczne, gdy m ają do
kładnie te same elem enty. Dzięki tem u można udowodnić, że 
istnieje tylko jeden zbiór pusty, jeden zbiór, k tóry jest sumą 
danej rodziny zbiorów, jeden zbiór potęgowy dla danego zbio
ru  itp. Ścisłe zaś rozróżnienie między przynależnością elem en
tu  do zbioru a zawieraniem  się zbiorów powoduje, że term in 
zbiór jest rozum iany wyłącznie w sensie dystrybutyw nym .

W przedstaw ionych system ach teorii mnogości można utoż
samiać zbiór z własnością, k tórą posiadają elem enty tego zbio
ru. W arto podkreślić, że w  każdej z zaprezentowanych teorii 
mnogości można pokazać istnienie zbiorów o coraz większych 
mocach (twierdzenie Cantora). W dowodzie korzysta się z aksjo
matów nieskończoności i zbioru potęgowego. P rzyjm uje się 
więc, że istnieją w sensie aktualnym  zbiory nieskończone, co 
może wzbudzać różnego rodzaju zastrzeżenia.

10 A. M ostowski w ykorzystując m odele perm utacyjne pokazał, że 
aksjom at wyboru jest istotnie siln iejszy niż zdanie m ów iące, że każdy 
zbiór można liniow o uporządkow ać (A. M ostowski, Über die U nabhän
gigkeit des Wohlordnungssatzes von  Ordnungsprinzip,  Fund. Math. 32 
(1939), 201—252).

11 O pisowi różnych system ów  teorii m nogości i pew nym  filozoficznym  
problem om  zw iązanym  z pojęciem  zbioru jest pośw ięcona praca:
A. A. Fraenkel, Y. B ar-H illel, A. Levy, Foundations of Set Theory,  
Am sterdam  1973.
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Utożsamienie zbioru z własnością może w praktycznych, za
stosowaniach klasycznej teorii mnogości prowadzić do pew 
nych niejasności, gdyż nie zawsze daje się w  jednoznaczny 
sposób stwierdzić, czy jakiś przedm iot posiada daną własność, 
czy też nie. Trudności te usuwa rozw ijana od la t sześćdziesią
tych teoria zbiorów rozm ytych. Przez zbiór rozm yty rozumie 
się funkcję ustalającą stopień przynależności danego przed
m iotu do zbioru. Teoria ta zyskuje sobie coraz większe p rak 
tyczne zastosowania 12; jednakże samo rozum ienie istoty zbio
ru  jest tu  takie samo jak w  klasycznej teorii mnogości.

i
3. NIECANTOROW SKIE ROZUMIENIA ZBIORU

Zdaniem in tu icjon istów 13, trudności pojaw iające się przy 
próbach określenia, czym jest zbiór w m atem atyce klasycznej, 
antynom ie, k tóre powstają, są spowodowane stosowaniem ' lo
giki klasycznej do zbiorów nieskończonych. Z tego też wzglę
du  w intuicjonizm ie zostają odrzucone pewne praw a logiki 
klasycznej. Inaczej też ujm uje się w zajem ne związki między 
m atem atyką a logiką. Odmiennie również jest rozumiana* isto
ta  m atem atyki. Według intuicjonistów  m atem atyka jest swo
bodnym  tw orem  um ysłu m atem atyka. Twórczość ta opiera się 
na intuicji liczby naturalnej. Język, k tóry  odgrywa w m ate
m atyce klasycznej doniosłą rolę, dla ma tem atyka-intuic jonis- 
ty nie ma w zasadzie żadnego znaczenia, służy m u tylko do 
zakomunikowania konstrukcji innym  m atem atykom , natom iast 
nie ma żadnego wpływu na samo tworzenie m atem atyki. Isto t
ne dla intuicjonisty  jest przyjęcie zasady, że wszystkie obiekty 
m uszą być przez niego w efektyw ny sposób skonstruowane 
z przedmiotów, które ma do dyspozycji w danym  momencie. 
Istn ien ie  więc zostało powiązane w ścisły sposób z możliwoś
cią wykonania konstrukcji. Często naw et mówi się, że dla in 
tu icjonisty  „istnieć” jest równoznaczne z „być skonstruow a
nym ”. Stąd odrzucenie praw a wyłączonego środka, podwójne
go przeczenia, a co za tym  idzie, nie przyjm ow anie jako p ra 
wom ocnych dowodów nie wprost.

Takie rozum ienie m atem atyki powoduje, że intuicjoniści nie 
p rzy jm ują istnienia nieskończoności aktualnej. Możliwa jest 
tylko nieskończoność potencjalna. W ten sposób z ma tem a ty 

12' Pojęcie zbioru rozm ytego zostało w prowadzone przez L. A. Zade- 
ha w  1965 r.

13 Podstaw y dla intuic jonizm u stworzył L. E. Brouwer. A. H eyting  
sform alizow ał logikę intuicjonistyczną (1930 r.)..



ki zostały wyłączone zbiory aktualnie nieskończone. Zam iast 
o zbiorach mówi się o ciągach, k tóre potencjalnie mogą skła
dać się z nieskończonej ilości elementów. W zasadzie kolejne 
w yrazy ciągu muszą być skonstruowane przy pomocy pewne
go prawa. Musi być podana efektyw na konstrukcja poszcze
gólnych elem entów ciągu. W takim  ujęciu ciąg może być oczy
wiście do pewnego stopnia utożsamiony z efektyw nym  pro
cesem jego konstrukcji. Od tej zasady Brouw er dopuszczał 
jednak odstępstwo, wprowadzając tzw. ciągi swobodnych wy
borów, dla k tórych nie ma z góry narzuconego praw a kon
strukcji poszczególnych elementów. Sposób określenia następ
nego w yrazu może być zupełnie inny niż wyrazów poprzed
nich, w  szczególności może zależeć od przypadku. Taki ciąg 
jest więc nam  dany zawsze tylko poprzez swój skończony po
czątkowy odcinek. Ciągi swobodnych wyborów były potrzeb
ne przy konstrukcji continuum  liczb rzeczywistych. Przy ich 
pomocy można uniknąć pewnych trudności, które powstają 
przy ścisłym trzym aniu się zasady, że każdy obiekt musi być 
w efektyw ny sposób skonstruow any z obiektów już istn ieją
cych. Tak więc obok liczb rzeczywistych, które są konstru
owane przy pomocy pewnego praw a, pew nej zasady, dopuszcza 
się takie punkty  continuum, k tóre znajdują się jakby nie
ustannie w  procesie tworzenia przy pomocy ciągów swobod
nych wyborów. Continuum  nie jest więc jakimś zam kniętym  
obiektem, składającym  się z punktów , tak jak w m atem aty
ce klasycznej, lecz jest ciągle w procesie staw ania się, rozwo
ju. Takie rozumienie continuum  liczb rzeczywistych ma oczy
wiście ogromne znaczenie dla upraw iania analizy, topologii, 
algebry. W yniki, k tóre uzyskuje się w m atem atyce in tuicjo- 
nistycznej, są odmienne niż w  klasycznej. Na przykład w szyst
kie funkcje, których wartość jest określona dla dowolnej licz
by rzeczywistej, są funkcjam i ciągłymi. Trzeba też pam iętać, 
iż pewne zagadnienia rozpatryw ane w m atem atyce klasycznej 
w  intuicjonizm ie tracą swój sens (na przykład hipoteza con
tinuum), co powoduje znaczne zubożenie problemów, które 
mogą być rozwiązywane w m atem atyce intuicjonistycznej.

W takim  „elem entarnym ” upraw ianiu m atem atyki in tuicjo
nistycznej można w zasadzie obyć się bez pojęcia zbioru. In- 
tuicjoniści w prow adzają jednak dwa pojęcia, na k tóre można 
patrzeć jak na konstruktyw istyczny odpowiednik zbioru. Bli
skie klasycznem u sposobowi wyznacznia zbiorów jest określa
nie gatunku (species). G atunek zostaje wyznaczony poprzez 
podanie charakterystycznej własności jego elementów, k tóre



już wcześniej zostały skonstruowane. Natom iast zakres (spread) 
jest wyznaczony przez efektyw ną procedurę, k tóra działa na 
skończonych ciągach złożonych z liczb naturalnych. Procedu
ra  ta wybiera skończone ciągi w taki sposób, że zostaje utw o
rzone z nich drzewo. Nieskończony ciąg, którego każdy skoń
czony odcinek początkowy znajduje się w tym  drzewie, jest 
zakresem u.

Przyjęcie w intuicjonizm ie istnienia tylko nieskończoności 
potencjalnej powoduje, że w każdym  momencie naszej kon
strukcji nowego obiektu m am y do czynienia jedynie ze skoń
czonym jego fragm entem . Do utworzonej już części zawsze 
można dołączyć nowy element. Tak więc ciągi, zakresy oraz 
continuum  można utożsamiać z procesem ich tworzenia.

Jeszcze dalej niż intuicjoniści w ograniczeniach dotyczących 
nieskończoności posuwają się finityści, k tórzy odrzucają istnie
nie nie tylko nieskończoności aktualnej, ale również potencjal
nej. W konsekwencji, uznają tylko istnienie zbiorów skończo
nych. Na m arginesie w arto dodać, że skrajne poglądy w tym  
zakresie głoszą ultrafinityści, dla których naw et nie istnieją 
duże liczby natu ralne rzędu 10lo‘°. Z tego też względu można 
mówić tylko o zbiorach złożonych ze skończonej i to niedużej 
liczby elem entów 15.

Odmiennie niż w m atem atyce klasycznej czy intuicjonistycz- 
nej jest rozum iany zbiór w teorii rozw ijanej przez czeską szko
lę m atem atyków. Dopuszczają oni mianowicie istnienie tzw. 
półzbiorów (semisets). Są to klasy, k tóre są podklasami zbio
rów. W klasycznej teorii mnogości można udowodnić, że takie 
podklasy muszą być zbiorami. M atem atycy czescy przyjm ują, 
że istnieją półzbiory, które są klasam i właściwymi, nie są 
zb io ram i16. Jako argum ent za przyjęciem  istnienia półzbiorów 
może służyć choćby następujący przykład. Z teorii ewolucji 
wiadomo, że istnieje skończony ciąg zaczynający się od pew-

14 A. A. Fraenkel, Y. B ar-H illel, A. L evy, dz. cyt., 257—258.
15 Takie poglądy głosi A. S. Je.senin-Volpin, Le p rog ra m m e u ltra -  

- in tu i t io m s te  des fo n d e m e n ts  des m a th é m a t iq u e s , w: In f in is t ic  M e-
. thods. Proceedings of th e  S y m p o s iu m  on Foundations of M athematics .
W arsaw , 2—9, S ep tem b er  1959, W arszawa 1961, 201—223.

18 Teorii półzbiorów obszerną m onografię pośw ięcili P. Voipenka, 
P. Hâjek, T h e  theory  of semisets,  Prague 1972. Teorię zbiorów Canto
ra można traktow ać jako rozszerzenie teorii półzbiorów o aksjom at 
m ów iący, że każdy półzbiór jest zbiorem. Jest to rozszerzenie konser
w atyw ne, tzn. każda w łasność dotycząca zbiorów jest dow odliw a w  te 
orii zbiorów w tedy i tylko w tedy, gdy jest dow odliw a w  teorii p ó ł
zbiorów.



rie'j m ałpy Charlie, a kończący się na Charlsie Darwinie tak i, 
że każdy elem ent tego ciągu jest ojcem elem entu następnego. 
W szystkie m ałpy z tego ciągu nie mogą utworzyć zbioru. Gdy
by 'bow iem  tworzyły zbiór, m usiałby posiadać on ostatni ele
m ent. Ponieważ jednak syn m ałpy jest również małpą, w ięc  
w  tak iej sytuacji sam Darwin byłby małpą ” .

.Pojęcie półzbioru w ystępuje także w a lternatyw nej teorii 
mnogości (AST), stw orzonej również przez czeską szkołę m a
tem atyków. W teorii tej m am y do czynienia ze zbiorami z uni- 
wfersum, k tóre składa się ze zbiorów skonstruow anych ze zbio
ru  pustego. P rzyjm uje się następujące aksjom aty dla zbiorów:
(1) ekstensjonalności,
(2) zbioru pustego,
(3) konstrukcji zbiorów — (x) (y) (Ez) (u) (u e z =  (u e x v u =  y)),
(4) schem at indukcji — dla każdej teoriomnogościowej form uły 

o jednej zmiennej wolnej zachodzi: F  (0) Λ (x) (y) (F(x) =s- 
F  (xw{y})) => (x) F(x),

(5) regularności — dla każdej teoriomnogościowej form uły 
F(x) zachodzi: jeżeli (Ex)F(x), to  (Ex) (F(x) Λ ((y e x ) ~  F(y)))*

Ten fragm ent alternatyw nej teorii mnogości nie różni się od 
teorii mnogości ZF dla zbiorów skończonych. N ietrudne wnio
ski z przyjętych aksjom atów mówią, że podstawowe operacje 
na zbiorach w w yniku również dają zbiory.

Obok zbiorów przedm iotem  badania są klasy, czyli obiekty 
składające się ze zbiorów i wyznaczone przy pomocy własnoś
ci zbiorów. P rzyjm uje się następujące aksjom aty dla klas:
(6) istnienia klas — dla każdej własności H(x) zbiorów z uni- 

w ersum  zbiorów istnieje klasa {x: H(x)}
(7) każdy zbiór jest klasą,
(8) ekstensjonalności dla klas.
Oczywiście istnieją klasy  właściwe, k tóre nie są zbiorami. 
Należy w tym  m iejscu zauważyć, iż klasy właściwe w a lte r
natyw nej teorii mnogości mogą być zbiorami z punk tu  widze
nia klasycznej teorii mnogości. W szystkie klasy tworzą tzw. 
rozszerzone uniwersum . O parta na wym ienionych 8 aksjo
m atach teoria jest równoważna teorii klasycznej.

Istotną różnicę między teorią mnogości typu cantorow skie- 
go a a lternatyw ną teorią mnogości w prowadza aksjom at (9) 
orzekający, że istnieją właściwe półzbiory.

17 P. Vopenka, M atiem atika  w  a lt iernatiw noj tteorii r r m o ż i e s t u M o
skw a 1983, 35—36.



Teoria mocy w alternatyw nej teorii mnógości zasadniczo 
różni się zarówno od klasycznej jak i intuicjonistycznej. Przez 
klasę, skończoną rozumie się taką klasę, k tórej wszystkie pod- 
klasy· są zbiorami. K lasy skończone są więc zbiorami i nie mo-. 
gą zawierać półzbiorów. Klasa, która nie jest skończona, jest 
nieskończona. W szczególności wszystkie klasy właściwe są 
nieskończone. W alternatyw nej teorii mnogości przyjm uje 
Się istnienie tylko dwóch mocy nieskończonych: przeliczalnej 
i nieprzeliczalnej. Klasa A jest przeliczalna, gdy jest nieskoń
czona, liniowo uporządkowana oraz dla każdego x e A klasa- 
{yeA : y< x}  jest skończona. Dla klas przeliczalnych przy j
m uje się następujący aksjom at (10) o przedłużaniu funkcji — 
dla każdej przeliczalnej funkcji F istnieje funkcja-zbiór f ta 
ka, że F ^  f. Z określenia mocy przeliczalnej i z tego aksjo
m atu  wynika, że klasy przeliczalne są półzbiorami właściwy-, 
mi.

W szystkie pozostałe klasy nieskończone są nieprzeliczalne. 
W szczególności zbiory zawierające półzbiory są nieprzeliczal
ne. Aczkolwiek można przyjąć, iż istnieją różne moce nieprze-. 
liczalne, to jednak w ystarczy ograniczyć się tylko do jednej. 
G w arantuje to następujący aksjom at (11), jeżeli X i Y są n ie
przeliczalne, to są rów noliczne13. Za m otyw ację dla takiego 
rozumienia klas nieskończonych uważa się nieprecyzyjne po
jęcie aktualnej nieskończoności używane w m atem atyce k la 
sycznej. Zaobserwowano również, że zbiory skończone o bar-, 
dzo dużej liczbie elem entów mogą w pew nych sytuacjach „za
chowywać się” jak zbiory nieskończone.

Opisany system  teorii mnogości można zinterpretow ać w ZF. 
Jest więc niesprzeczny, o ile ZF jest niesprzeczna. Dowód po
lega na skonstruow aniu ultrapotęgi i rozszerzeniu jej o obiek
ty, k tóre będą klasam i właściwymi w sensie a lternatyw nej 
teorii mnogości. K onstrukcja tego m odelu może sugerować 
podobieństwo między alternatyw ną teorią mnogości a m eto
dami niestandardow ym i klasycznej m atem atyki. Jednakże za
m ierzeniem  twórców alternatyw nej teorii mnogości nie była 
form alizacja m etod niestandardowych, a nowe zupełnie podej
ście i stworzenie odm iennej teorii mnogości, w  której zbiór 
jest inaczej rozum iany, niż w  cantorowskiej teorii m nogościie.

18 A ksjom aty alternatyw nej teorii m nogości w raz z w nioskam i z nich  
w ypływ ającym i są zaw arte tamże, 20—56.

18 A. Sochor. The alternative  set theory,  w: Set theory  and hierar-.
ch y  theory. Conference B ierutowice 1975, B erlin  1976, 261.



A lternatyw na teoria mnogości może stanowić podstawę dla 
budowania m atem atyki. W rozszerzonym uniw ersum  określa 
się podstawowe stru k tu ry  m atem atyczne takie jak: liczby na
turalne, wym ierne, rzeczywiste, bada się ciągłość i inne ważne 
pojęcia m atematyczne.

M atem atyka intuicjonistyczna i a lternatyw na teoria m no
gości są nieklasycznym i propozycjam i ujęcia m atem atyki. 
W prawdzie nie zastąpiły teorii mnogości cantorowskiej, lecz 
dają inne spojrzenie na podstawowe pojęcia m atematyczne, 
a także same stanowią bardzo ciekawy obszar b a d a ń 211.

4. UW AGI W SPRAW IE ISTNIENIA ZBIORÓW

Jak  widzieliśmy, w m atem atyce współczesnej nie funkcjo
nuje tylko jedno ściśle określone pojęcie zbioru. To tak bar
dzo podstawowe pojęcie jest rozmaicie rozum iane i łączy się 
z nim  różne intuicje. Jak  się wydaje, w trzech przedstaw io
nych podejściach (klasycznym, intuicjonistycznym , a lte rna
tywnym ) istotne różnice dotyczą rozum ienia nieskończoności. 
R zutuje to w konsekwencji na sposób budowania teorii zbio
rów, k tóre nie są skończone. Pojęcie zbioru skończonego, poza 
różnicami dotyczącymi samego sposobu jego istnienia oraz 
określania własności jego elementów, jest w zasadzie w każ
dym z tych ujęć takie samo.

W intuicjonizm ie w ogóle nie dopuszcza się możliwości ak tu 
alnego istnienia obiektu, k tóry  składałby się z nieskończonej 
ilości elementów. Każdy przedm iot m atem atyczny (ciąg, za
kres, continuum)  jest nam  dany tylko w skończonych swoich 
fragm entach, a nigdy jako całość. W alternatyw nej teorii m no
gości sytuacja jest bardziej skomplikowana. Ta teoria różni 
się zarówno od klasycznej jak i intuicjonistycznej. Opiera się, 
podobnie jak teoria mnogości typu cantorowskiego, na logice 
klasycznej i jest zbudowana w postaci teorii aksjom atycznej, 
co umożliwa jej badanie środkam i używanym i w teorii mo-

20 Warto jeszcze w spom nieć o system ach Q uine’a, które były szero
ko dyskutowane, lecz nie próbow ano w  oparciu o nie budować m a
tem atyki. W system ie NF w ystępuje schem at istnienia zbiorów  dla 
form uł sitratyfikowanych. Quine wprowadza także w szystko obejm ują
cą klasę V i dopełnienie — X  każdej klasy X. W teorii Q uine’a można 
udowodnić, że istnieją zbiory, które mają tę samą moc, ćo ich zbiór 
potęgow y. Jest to w yraźne odejście od teorii cantorow skiej (W. van  
•O. Quine, Logika m atem atyczna ,  W arszawa 1974, 161—164).



deli i porównywanie z teoriam i k lasycznym i2I. Należy też 
zwrócić uwagę, że używa się w  niej wprawdzie term inów  
wziętych z teorii mnogości klasycznej — na przykład nieskoń
czoność, klasa przeliczalna, nieprzeliczalna — m ają one jed
nak tu  odmienne znaczenie. W szczególności półzbiór m a na
stępującą własność: nie można określić jego ostatniego, ele
m entu, jednocześnie zawiera się w  jakim ś zbiorze (nieprze
liczalnym), k tóry  z punktu  widzenia klasycznej teorii m no
gości może być skończony. Przykłady półzbiorów,. k tóre poda
ją a u to rz y 22, mogą nasuwać pewne analogie z pojęciem zbio
ru  rozmytego. W podawanych bowiem przykładach powstają 
trudności z wym ienieniem  wszystkich elem entów posiadają
cych daną własność. Teoria zbiorów rozm ytych usuwa tę tru d 
ność poprzez wprowadzenie stopnia przynależności elem entu 
do zbioru, alternatyw na teoria mnogości przez określenie pół- 
zbioru.

Jak  się wydaje, zarówno w intuicjonizm ie, jak i a lte rna tyw 
nej teorii mnogości próbuje się aproksym ować nieskończoność 
poprzez zbiory skończone, dążąc w ten sposób do usunięcia 
paradoksów klasycznej teorii mnogości. Teorie mnogości opar
te na cantorowskim  rozum ieniu zbioru w ystarczają do zin ter
pretow ania w zasadzie wszystkich obecnie rozw ijanych teorii 
m atem atycznych23. W tym  sensie teoria mnogości ZF czy M 
jest teorią podstawową. Jednocześnie, jak już wspomniałam, 
każda aksjom atyczna teoria zbiorów jest istotnie niezupełna, 
a układy aksjom atów są wzajem nie niezależne. Możemy więc 
budować rozm aite teorie mnogości. W szczególności, p rzy jm u
jąc własności zbiorów wyrażone na przykład w aksjom atach 
ZF, daje się utworzyć nieskończonie wiele rozm aitych teorii, 
w  których pewne własności zbiorów będą się między sobą róż
niły. W ybór między konkurencyjnym i teoriam i będzie w  zna
cznym stopniu zależał od m atem atyka, od tego do jakiego ce
lu ma m u dana teoria służyć.

21 Na przykład teorię M bez aksjom atu nieskończoności daje się z in 
terpretow ać w  AST, AST z kolei w  ZF oraz w  M z w yłączonym  aksjo
m atem  potęgow ym . Ta ostatnia teoria daje się zinterpretow ać w  AST  
(P. Vbpenka, dz. c y t ,  147).

22 Tamże,  36.
23 W yjątek od tej reguły m oże stanow ić teoria kategorii, która jest 

uważana za teorię ogólniejszą i bardziej podstaw ow ą niż teoria m no
gości. N ależy także pam iętać, że przy określaniu jakichś pojęć przy 
pom ocy zbiorów ujm ujem y tylko część intuicji, które w iążą się z tym  
pojęciem , gdyż taka interpretacja ujm uje tylko form alne w łasności b a
danego pojęcia i jego najw ażniejsze relacje z innym i pojęciam i.
6 — S tu d ia  P h ilo so p h iae  C h ris tian ae  n r  1



W odniesieniu do teorii mnogości traci też sens pojęcie ka- 
tegoryczności w znaczeniu k lasycznym 24 — uniw ersum  zbio
rów  nie istnieje dla nas jako pewna całość, m am y dostęp ty l
ko do pew nych jego fragm entów. Jak  się wydaje, za taki stan 
rzeczy może być odpowiedzialna nieograniczona możliwość sto
sowania aksjom atu potęgowego. P rzy  jego pomocy można 
otrzym ywać zbiory o coraz większych mocach nieskończonych 
oraz zbudować hierarchię zbiorów 25. H ierarchia ta, jakkolwiek 
konstruow ana przy pomocy tylko aksjom atu zbioru potęgo
wego, aksjom atu sumy i aksjom atu nieskończoności ze zbio
ru  pustego, nie daje nam  w zasadzie wielu możliwości w nik
nięcia w struk tu rę  wew nętrzną, a co za tym  idzie, zbadania 
własności zbiorów. W arto w tym  m iejscu dodać, że pomysł 
Gödla, w ykorzystany w dowodzie niesprzeczności hipotezy 
continuum  i aksjom atu wyboru, opierał się na w yraźnym  okre
śleniu elem entów potęgi danego zbioru. Aksjom at potęgowy 
nie został wyelim inowany, ale wskazano, jak m ają wyglądać 
podzbiory danego zbioru (oczywiście chodzi tu  o podzbiory 
zbioru nieskończonego). Ten zabieg pozwolił udowodnić, że 
w  uzyskanym  uniw ersum  zachodzi hipoteza continuum  oraz 
aksjom at wyboru.

Jak  wspomniałam, teoria mnogości uchodzi za teorię podsta
wową, do k tórej można sprowadzić wszystkie pozostałe teorie. 
Jednocześnie sama ta teoria jest niezupełna, nie jesteśm y 
w  stanie zbadać wszystkich interesujących nas własności zbio
rów, co więcej, m am y dużą dowolność w budowaniu rozm a
itych teorii mnogości. Taki stan rzeczy powoduje, że nasze in
tuicje związane z prawdziwością tw ierdzeń m atem atycznych, 
a także z istnieniem  obiektów m atem atycznych w ydają się nie 
nie mieć żadnego punktu  odniesienia. Prawdziwość staje  się 
bowiem pojęciem względnym, gdyż będzie zależała od tego,

24 Teoria jest kategoryczna w  znaczeniu klasycznym , jeżeli posiada 
tylko jeden m odel z dokładnością do izom orfizmu. A rytm etyka Peano 
ze standardową interpretacją pojęcia zbioru i przynależności elem entu  
do zbioru traktowana jako teoria rzędu drugiego jest kategoryczna. Na 
jeszcze inne aspekty zwracają uw agę A. A. Fraenkel, Y. Bar-Hiiliel,
A. L evy. M ianow icie w  odniesieniu do zbioru liczb naturalnych istn ie
je zupełna teoria (arytm etyka Skolem a), która posiada dobrze określo
n e  pojęcie sem antycznej praw dziw ości. Natom iast n ie istn ieje ogólnie 
akceptow ana definicja praw dy dla sform alizow anej teorii m nogości 
(A. A. F raen k el,.Y. B ar-H illel, A. Levy, dz. cyt., 318— 319).

25 Poniew aż aksjom at potęgow y jest niezależny od pozostałych aksjo
m atów  ZF można rozważać teorię m nogości bez tego aksjomatu, czy 
z ograniczoną jego w ersją.



w ram ach jakiego system u teorii mnogości dane zdanie jest 
rozpatryw ane. Sytuacja taka jest szczególnie niedogodna 
w  przypadku teorii, k tóre m ają za zadanie opisywać pew ne 
podstawowe dziedziny obiektów m atem atycznych jak na przy
kład liczby rzeczywiste czy naturalne. Rozwiązania pewnych 
problem ów będą bowiem zależały od tego, jakie przyjm ie się 
dodatkowe hipotezy. Najwłaściwsza w ydaje się więc być na 
gruncie zaksjom atyzowanych teorii m atem atycznych koheren- 
cyjna definicja praw dy. Podobne uwagi można odnieść i do 
pojęcia istnienia, gdyż zachodzi konieczność odwołania się przy 
ustalaniu, czy jakiś obiekt istnieje, do uniw ersum  zbiorów (na 
przykład istnienie zbioru niemierzalnego w sensie Lebesgue’a).

Opisane problem y z rozum ieniem  praw dy i istnienia w m a
tem atyce w ynikają, jak się wydaje, z ograniczeń języka sfor
malizowanego teorii mnogości oraz przyjęcia, że istnieją zbio
ry  nieskończone dowolnych mocy. W m atem atyce intuicjonis- 
tycznej oraz w alternatyw nej teorii mnogości próbuje się w y
eliminować te trudności poprzez różnorodne ograniczenia na
kładane na pojęcie nieskończoności. Teorie te staw iają sobie 
za zadanie opisywanie jednej dziedziny obiektów m atem atycz
nych. W tym  kontekście na teorie nieklasyczne można pa
trzeć jak na teorie, dające oparcie dla klasycznego rozum ie
nia praw dy i istnienia w m atem atyce. Przyjm ow ane jednak 
ograniczenia i stosowane m etody powodują, iż upraw ianie 
m atem atyki w  ram ach wspom nianych systemów znacznie od
biega od ak tualnej prak tyki m atem atyków. Także zakres pro
blemów, które może rozwiązać m atem atyka intuicjonistyczna, 
czy m atem atyka upraw iana w ram ach a lternatyw nej teorii 
mnogości jest znacznie węższy niż w m atem atyce klasycznej.

Na zakończenie w arto jeszcze przyjrzeć się problemowi do
tyczącemu sposobu istnienia zbiorów. Jak  się wydaje, zagad
nienie to zależy w głównej mierze od rozum ienia istoty m a
tem atyki. Badania nad teorią mnogości nie mogą tu  wiele po
móc, chociaż dają pewne podstawy dla prób wyelim inowania 
niektórych opinii na ten temat. Intuicjonizm  stworzył włas
ną wizję m atem atyki, w myśl k tórej m atem atyka jest swo
bodnym  tworem  umysłu ludzkiego. Tak więc i istnienie obiek
tów m atem atycznych jest w takim  ujęciu powiązane z um y
słem człowieka. Natom iast przy klasycznym  rozum ieniu zbio
ru, jak i w a lternatyw nej teorii mnogości, zagadnienie istnie
nia zbiorów nie ma już tak jednoznacznego rozwiązania.

Klasycznie problem  istnienia zbioróyr łączy się z problem em  
uniwersaliów. Platonizm  uważa się za współczesną w ersję re- 
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alizm u skrajnego, a intuicjonizm  za form ę konceptualizm u2S. 
Spraw a jednak w ydaje się być bardziej skomplikowana. · W 
klasycznym  sporze o uniw ersalia mówi się o sposobie istn ie
nia pojęć ogólnych. Te rozwiązania m ogłyby więc mieć za
stosowanie do zbiorów złożonych z indywiduów. Natom iast 
w  m atem atyce m am y do czynienia ze zbiorami, k tórych ele
m enty  są obiektam i m atem atycznym i. Same te przedm ioty 
nie m ają zaś jasnego statusu ontologicznego. Poza tym  w can- 
torow skiej teorii mnogości tworzy się zbiory, k tórych elem en
tam i są podzbiory innego zbioru i tego typu konstrukcja może 
być przeprowadzana bez żadnych ograniczeń dowolnie wiele 
razy. Z punktu  widzenia m atem atyka nie ma dla niego w ię
kszego znaczenia, czy rozpatruje zbiór złożony z jakichś ele
m entów (na przykład liczb naturalnych, k tóre zresztą też moż
na uważać za zbiory), czy też zbiór, k tóry  powstaje przez w ie
lokrotne wykonanie operacji brania wszystkich podzbiorów 
poczynając od zbioru wyjściowego. Trzeba też pamiętać, że 
z reguły  in teresujące dla m atem atyka są zbiory nieskończone 
i to dowolnych mocy. Tak więc, jak się wydaje, przeniesienie 
sporu o uniwersalia na g run t m atem atyki (teorii mnogości) 
powinno być poprzedzone takim  jego sformułowaniem,; by 
obejmował swym zakresem  dowolne zbiory.

Pow staje też jeszcze jeden ważny problem. Czy sposób, 
istnienia jakiegoś obiektu m atem atycznego jest taki sam -jak 
istnienie zbioru, k tóry  ten  obiekt reprezentuje? Odpowiedź na 
to pytanie nie w ydaje się być łatwa. Napotykam y tu  bowiem 
rozm aite trudności. Przede w szystkim  ten  sam obiekt m ate
m atyczny może być reprezentow any przez rozm aite zbiory. 
Poza tym  przedm ioty m atem atyczne znajdują się na różnych 
poziomach abstrakcji. Autom atyczne porównywanie tych po
ziomów ze stopniami hierarchii zbiorów nie w ydaje się w ła
ściwe. Tak więc zagadnienia istnienia przedm iotów m atem a
tycznych nie można redukow ać tylko do problem u istnienia 
zbiorów.

26 Czynią tak na przykład J. Słupecki, L. Borkowski, E lem enty  lo
gik i  m atem a tyczn e j  i teorii mnogości,  W arszawa 1984, 280—283.



SOME REMARKS CONCERNING THE NOTION OF SET

Sum m ary

The aim of th is paper is to present and discuss three different 
theories of sets. They are: 1) axiom atic system s of set theory based  
on the Cantor’s notion of set, 2) intuitionistic m athem atics, 3) the  
alternative set theory. The m ain difference betw een these theories is 
related to the notion of the infinite.


