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0. WPROWADZENIE

Gdy zastanawiamy si¢ nad pojeciem prawdopodobiefistwa, nie spo-
s6b nie poswicci¢ wiccej uwagi mechanice kwantowej. Nie tylko dla-
tego, ze jest ona par excellence teorig probabilistyczna, ale réwniez
— lub nawet przede wszystkim — dlatego, ze zrewolucjonizowala ona
nasze rozumienie prawdopodobiefistwa. Cho¢ trzeba przyznad, ze ten
ostatni fakt nie przeniknat jeszcze wystarczajaco glcboko do §wiado-
mosci wielu mygélicieli. Oczywiscie wszyscy, ktdrzy zetkneli si¢ z me-
chanikg kwantowa, wiedza, ze pozwala ona przewidywac wyniki eks-
perymentéw tylko z pewnym prawdopodobiefistwem, ale tylko ci, kto-
rzy glebiej wnikneli w matematyczny aparat tej picknej teorii fizycz-
nej, zdaja sobie sprawe z tego, jak bardzo klasyczne pojecie prawdo-
podobiefistwa musiato si¢ przystosowaé do wymagai fizyki kwanto-
wej, aioni nie zawsze sg Swiadomi glebokiego filozoficznego znacze-
nia tego faktu. W tym rozdziale wtasnie nad tym chce si¢ zastano-
wié. Ale nie jedynie. Bo mechanika kwantowa nie tylko ukazata nowe
oblicze prawdopodobiefistwa, ale zapoczatkowata réwniez proces jego
uogdlnien. A kolejne uogdlnienia to kolejne transformacije pojeciowe.
W przypadku za$, gdy przeobrazeniom ulega pojecie prawdopodobiei-
stwa, transformacje moga oznacza¢ konieczno$¢ przebudowy szeregu
waznych koncepcji filozoficznych.
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1. TROCHE HISTORII

Zacznijmy od wprowadzenia historycznego. Jak wiadomo!, wysta-
pienie Hilberta na Mi¢dzynarodowym Kongresie w Paryzu w 1900 r.
miato wielki wptyw na pdZniejszy rozwdj teorii prawdopodobieristwa.
Na liscie Hilberta nierozwigzanych probleméw matematyki znalazt si¢
problem szdsty, zwracajacy uwage na konieczno$¢ zaksjomatyzowa-
nia tych dziatéw fizyki, ,,w ktdrych matematyka odgrywa decydujaca
role”. Takimi dziatami sa, wedle Hilberta, rachunek prawdopodobiesi-
stwa? i mechanika statystyczna. Wielu matematykéw podjeto wyzwa-
nie Hilberta. Jak wiadomo, w tym nurcie badaii Kolmogorow ostatecz-
nie dokonat aksjomatyzacji rachunku prawdopodobiefistwa.

W jesiennym semestrze roku akademickiego 1926/1927 w Getyn-
dze Hilbert wygtosit seri¢ wyktadéw poswigconych mechanice kwan-
towej, ktéra wowczas byta jeszcze owiana atmosfera sensacyjnej no-
wosci. W przygotowaniu tych wyktadéw pomagali mu jego asystencji,
Lothar Nordheim i John von Neumann. Wkrétce ukazato si¢ drukiem
ich wspélne opracowanie wykiadéw?. Von Neumann zainteresowal sie
glebiej ta problematyka i niedtugo potem opublikowat trzy prace, ktére
okazaty si¢ fundamentalne w tej dziedzinie*. Daly one poczatek pod-
stawowej monografii po§wicconej matematycznym podstawom mecha-
niki kwantowej”.

Por. méj art.: ,Rewolucja probabilistyczna”, w: Rozwazania o filozofii prawdziwej
— Jerzemu Perzanowskiemu w darze, red.: J. Sytnik-Czetwertyfiski, Wydawnictwo
Uniwersytetu Jagiellofiskiego, Krakéw 2009, ss. 203-218; o wystapieniu Hilberta na
s. 206.

2W tamtych czasach rachunek prawdopodobieristwa byt praktycznie utozsamiany
z jego zastosowaniami do fizyki.

3 Uber die Grundlagen der Quantenmechanik”, Mathematische Annalen 98, 1927,
ss. 1-30.

4 Mathematische Begriindung der Quantenmechanik”, Gottingen Nachrichten,
1927, ss. 1-5; ,Warscheinlichkeitstheoretischer Aufbau der Quantenmechanik”,
tamze, 1927, ss. 245-272; ,Thermodynamik quantenmechanischer Gesamtheiten”,
tamze, 1927, ss. 273-291. Prace te mozna réwniez znalez¢ w: J. von Neumann, Col-
lected Works, red.: A.H. Taub, 3 tomy, Pergamon Press, New York — Oxford, 1961.

5J. von Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, Springer,
Berlin 1932.
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W podejsciu von Neumanna podstawowg role odgrywaja algebry
operatorOw dziatajacych na przestrzeniach Hilberta. Znana praca Mur-
raya i von Neumanna® zapoczatkowata rozbudowang dzis teori¢ tych
operator6w. Pewna ich klasa, na ktérej swoja uwage skupili Mur-
ray i von Neumann, z czasem zyskata sobie nazwe algebr von Neu-
manna. Wtadnie ta klasa operator6w odgrywa podstawowg role w teo-
retycznej warstwie mechaniki kwantowej. Podanie definicji algebr von
Neumanna wymagatoby zaawansowanego zaplecza technicznego’, ale
przedstawmy przynajmniej niektére (zadziwiajace!) ich cechy.

2. TROCHE MATEMATYKI: NIEKTORE WEASNOSCI ALGEBR
VON NEUMANNA

W matematycznym formalizmie mechaniki kwantowej stany kwan-
towego uktadu (np. elektronu) sg reprezentowane przez elementy
(zwane réwniez wektorami) przestrzeni Hilberta. Podstawowa struk-
tura przestrzeni Hilberta jest taka sama jak zwyktych przestrzeni wekto-
rowych, ale na tej strukturze sg nadbudowane bogate wlasnoSci, dzicki
ktérym przestrzenie Hilberta doskonale modeluja stany uktadéw kwan-
towych.

Jezeli mierzymy jaka$ wtasno$¢ uktadu kwantowego, np. spin elek-
tronu, to akt pomiaru zaburza uktad, zmieniajac jego stan. Tym wtasnie
pomiary kwantowe rdznig si¢ od pomiaréw makroskopowych. Mierzac
dtugos¢ stotu przez przyktadanie do niego sztywnego preta, w zaden
zauwazalny sposéb nie zaburzamy dtugosci stotu. Pomiar ,,nad ukta-
dem kwantowym” (jak mdwia fizycy) jest prawdziwa inwazja, w wy-
niku ktérej uktad przechodzi ze ,,stanu poczatkowego” do ,.stanu kofi-
cowego”. Procesowi temu towarzyszy uzyskanie liczby lub liczb (wy-
nikéw pomiaru) na skali aparatu (lub na wyjsciach odpowiednich kom-
puteréw). Doktadnie to samo dzieje si¢, gdy odpowiednim operatorem
zadziatamy na wektor przestrzeni Hilberta, reprezentujacy stan jakie-

SE.J. Murray, J. von Neumann, ,,On Rings of Operators”, Annals of Mathematics
37,1936, ss. 116-229.

"W miare przystepnie przedstawiong ich definicje mozna znalezé w mojej ksiazce:
Mechanika kwantowa dla filozoféw, OBI, Krakéw 1996, rozdz. 2.
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go§ uktadu kwantowego. Zadziatanie to powoduje, ze ,,wektor poczat-
kowy” zamienia si¢ na ,, wektor koficowy” przestrzeni Hilberta, a ope-
rator produkuje liczby, bedace mozliwymi wynikami pomiaru.

Czy nie jest to zadziwiajace, ze rzeczywiste procesy kwantowe sa
postuszne jakim$§ abstrakcyjnym operacjom matematycznym?!

Wszyscy znamy operacj¢ rzutowania. Stofice rzutuje mdj cieil na
ptaszczyzne chodnika. Uczed w szkole Sredniej wie (lub powinien
wiedzie€), jak zrzutowaé wektor na o§ uktadu wspétrzednych. Wek-
tory przestrzeni Hilberta takze mozna rzutowaé na rézne kierunki lub
ptaszczyzny. Mamy wigc wektor przed zrzutowaniem na jakas ,,pod-
przestrzel” przestrzeni Hilberta, i wektor po zrzutowaniu. Zrzutowa-
nia dokonuje operator przeprowadzajacy wektor przed zrzutowaniem
na wektor po zrzutowaniu. Operator taki nazywa si¢ operatorem rzu-
towym. Moze on produkowac tylko dwie liczby: jeden — jezeli dziata
na wektor, ktéry daje sic zrzutowaé na dang podprzestrzed; i zero —
jezeli dziata na wektor, ktérego nie da si¢ zrzutowac na dang podprze-
strzedi (ma to miejsce wtedy, gdy rzutowany wektor jest prostopadty do
podprzestrzeni® ; wéwczas jego rzut jest zerowy).

Otdz algebra von Neumanna to taka algebra operatoréw dziataja-
cych na przestrzeni Hilberta, ktéra da si¢ w calodci zrekonstruowad
z operatordéw rzutowych (w jezyku matematykéw taka algebre nazywa
si¢ generowana przez operatory rzutowe). Mozna na to spojrzeé pod
nieco innym katem: zamiast méwié o operatorach rzutowych, mo-
zemy méwi€ o podprzestrzeniach, na ktére te operatory rzutujg. Z tego
punktu widzenia algebra von Neumanna to taka algebra operatorowa,
ktéra mozna odzyskaé, badajac strukture, jaka tworza wszystkie pod-
przestrzenie przestrzeni Hilberta stowarzyszonej z interesujaca nas al-
gebra operatoréw (tzn. przestrzeni Hilberta, na ktora te operatory dzia-
lajg)’. Ten wlasnie punkt widzenia obficie wykorzystali Murray i von

8W sensie prostopadiosci odpowiednio zdefiniowanej dla danej przestrzeni Hil-
berta.

“Istnieje jeszcze jeden, czysto algebraiczny (bez odwotywania sie do przestrzeni
Hilberta) sposéb definiowania algebry von Neumanna. W tym ujgciu algebre von Neu-
manna utozsamia si¢ z przestrzenia dualng do pewnej przestrzeni Banacha. Ta ostatnia
jest jedyna z doktadnoscig do izomorfizmu.
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Neumann w swojej oryginalnej pracy, a inni matematycy poszli potem
ich §ladem.

3. PROGRAM VON NEUMANNA

W 1954 r. miat si¢ odby¢ kolejny Migdzynarodowy Kongres Ma-
tematykéw w Amsterdamie. Organizatorzy poprosili von Neumanna,
aby — podobnie jak to uczynit Hilbert pét wieku przedtem — podjat si¢
sformufowania najwazniejszych probleméw matematyki czekajacych
na rozwigzanie. Von Neumann nie tylko podjat wyzwanie, lecz réw-
niez w znacznej mierze poszedt Sladem wyznaczonym przez swego po-
przednika. W swoim Széstym Problemie Hilbert postulowat zaksjoma-
tyzowanie tych dziatéw fizyki ,,w ktérych matematyka odgrywa domi-
nujaca role”. Obecnie takim dziatem fizyki stata si¢ mechanika kwan-
towa. Von Neumann postulowat wigc, by dokonacd jej aksjomatyzacji.
Zreszty praca, jaka juz wykonat, wyraZznie zmierzata w tym kierunku.
Jego program byl ambitny. Chcial on stworzy¢ system aksjomatyczny,
w ktérym logika, probabilistyka i mechanika kwantowa zyskalyby geo-
metryczng interpretacjc. W wyniku tego programu mechanika kwan-
towa, wraz ze swoimi gleboko probabilistycznymi cechami, zyskataby
logiczng przejrzystosc i geometryczng precyzjc.

Program von Neumanna nie¢ zyskal takiego rozgtosu jak stynne Nie-
rozwigzane Problemy Matematyki Hilberta. Byt zapewne przedwcze-
sny. Dzi§ wiemy, ze przed podjeciem préby unifikacji logiki, geometrii
i teorii prawdopodobiefistwa, trzeba wszystkie te dyscypliny radykal-
nie uogdlnic. Jak zobaczymy ponizej, proces ten wtadnie si¢ dokonuje.
Azeby jednak juz teraz uchwyci¢, na czym polegaty intuicje von Neu-
manna, spdjrzmy jeszcze raz na algebre operatoréw na przestrzeni Hil-
berta!®

Operatory rzutowe, dziatajac na wektory w przestrzeni Hilberta,
produkuja tylko dwie liczby'!: albo jeden, albo zero. Tu wtasnie

10Dokladniej por.. G. Valente, ,John von Neumann’s Mathematical ‘Utopia’ in
Quantum Theory”, Studies in History and Philosophy of Modern Physics 39, 2008,
8s. 860-871.

' Tzw. warto$ci wlasne tych operatoréw.
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pojawia si¢ zwiazek z logika. Jak wiadomo, w rachunku zdai zda-
niom prawdziwym przypisuje si¢ warto$¢ logiczna réwna jeden, a zda-
niom falszywym warto$¢ logiczng réwng zero. Okazuje si¢, ze przy
pomocy operatoréw rzutowych mozna odtworzy¢ caty klasyczny ra-
chunek zdafi; z waznym wyjatkiem: w ,logice operatoréw” nie jest
spetnione klasyczne prawo, zwane prawem rozdzielczosci koniunk-
cji wzglegdem alternatywy'?. Odzwierciedla to specyfike mechaniki
kwantowej, w ktérej — na skutek jej probabilistycznego charakteru —
zaciera si¢ réznica micdzy spdjnikiem ,.i” (koniunkcja) a spdjnikiem
,lub” (alternatywa).

Poniewaz struktura operatoréw rzutowych odciska si¢ na strukturze
przestrzeni Hilberta, uzasadnione jest twierdzenie, ze struktura prze-
strzeni Hilberta (poprzez geometri¢ jej podprzestrzeni) koduje w sobie
logiczny rachunek zdaii, cho¢ zmodyfikowany w poréwnaniu z klasycz-
nym rachunkiem zdad, i to zmodyfikowany w takim stopniu, w jakim
wymaga tego mechanika kwantowa'?.

Zwiazki pomiedzy calg ta konstrukcjg a rachunkiem prawdopo-
dobiefistwa si¢gaja znacznie gicbiej niz tylko do modyfikacji jednego
z praw klasycznego rachunku zdai. Ukazanie tego wymaga nieco wic-
C€j pracy przygotowawczej.

4. TROCHE RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

Przypomnijmy sobie definicje przestrzeni probabilistycznej. Jest
nig tréjka (X, S, p), gdzie X jest pewnym zbiorem (bedziemy go réw-
niez nazywaé przestrzenig), S zbiorem jego podzbioréw!*, a p funk-
cja, ktéra podzbiorom nalezacym do S przypisuje liczby z przedzialu
[0, 1], co zapisujemy: p: S — [0, 1]. Podzbiory nalezace do S nazy-
wamy zdarzeniami, a liczby p(s), s € S, prawdopodobieristwem tego,
7e zdarzenie s moze si¢ zdarzyC. Przy czym zachodzi dos¢ oczywisty

12W standardowym zapisie logicznym przyjmuje ono postaé:
PA@GVT)S(PAQV(PAT).
130bszerniej por. np. w mojej ksiazce: Mechanika kwantowa dla filozofow, OBI —
Krakéw, Biblos — Tarnéw, 1996, rozdz. 11.
4 Spetniajacym aksjomaty o-algebry.
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zwiazek:

pls1+ 8 +s3+...)=p(s1) + plsy)+ p(s3) +...

ktéry moéwi, ze prawdopodobiedistwo sumy zdarzed réwna si¢ su-
mie prawdopodobiefistw tych zdarzed (dla dowolnego przeliczalnego
zbioru zdarzed, ktdre sa ze soba rozlaczne).

Waznym pojeciem w rachunku prawdopodobiefistwa jest pojecie
zmiennej losowej. Jest to funkcja, ktéra zdarzeniom przypisuje liczby.
W zyciu codziennym pewnym obiektom lub zdarzeniom niekiedy takze
przypisujemy liczby. Na przyktad stotowi przypisujemy jego dlugosc,
a zachodowi stofica godzing, w ktdrej stoice zaszto (dla uproszcze-
nia obiekty tez bedziemy nazywaé zdarzeniami). Zdarzeniom o cha-
rakterze losowym nie mozna jednoznacznie przypisywac tego rodzaju
,miar”. Mozna jednak przypisywaé im liczby wedle pewnej, z géry
ustalonej reguly, tak aby dato si¢ jako§ poréwnywac je ze soba. Np.
wynikom rzutéw moneta mozemy przypisac liczby %, a rzutu kostka
mozemy przypisac liczby %. Zabieg ten stuzy do tego, by pewne prawi-
dtowosci zwigzane z liczbami rzeczywistymi mozna byto przenosi¢ na
wystgpowanie zdarzell losowych. Formalizujac te intuicje, powiemy,
ze zmienng losowa jest funkcja f okreslona na zbiorze X, przyjmujaca
warto§¢ w zbiorze liczb rzeczywistych R, czyli f: X — R, przy czym
odpowiedni aksjomat zapewnia, iz funkcja ta przenosi pewne ,.dobre
wlasnosci” przestrzeni liczb rzeczywistych na przestrzen X 15,

Rozwazmy dowolny podzbiér A przestrzeni X nalezacy do rodziny
podzbioréw S i okreslmy funkcje y4 w nast¢pujacy sposéb: ya(x) =1,
jezeli x nalezy do zbioru Ai ya = 0, jezeli x nie nalezy do zbioru
A. Jestrzecza oczywista, ze funkcja y4 okreSla zbiér A jednoznacznie;
nazywamy ja funkcjg charakterystyczng zbioru A. Zbidr wszystkich
funkcji tego rodzaju (dla wszystkich podzbioréw nalezacych do rodziny
S) oznaczmy przez P(S). Dochodzimy do cickawego wniosku. Oka-
zuje si¢, ze funkcje te generuja pewna algebre von Neumanna, w ktérej
odgrywaja one rolg operatoréw rzutowych. Jak na operatory rzutowe

15 Aksjomat gwarantujacy te wlasno§¢ ma postaé: Jeseli B jest elementem borelow-
skiej o-algebry na R, to f~1(B) jest elementem S, czyli S jest borelowska o--algebra
naX.
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przystalo, produkuja one liczby: jeden i zero. Algebra von Neumanna,
o ktérej mowa, sktada si¢ z funkcji okres§lonych na przestrzeni probabi-
listycznej (X, S, p); oznacza sie ja symbolem L*(X, S, p)'®. Poniewaz
elementami tej algebry von Neumanna sa funkcje, a mnozenie funkcji
nie zalezy od ich kolejnosci, mamy do czynienia z przemienng algebra
von Neumanna. Ale algebra von Neumanna winna dziata na jakiejs
przestrzeni Hilberta. Tak jest i tym razem. T¢ przestrzei Hilberta, na
ktérej dziata algebra von Neumanna L™ (X, S, p) oznacza si¢ symbolem
L*(X, S, p). Jest to téwniez przestrzen funkcyjna!”. Funkcje nalezace
do algebry von Neumanna L™(X, S, p) dziataja na funkcje nalezace do
przestrzeni Hilberta L2(X, S, p) przez zwykte mnozenie.

W ten sposéb dochodzimy do cickawego wniosku: cata klasyczna
teoria prawdopodobiefistwa sprowadza si¢ do tego, ze istnieje prze-
mienna algebra von Neumanna L™ (X, S, p), generowana przez funkcje
charakterystyczne (rzuty) nalezace do £(S), ktdra dziata na przestrzen
Hilberta L>(X, S, p). Musimy jeszcze dopowiedzieé, co w tej konstruk-
¢ji odpowiada mierze probabilistycznej p. Wymaga to kilku zdad przy-
gotowania.

Rozwazmy jaka$ algebre, np. algebre von Neumanna M =
L>(X, S, p). Odwzorowanie (liniowe) ¢, przyporzadkowujace elemen-
tom tej algebry liczby rzeczywiste lub zespolone, tzn. ¢: M — K
(gdzie K = R lub K = C), nazywa si¢ funkcjonatem na tej algebrze'®,
Jezeli taki funkcjonal ¢ ma dodatkowo dwie wtasnosci: (1) jest do-
datni'® oraz (2) ,,unormowany do jednosci™?°, to taki funkcjonat nazy-
wamy stanem na algebrze M.

Ot6z okazuje si¢, ze miara probabilistyczna jednoznacznie deter-
minuje pewien stan ¢ na algebrze von Neumanna M?!. Mozemy te-

16Przestrzenie tego typu sg bardzo dobrze znane w matematyce; skladaja si¢ one
z funkcji mierzalnych, ograniczonych.

7Jest ona takze dobrze znana w matematyce; nazywa sie jg przestrzenia funkcji
calkowalnych z kwadratem.

18W rozwazanym przypadku mozna powiedzie¢, 7e funkcjonal jest .funkcjg na
funkcjach”.

OTzn. ¢(f* f) = 0 dlakazdego f € M.

2Co w jezyku matematykéw znaczy, ze norma funkcjonalu ¢ réwna jest jednosci,
llgll = 1.

21Stan ten wyraza sie wzorem: ¢ = fx f(x)dp(x).
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raz krétko powiedzied, ze klasycznym rachunkiem prawdopodobieii-
stwa jest para (M, ¢), gdzie M jest przemienng algebra von Neumanna
L®(X, S, p) a ¢ pewnym stanem na tej algebrze??.

Czy cata ta ztozona konstrukcja to tylko kwestia matematyczngj ele-
gancji? Nie tylko. WyjSciowe okreslenie przestrzeni probabilistycznej
(X, S, p) jest niewatpliwie prostsze i fatwiejsze w zastosowaniach, ale
ograniczajac si¢ tylko do niego, nie wida¢ mozliwosci dalszych uogdl-
niei, podczas gdy ujecie teorii prawdopodobiefistwa w jezyku prze-
miennych algebr von Neumanna natychmiast sugeruje sposéb, w jaki
teori¢ prawdopodobiefistwa mozna uog6lni¢. Dlaczego algebra von
Neumanna musi by¢ przemienna? A moze by uzy¢ nieprzemiennych
algebr von Neumanna?

5. NIEPRZEMIENNA TEORIA PRAWDOPODOBIENSTWA

W ostatnim pytaniu poprzedniego podrozdziatu miesci si¢ sugestia:
odrzuémy zatozenie przemiennoS$ci algebry von Neumanna i za uogdl-
niong przestrzed prawdopodobieistwa uznajmy pare (M, ¢), gdzie M
jest niekoniecznie przemienng algebrg von Neumanna, a ¢ stanem na
M. Jest to istotnie uogélnienie, bo gdy ograniczymy si¢ do przypadku,
gdy M jest przemienng algebra von Neumanna, otrzymujemy klasyczna
przestrzen prawdopodobiefistwa.

Azeby nasze uogdlnienie byto catkiem poprawne, musimy jeszcze
narzuci¢ pewne ograniczenie na stan ¢. Otdz stan ¢, rozumiany jako
uogdlniona miara probabilistyczna, musi gwarantowaé spetnienie od-
powiednika klasycznej reguly stwierdzajacej, ze prawdopodobiefistwo
sumy zdarzeni réwna si¢ sumie prawdopodobiefistw tych zdarze. Stan,
spetniajacy ten warunek, nazywa si¢ stanem normalnym?*,

Podsumowujac, powiemy, ze nieprzemienna przestrzenia probabi-
listyczng nazywamy par¢ (M, ¢), gdzie M jest algebra non Neumanna
(niekoniecznie przemienng), a ¢ normalnym stanem na M. Jest to silne

22W okre§leniu tym nie musimy wymienia¢ przestrzeni Hilberta L*(X, S, p), ponie-
waz jej istnienie jest zalozone w istnieniu algebry von Neumanna L= (X, S, p).

233tan ¢ na algebrze von Neumanna M jest stanem normalnym, jezeli spelnia zwia-
zek: ¢(3,en Pn) = Yaen 9(P,) dla kazdej przeliczalnej rodziny {P,},.x Wzajemnie
ortogonalnych operatoréw rzutowych w M.
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uogdlnienie przypadku klasycznego, co przejawia si¢, miedzy innymi,
w tym, ze w przypadku klasycznym mamy w zasadzie jedng mate-
matycznie interesujaca miarg probabilistyczng®*, podczas gdy w przy-
padku nieprzemiennym istnieje ogromne bogactwo réznych miar.

Jezeli Czytelnik przebrnat przez ten Zzmudny taficuch wprowadza-
nia kolejnych pojeé, na pewno sam dostrzeze narzucajacy si¢ wniosek:
pojecie prawdopodobiefistwa, jakie funkcjonuje w mechanice kwanto-
wej, jest &cidle zwigzane z nieprzemienna teoria prawdopodobiernistwa.
Tak jest w istocic. Mozna nawet powiedzieé, ze wszystkie wyobraze-
niowe i interpretacyjne trudnosci, jakie sprawia nam mechanika kwan-
towa, sa nastepstwem tego, iz intuicyjnie przejrzyste pojecie klasycz-
nego prawdopodobiefistwa zostato w niej zastapione przez jego nie-
przemienne uogdlnienie.

Nie znaczy to jednak, ze klasyczne pojecie prawdopodobied-
stwa zostalo z mechaniki kwantowej catkowicie wyeliminowane.
Nie wszystkie operatory, odpowiadajace wielko§ciom obserwowalnym
mnoza si¢ w sposob nieprzemienny i tam, gdzie nieprzemienno$¢ nie
wystepuje, wszystkie rachunki wykonuje si¢ w sposob klasyczny. Nie
niszczy to jednak spdjnosci matematycznej struktury mechaniki kwan-
towej, wszak klasyczna teoria prawdopodobiefistwa jest granicznym
przypadkiem teorii nieprzemiennej. Mamy tu do czynienia z naprawde
pickna strukturg matematyczna.

Dodajmy jeszcze tytutem uzupetnienia, Zze waznym rozszerzeniem
standardowej (nierelatywistycznej) mechaniki kwantowej jest kwan-
towa statystyka i kwantowa teoria pola. Rozwaza si¢ w nich uktady
z nieskoficzong liczbg stopni swobody. Wymaga to istotnego uogdl-
nienia aparatu matematycznego. O ile w przypadku standardowej me-
chaniki kwantowej mozna by jeszcze utrzymywac, ze ujccie algebra-
iczne jest tylko kwestia wickszej elegancji, o tyle w przypadku kwan-
towych statystyk i kwantowych teorii pdl ujecie algebraiczne staje si¢
nicodzownym narz¢dziem badawczym. Co wiccej, algebry von Neu-
manna, jakie sa tu nieodzowne, odznaczajg si¢ znacznie wickszym

%Jest nig miara Lebesgue’a.
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stopniem skomplikowania i wymagaja znacznie wickszego kunsztu ma-
tematycznego® .

6. WOLNY RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Waznym pojeciem klasycznej teorii prawdopodobiefistwa jest po-
jecie niezaleznoSci zdarzei losowych. MéwiliSmy na przyktad, iz za-
ktada sie, ze kolejne rzuty kostka lub moneta nie zalezg od siebie, tzn.
7ze wynik danego rzutu nie zalezy od wynikéw rzutéw poprzednich.
To zalozenie odgrywa istotng role w wielu teoretycznych rozwazaniach
i w wielu praktycznych zastosowaniach. Pojecie to ma takze swoje nie-
przemienne uogdlnienie.

Ale w uogélnieniach rozmaitych matematycznych struktur, a takze
réznych matematycznych teoriach, niekiedy pojawiajg si¢ pojecia, nie
majace swoich odpowiednikéw w strukturach lub teoriach, ktére daty
poczatek danemu uogdlnieniu. Na przyktad tak wazne pojecie w me-
chanice kwantowej, jakim jest pojecie spinu czastki elementarnej, nie
ma swojego odpowiednika w fizyce klasycznej. Ot6z okazuje si¢, 7e
w nieprzemiennej teorii prawdopodobieifistwa istnieje pojecie podobne
do niezaleznodci, ktére jednak — &cisle rzecz biorgc — nie ma swo-
jego odpowiednika w klasycznej teorii prawdopodobiefistwa. Pojecie
to pojawilo sie¢ w potowie lat osiemdziesiatych zesztego stulecia w pra-
cach Dona Voiculescu, dotyczacych pewnych zagadnief zwigzanych
z algebrami von Neumanna. Podalgebry algebry von Neumanna, ,,nie-
zalezne” w tym nowym znaczeniu, Voiculescu nazwat wolnymi (free)
podalgebrami. Ten nurt badad dat z czasem poczatek nowemu dzia-
fowi probabilistyki, ktéry obecnie nazywa si¢ wolng teorig prawdopo-
dobiefistwa®®. Ujawnia sie coraz wiecej jego powiazan z réznymi dzia-
tami matematyki i znajduje on coraz wigcej jego zastosowan w fizyce.

25W nierelatywistycznej mechanice kwantowej wystepuja w zasadzie tylko algebry
von Neumanna typu I, podczas gdy w kwantowych statystykach i kwantowych teoriach
pola wystepuja algebry von Neumanna wszystkich typéw.

26Dobrym artykutem wprowadzajacym jest: Ph. Biane, ,,Free Probability for Pro-
babilists”, arXiv:math.PR/98/9809193. Warto réwniez siegnac do: D.V. Voiculescu,
K.J. Dukema, A. Nica, Free Random Variables, American Mathematical Society, Pro-
vidence 1992.
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Azeby ukazal zaskakujaca skutecznosc¢ tej nowej teorii, rozpatrzmy je-
den, ale bardzo znamienny, przyktad. Zagadnienie jest czysto matema-
tyczne, ale z konsekwencjami dla fizyki kwantowej.

W praktycznych rachunkach elementy algebr von Neumanna przed-
stawia si¢ przy pomocy macierzy kwadratowych o N wierszach i N ko-
lumnach (méwi si¢ o macierzy NxN). Jak wiadomo, niektére macierze
(operatory)?’ odpowiadajg wielko§ciom mierzalnym. Macierze takie
produkuja liczby (tzw. wielkoSci wtasne), ktére odpowiadajg mozli-
wym wynikom pomiaréw danej wielko$ci obserwowalnej. Zbidr tych
liczb nazywa si¢ spektrum danej macierzy (operatora). Niech beda
dane dwie tego rodzaju macierze, macierz A i macierz B, obie typu
N X N. Zalézmy, ze znamy ich spektra i chcemy obliczy¢ spektrum
macierzy A+ B. Gdy N jest duze, zadanie jest bardzo trudne do rozwia-
zania. W sukurs przychodzi tu wolna teoria prawdopodobiefistwa. Po-
zwala ona w sposéb Scisty sformutowac i udowodnic nast¢pujacy wnio-
sek: Jezeli w powyzszym przyktadzie liczba kolumn (i liczba wierszy)
macierzy A i B dazy do nieskoficzonodci (tzn. N — o), to mozemy ob-
liczy¢ spektrum macierzy A + B, nawet nie znajac doktadnej struktury
macierzy A i B (oddzielnie), przy pomocy Scisle okreslonego wzoru?®
i prawdopodobienistwo, ze wynik bedzie trafny, bedzie bardzo duze.

Jest to wynik naprawde zaskakujacy. Gdy N staje sic ,,naprawde
duze” (N — o), dochodza do glosu whasnosci probabilistyczne, ktore
nie pojawialy si¢ dla matych N. Czegos takiego nie ma w klasycznym
rachunku prawdopodobieristwa.

7. KONSEKWENCJE

Fakt istnienia uogdlnied klasycznej teorii prawdopodobiefistwa ma
daleko idace konsekwencje dla matematyki, fizyki, a takze dla pewnych
rozwazai o charakterze filozoficznym.

¥Chodzi 0 macierze (operatory) hermitowskie.
2Jezeli miary probabilistyczne, odpowiednio na spektrach macierzy A i B, sg 14 i
U5, to miara probabilistyczna na spektrum macierzy A + B jest wolng konwolucjg miar

faips.
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Aksjomatyka klasycznego rachunku prawdopodobiefstwa, do-
konana przez Kotmogorowa, wtaczyla rozwazania probabilistyczne
w gtéwny nurt rozwoju matematyki i tym samym weszla w silne od-
dziatywanie z innymi teoriami matematycznymi>’, Naturalnym kierun-
kiem ewolucyjnym matematyki jest dazenie do uogdlnied. Pierwszy
sygnal koniecznosci dokonania uogélnienia klasycznego pojecia praw-
dopodobienistwa przyszedt ze strony fizyki. Podobnie jak to juz czesto
bywalo w historii nauki, w pierwszej fazie fizycy kwantowi postugiwali
si¢ uogdlnionym prawdopodobiefistwem w sposéb spontaniczny i nie
catkiem $wiadomy, a dopiero potem przyszedl czas na matematyczne
usciSlenia. Poszly one droga najpierw algebraizacji klasycznej teorii
prawdopodobiefistwa (przemienne algebry von Neumanna), a nast¢p-
nie narzucajacego si¢ uogdlnienia z pozadanymi zastosowaniami do fi-
zyki kwantowej (nieprzemienne algebry von Neumanna).

Proces raz zapoczatkowany, zaczat przynosic dalsze owoce. Odkry-
cie wolnej teorii prawdopodobiefistwa otworzyto zupetnic nowe moz-
liwosci przed probabilistyka. Zwrdcito mianowicie uwage na jej Scisty
zwiazek z nowym, bujnie rozwijajacym si¢, dziatem matematyki —
geometrig nieprzemienng. Teoria ta rewolucjonizuje wiele tradycyj-
nych poje¢ matematycznych. Wiele jej modeli to modele silnie nielo-
kalne. Pojecia lokalne — takie jak pojecie punktu lub jego otoczenia
— s3 w nich bezsensowne. A to pociaga za soba dalsze konsekwencje.
Jak pisze Connes, ,,nieprzemienne zbiory charakteryzuja sic efektywna
nierozréznialnogcia swoich elementéw’*°. Czy takie zbiory sg jeszcze
zbiorami w tradycyjnym rozumieniu? Czy pytanie to nie zapowiada
nadejScia pocantorowskicj matematyki? Jesli istotnie taka rewolucja
nadchodzi, nieprzemienna teoria prawdopodobiefistwa bedzie w niej
brata czynny udziat.

PPor.: ,Rewolucja probabilistyczna®, w: Rozwazania o filozofii prawdziwej,
ss. 216-218.

%A, Connes, Noncommutative Geometry, Academic Press, New York 1994, s. 74.
Przez efektywna nierozr6znialno$¢ nalezy rozumie¢ niemoznos¢ rozréznienia elemen-
téw zbioru przy pomocy przeliczalnej rodziny ich cech. Taki wniosek Connes otrzy-
muje przy zatozeniu, Ze wszystkie stosowane w rozumowaniu odwzorowania sa mie-
rzalne. Odstapienie od tego zalozenia oznaczaloby réwniez powazng ,,patologi¢”.
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Wszystko, co dzieje si¢ w matematyce, predzej czy pdzniej ma
swoje echo w fizyce. Zastosowania geometrii nieprzemiennej, wraz
z nieprzemienng teorig prawdopodobiefistwa, juz sa sprawa, ktora si¢
dokonuje. Naturalnym terenem, ktérego te poszukiwania dotycza, jest
poszukiwanie fundamentalnej teorii fizycznej, ktéra dokonataby uni-
fikacji fizyki kwantowej i ogdlnej teorii wzglednoSci (tworzac kwan-
towa teori¢ grawitacji) i syntezy wszystkich czterech podstawowych
sit fizycznych: grawitacji, elektromagnetyzmu, stabych i silnych od-
dziatywan jadrowych. Wickszo$¢ prac dotyczacych matematyki nie-
przemiennej a skierowanych w strong fizyki albo wprost nawiazuje do
tego programu, albo przygotowuje teoretyczne narzedzia, by si¢ z nim
zmierzyC. Jezeli istotnie okaze si¢, ze poziom podstawowy, tzw. po-
ziom Plancka, podlega nieprzemiennym strukturom matematycznym,
to odkrycie jego struktury zaskoczy fizykéw nie mniej niz odkrycie
mechaniki kwantowej zaskoczylo ich kolegéw z pierwszej potowy XX
wicku. Dzisiejsze spory o to, czy poziom Plancka jest zasadniczo pro-
babilistyczny, czy tez mimo wszystko rzadzony jest prawami podob-
nymi do fizyki klasycznej, moze si¢ okazaé naiwny jak naiwnymi oka-
zaly si¢ dziewi¢tnastowieczne spory o istnienie lub nieistnienie atoméw
w poréwnaniu z dzisiejszymi osiggni¢cciami fizyki czastek elementar-
nych. Jezeli jaka$ wersja nieprzemiennej teorii prawdopodobiefistwa
obowigzuje na poziomie podstawowym, to przebudowie beda musiaty
ulec duze obszary siatki poje€ o istotnym znaczeniu dla naszego rozu-
mienia fizyki i §wiata. Whniosek ten trzeba bedzie jeszcze odpowied-
nio wzmocnié, jezeli okaze si¢, ze nieprzemienne teorie matematyczne
wymusza na matematyce kolejng rewolucje w jej podstawach. Zmiany
w mySleniu matematycznym odbija si¢ nie tylko w filozofii fizyki, lecz
beda miec réwniez duze filozoficzne znaczenie.

Jednakze na to, by docenié filozoficzne znaczenie uogélnien kla-
sycznej teorii prawdopodobiefistwa, nie trzeba czekac az dokona si¢
rewolucja w podstawach matematyki i fizycy stworza fundamentalng
teori¢. Juz teraz nieprzemienna teoria prawdopodobiefistwa ma co§
do powiedzenia filozofom. To mianowicie, ze rachunek prawdopodo-
biefistwa nalezy traktowac tak jak wszystkie inne teorie matematyczne.
Nie jest to lekcja banalna, gdyz nazbyt czesto rachunek prawdopo-
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dobiefistwa (ciagle jeszcze tylko w wydaniu klasycznym) traktuje si¢
jako rodzaj ,,nadrzednej ontologii”, duze prawdopodobierfistwo zaj$cia
jakiego§ zdarzenia traktujac jako wystarczajaca racjc jego zaistnienia.
Oczywiscie, w obszarze wlasciwych zastosowai klasycznego rachunku
prawdopodobiefistwa jest to uzasadnione, ale rozcigganie tej strategii
na podstawowy poziom fizyki lub na pewne rozwazania o charakterze
metafizycznym moze nie by¢ uprawnione. Na przyklad, istniata kon-
cepcja, ze na poziomie podstawowym panuje zupelny chaos, nie ma
tam zadnych prawidtowosci, a prawa fizyki wytonity si¢ z tego cha-
osu na skutek usrednieni i gry prawdopodobieristw?! . Koncepcija ta za-
ktadata ogdlng waznos¢ praw klasycznego rachunku prawdopodobieii-
stwa, ktdre miatyby spetnia role ,.nadpraw” w stosunku do zwyktych
praw fizyki i wyjasnia¢ ich istnienie. Tego rodzaju absolutyzowanie
klasycznego rachunku prawdopodobiefistwa juz dzi§ nie jest dozwo-
lone. Dlaczego akurat klasyczny rachunck prawdopodobieiistwa, do-
brze sprawdzajacy si¢ w obszarze makroskopowym, miatby byc lepszy
od swoich uogdlniedt poza tym obszarem zastosowania i urasta¢ do roli
,Wyjasniajacej ontologii”?

Inng domena, na ktdra rozciaga si¢ ,.dziatanie” praw klasycznego
rachunku prawdopodobiefistwa, nadajac mu range ,.ostatecznego wy-
jasniania”, jest ,,zbiér wszystkich wszech§wiatow”. Sama ta koncepcja
jest mocno dyskusyjna, a sposéb wykorzystania w niej rachunku praw-
dopodobieristwa czyni ja jeszcze bardziej podejrzana. W spekulacjach
dotyczacych ,,wielo§wiata” cz¢sto stawia si¢ pytania: Jakie jest prawdo-
podobiefistwo zrealizowania si¢ w ktdrym§ z mozliwych wszech§wia-
téw warunkéw poczatkowych takich jak w naszym Wszechswiecie?
Jaka jest czesto$¢ wystgpowania wegla w zbiorze wszech§wiatéw? Jaki
jest rozktad prawdopodobiefistwa pojawienia si¢ Swiadomosci w wie-
lo§wiecie? Jakie jest prawdopodobiefistwo wystepowania wszech§wia-
téw, w ktorych obficie wystepuja czarne dziury? Itd., itd. Znowu rachu-
nek prawdopodobiefistwa odgrywa tu uprzywilejowana role. Jaki ra-

Spisalem o tym w: Filozofia i Wszechswiat, Universitas, Krakéw 2006, ss. 60—63.
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chunek prawdopodobiefistwa? Jak zdefiniowa¢ miar¢ probabilistyczng
na zbirze (czy to jest zbi6r?) wszystkich mozliwych wszech§wiatéw?>2

Teorie prawdopodobiefistwa — bo jest ich wicle — nalezy trak-
towac jak wszystkie inne teoriec matematyczne. Wszystkie one, razem
z innymi teoriami matematycznymi, tworza imponujaca superstrukture,
zadziwiajaca w swojej harmonii i architekturze. Nie sadze, by ktdra-
kolwiek z tych teorii miata jakie§ wyréznione ontologiczne znaczenie.
Natomiast fakt, ze struktura Wszech§wiata pozostaje w tak skutecz-
nej odpowiednio$ci ze strukturami matematycznymi, winien by¢ przed-
miotem glebokiej refleksji filozoficzne;j.

Tarnéw, 8 lutego 2009 r.

SUMMARY
NONCOMMUTATIVE CALCULI OF PROBABILTY

The paper can be regarded as a short and informal introduction to non-
commutative calculi of probability. The standard theory of probability is re-
formulated in the algebraic language. In this form it is readily generalized
to that its version which is virtually present in quantum mechanics, and then
generalized to the so-called free theory of probability. Noncommutative the-
ory of probability is a pair (M, ¢) where M is a von Neumann algebra, and
¢ a normal state on M which plays the role of a noncommutative probabil-
ity measure. In the standard (commutative) theory of probability, there is,
in principle, one mathematically interesting probability measure, namely the
Lebesgue measure, whereas in the noncommutative theories there are many
nonequivalent probability measures. Philosophical implications of this fact
are briefly discussed.

%20 tych problemach pisalem obszerniej w: Ostateczne wyjasnienia Wszechswiata,
Universitas, Krakéw 2008, ss. 141-144.



