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PRZESTRZENIE ROZNICZKOWE

Geometrii rézniczkowej zaczatem si¢ uczy¢ po to, zeby lepiej zro-
zumie¢ 0gdlng teorie wzglednosSci. Juz na samym poczatku oczarowato
munie poj¢cie rozmaitosci rozniczkowej. Pamietam, ze po raz pierwszy,
w bardzo odleglej przesztosci, zetknatem si¢ z nim w podreczniku Ra-
szewskiego [1]. Definicjatam podana nie jest jeszcze dzi§ ogdlnie przy-
jeta definicja tego pojecia. Jeszcze si¢ ona ksztaltuje, ale juz jest pickna
swoja ogdlnoscig. Wprawdzie prototypem rozmaitosci rézniczkowej
jest przestrzed rozwazana w geometrii, wyposazona w odpowiednie
uktady wspétrzednych, ale rozmaitoScia moze by¢ wszystko, byle byto
odpowiednio gtadkie. W swojej oryginalnej pracy Riemann jako przy-
ktad rozwazat wrazeniowe kontinuum barw. Oczywiscie wkrétce dys-
ponowatem juz wlasciwa definicja rozmaitoSci — jest ona podstawowym
narz¢dziem kazdego, kto si¢ zajmuje teorig wzglednosci lub kosmolo-
gia.

Ale wkrétce zaczatem dostrzegac niewystarczalno$é tego pojecia.
Przeciez Swiat nie jest gladki: stoty maja kanty, w powierzchniach by-
wajg ostre dziury, czasoprzestrzenie moga mie¢ osobliwosci, a brzegi
wielu obiektdw sa rozmyte.

Na krétko mojg uwage przyciagneta matematyczna teoria zbioréw
rozmytych. Owocem tych zainteresowai stata si¢ praca napisana razem
z Andrzejem Staruszkiewiczem [2], w ktérej zaproponowali§my kon-
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strukcje czasoprzestrzeni z rozmytymi stozkami Swietlnymi. Ale praca
ta nie pociagneta za sobg dalszych konsekwencji.

Kiedys, dos¢ przypadkowo, wpadt mi do rak podrgcznik Romana
Sikorskiego do geometrii rézniczkowej [3]. Kupowatem wéwczas pra-
wie wszystkie pozycje Biblioteki Matematycznej PWN i od jakiego§
czasu ksigzke Sikorskiego miatem juz na pétce. Pewnego dnia sicgna-
tem do niej i spostrzeglem, ze Sikorski nie operuje pojeciem rozma-
itoSci rézniczkowej lecz jego uogdlnieniem, ktdre nazwat przestrzenia
rézniczkowa. Zamiast uktadami wspdirzednych na rozmaitosci Sikor-
ski postuguje si¢ algebrami funkcji na danej przestrzeni (spetniajacymi
odpowiednie aksjomaty). Zysk polega na tym, ze funkcje sa znacznie
bardziej elastyczne niz uktady wspétrzednych i catkiem dobrze ,,rosng”
na takich obszarach, na ktérych uktady wspétrzednych juz si¢ zatamuja.

Czy da si¢ wykorzysta techniki przestrzeni rézniczkowych, by
opisywac relatywistyczne czasoprzestrzenie z osobliwosSciami? Nasza
pierwsza praca [4] (napisana razem z Jackiem Gruszczakiem i Piotrem
Multarzyfiskim) byta bardzo prosta. Zrobili§Smy niewiele wi¢cej ponad
opisanie czasoprzestrzeni w jezyku algebr funkcyjnych, zgodnie z re-
cepta Sikorskiego. ByliSmy nawet troche zdziwieni, gdy artykut — bez
zadnych poprawek — przyjeto do druku. ZaczeliSmy sprawe drazy¢, ale
wkrétce odczuli$my brak naszych kompetencji w teorii przestrzeni réz-
niczkowych. DowiedzieliSmy si¢ od krakowskich matematykéw, kto
w Warszawie kontynuuje podejscie Sikorskiego. Okazalo si¢, ze czyni
to prof. Zbigniew Zekanowski z Politechniki Warszawskicj wraz ze
swoja grupa. NawigzaliSmy z nimi kontakt, ktéry okazat si¢ bardzo
owocny. My skorzystali§my z ich duzej wiedzy i sprawnosci w postu-
giwaniu si¢ technikami przestrzeni rézniczkowych; oni otrzymali od
nas nowe zastosowania, co wkrétce przyczynito si¢ do rozwoju samej
teorii.

Pierwszym owocem byta moja praca z Piotrem Multarzysiskim [5],
w ktorej zdefiniowaliSmy stozkowsa struktur¢ czasoprzestrzeni w je-
zyku algebraicznym i badaliSmy nicktdre jej wltasnodci. A potem na-
stapil szereg prac z grupa warszawska. Naturalnym kandydatem do
potraktowania jako przestrzenie rézniczkowe staly si¢ czasoprzestrze-
nie z osobliwo$ciami [6, 8, 12, 13, 18, 22]. Cickawym wynikiem byto
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wykrycie zrédfa ktopotéw z osobliwym brzegiem czasoprzestrzeni we-
dle konstrukcji B. Schmidta (tzw. b-boundary). Okazalo si¢, ze jedy-
nymi gtadkimi funkcjami, jakie z czasoprzestrzeni mozna przedtuzyd
na jej brzeg Schmidta sg funkcje state, co powoduje, ze czasoprzestrzen
z brzegiem, z topologicznego punktu widzenia, redukuje si¢ do jednego
punktu (dzieje si¢ tak, poniewaz we wszystkich punktach funkcje state
przybieraja t¢ sama warto$¢) [13]. Wtasno$¢ t¢ eksploatowaliSmy po-
tem w szeregu nast¢pnych prac [17, 19].

Nieco odmienna strategic zastosowaliSmy w pracy [16]. Potaczenie
geometrycznej metody rozwigzywania réwnaf rézniczkowych z me-
toda Sikorskiego dato wglad w strukture osobliwosci réwnania Fried-
mana, opisujacego ewolucje modeli kosmologicznych.

Prace dotyczace osobliwosci skierowaly nasza uwage na zagad-
nienie wymiaru (rézniczkowego) przestrzeni rézniczkowych [7] oraz
sktonity do dokonania przegladu réznych uogélnieii pojecia rozmaito-
Sci analogicznych do ujecia Sikorskiego [11]. Do§¢ szybko sytuacja
dojrzata do tego, ze mozna si¢ byto pokusi¢ o numer specjalny cza-
sopisma Demonstratio Mathematica, (wydawanego przez Politechnike
Warszawska) podsumowujacy dotychczasowe wyniki [10].

Robert Geroch w 1972 r. zaproponowal ujecie ogdlnej teorii
wzglednosci w jezyku algebraicznym [15], ale udato mu si¢ to zrobid
tylko dla dodatnio okreslonej metryki. Algebraiczny jezyk przestrzeni
rézniczkowych okazat si¢ pod tym wzgledem znacznie skuteczniejszy,
o czym §wiadcza prace [9, 20]. W drugiej z tych prac uog6lniliSmy me-
tode Sikorskiego, stosujac zamiast pojedynczej algebry (jako strukture
rézniczkowa) snop algebr. Uogdlnienie okazato si¢ o tyle skuteczne,
ze pozwolito nam na przedstawienie w jezyku snopowym superprze-
strzeni znanej z teorii supergrawitacji [23, 29]. To nas naprowadzito na
my§l, by systematycznie rozbudowa¢ snopowe uogdlnienie teorii prze-
strzeni rézniczkowych Sikorskiego. Uogdlnienie to nazwaliSmy prze-
strzeniami strukturalnymi, a ich teori¢ przedstawiliSmy w pracy [21].
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GEOMETRIA NIEPRZEMIENNA

Po jednym z seminariéw w Instytucie Fizyki Teoretycznej Uniwer-
sytetu Warszawskiego, na ktérym przedstawitem pewne wyniki, uzy-
skane metodami przestrzeni rézniczkowych, prof. Andrzej Trautman
zwrdcit mi uwage, ze mogtoby to by¢ jeszcze cickawsze, gdybySmy si¢
nie ograniczali do algebr przemiennych. Pod wplywem tej rozmowy
postaratem si¢ o ksigzke Alaina Connesa Noncommutative Geometry
[24] i zaczatem stawial pierwsze kroki w bogatej dziedzinie geometrii
nieprzemiennej. Owocem tego byly artykuty [25, 26]. Artykut [25] za-
poczatkowal powazniejszy ciag prac, w ktérych jako narzgdzia uzywa-
liSmy geometrii nieprzemiennej. I tym razem pierwszym problemem,
z jakim zmierzyli§my si¢ przy pomocy nowej metody, byl problem oso-
bliwosci [27, 28, 31].

Poniewaz dobrze znaliSmy struktur¢ osobliwego brzegu czasoprze-
strzeni wedtug konstrukcji Schmidta, zacz¢liSmy nasze badania wlasnie
od tej konstrukcji. Wiedzielidmy, Ze na czasoprzestrzeni z brzegiem
Schmidta moze istnie¢ tylko algebra funkcji statych. Jest to typowa sy-
tuacja, z jaka potrafi radzic¢ sobie geometria nieprzemienna. Zastoso-
waliSmy zatem do tego problemu konstrukcje proponowang przez Con-
nesa[24,s. 99inast.]. Zgodnie z ta konstrukcja, czasoprzestrzeii z oso-
bliwym brzegiem reprezentuje pewna nieprzemienna algebra z konwo-
lucja jako mnozeniem, ale w praktyce pracuje si¢ z jej regularng repre-
zentacja w wigzce przestrzeni Hilberta. Matematyczny aparat tej repre-
zentacji bardzo przypomina standardowy aparat mechaniki kwantowe;j.
Wyglada to tak, jakby struktura osobliwosci ,,wiedziata cos o efektach
kwantowych”. To nam nasun¢to pomyst, aby podjaé prébe zbudowa-
nia modelu kwantowej grawitacji [30], ale juz wkrdtce zorientowaliSmy
si¢, Ze na tym etapie nie nalezy mowi¢ o kwantowej grawitacji, lecz je-
dynie o unifikacji ogdlnej teorii wzglednosci i mechaniki kwantowej
[32]. Potem nastapily dalsze préby rozwijania modelu [33, 34, 35, 36];
nie zawsze szly one we wtasciwym kierunku, ale dzicki tym prébom
w problemie osobliwo$ci uczyniono pewien postep [37, 38, 46].

Azeby uscisli¢ nasz model, postanowiliSmy ograniczy¢ si¢ tymcza-
sowo do uproszczonego modelu (ze skoficzong grupa strukturalng) [39,
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40]. W szczegdlnosci zajeliSmy sie problemem obserwabli w naszym
modelu [41] oraz zagadnieniem uogdlnionego rachunku prawdopodo-
biefistwa, okazato si¢ bowiem, ze elementy rozwazanych przez nas al-
gebr sa operatorami losowymi [42, 44]. W pracy [41] po raz pierwszy
w naszych rozwazaniach pojawily si¢ bialgebry; sa to algebry z nowym
rodzajem dziatania ($cislej kodziatania), zwanym koproduktem.

Po tych pracach uznaliSmy, ze nasz model unifikacji ogdlnej teorii
wzglednosci z mechanika kwantowa zastuguje na rodzaj calosciowego
przedstawiecnia. Matematyczne aspekty modelu zostaty opracowane
w artykule [43], a jego fizyczne i pojeciowe aspekty w artykule [45].
Uwazamy, ze te dwa artykuly tacznie stanowia najpetniejsze przedsta-
wienie naszego modelu. Nie zamykaja one jednak dalszych prac nad
nim; przeciwnie — ukazuja, w jakim kierunku powinny i§¢ dalsze bada-
nia. Za najmocniejsza stron¢ naszego modelu uwazamy to, co nazywa-
liSmy ,,pojeciowa unifikacjg” ogdlnej teorii wzglednosci z mechanika
kwantowa. Tak, wydawatoby si¢, rézne struktury jak: probabilistyka,
dynamika i pewne aspekty termodynamiki, w naszym modelu sg opi-
sywane przez t¢ sama struktur¢ matematyczng (algebre von Neumanna
z pewnym normalnym stanem na nicj). Model jest z natury globalny,
a wiec wszelkie nielokalno$ci mechaniki kwantowej (w rodzaju standéw
splatanych, efektéw typu EPR, itp.) znajduja w nim naturalne wyjasnie-
nie. Odpowiednie ,,usrednianic” powoduje ,,zabijanic” nieprzemien-
nosci, w wyniku czego otrzymuje si¢ znane struktury matematyczne
wraz z ich standardowg interpretacja fizyczng. Interesujaca, nowa moz-
liwo$¢ pojawia si¢ w zagadnieniu osobliwo$ci poczatkowej i koficowe;j
w kosmologii. Wedlug dotychczasowego paradygmatu przyszta teo-
ria kwantowej grawitacji albo osobliwosci usunie, albo je pozostawi.
W naszym modelu pojawia si¢ trzecia mozliwo$¢. Jest ona zwigzana
z jego probabilistycznym charakterem: moze by¢ mianowicie tak, ze
z punktu widzenia makroskopowego obserwatora osobliwos¢ poczat-
kowa istnieje, ale z perspektywy §wiata subkwantowego jest ona pro-
babilistycznie nieistotna (w przestrzeni nieprzemiennej osobliwosci na-
leza do podzbioru miary zero). To samo dotyczy osobliwosci koficowe;j
i innych silnych osobliwosci krzywizny [38, 43,45, 46]. Ta pozornie
paradoksalna sytuacja ma miejsce dlatego, ze przejscie od rezimu nie-
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przemiennego (Swiat subkwantowy) do przemiennego (Swiat makro-
skopowy) dokonuje si¢, jak wspomnieliSmy wyzej, przy pomocy pew-
nego rodzaju uSrednielt. Osobliwosci w perspektywie makro okazuja
si¢ artefaktami tego uSredniania, podczas gdy w perspektywie submi-
kro catkowicie ,,rozmywaja si¢ w prawdopodobiefistwach”.

Nie wolno jednak zapomniec, Ze nasz model jest jedynie modelem
roboczym. Raczej ukazuje on pewne pojeciowe mozliwosci na dro-
dze unifikacji fizyki i opracowuje pewne matematyczne narzcdzia, by
moze prowadzace do tego celu, raczej niz kandyduje na model juz taka
unifikacj¢ proponujacy. Przede wszystkim brak mu aspektu teoriopo-
lowego, dlatego méwimy w nim o unifikacji og6lnej teorii wzgledno-
Sci z mechanika kwantowa a nie wprost o kwantowaniu grawitacji. Na
obecnym etapie nie mamy roéwniez nawigzania do standardowego mo-
delu czastek elementarnych, a zagadnienie przewidywai empirycznych
wcigz czeka na gruntowniejsze opracowanie (por. [41]).

OczywiScie my§limy o zaradzeniu tym brakom, ale najpierw trzeba
zmierzy¢ si¢ z problemami matematycznymi, bez ktérych dalszy po-
step nie bedzie mozliwy. W tym kierunku zmierzaja prace [51, 52,
53]. Pierwsza z nich ma pewien wydzwick filozoficzny, dotyka bo-
wiem genezy geometrii nieprzemiennej. PokazaliSmy w niej, ze w ob-
szarach, w ktdrych zatamuje si¢ aksjomat Hausdorffa, jedynym moz-
liwym opisem jest opis probabilistyczny (w uogélnionym sensie), co
w naturalny sposéb prowadzi do geometrii nieprzemiennej. W pracy
[52] udato nam si¢ potaczy¢ metode grup rézniczkowych Sikorskiego
z (z nieco zmodyfikowana) metoda grup kwantowych (algebr Hopfa).
W pracy [53] sformutowaliSmy definicje pétprostego iloczynu grupo-
idéw z odpowiednimi algebrami stowarzyszonymi z takimi iloczynami.
Szcezegdlnym przypadkiem tej konstrukeji jest grupoid Poincaré’go,
bedacy uogdlnieniem grupy Poincaré’go (czyli pStprostego iloczynu
przeksztatcenn Lorentza i przesuni¢é czasoprzestrzennych). Moze to
mie¢ duze znaczenie dla przysztych zastosowan nie tylko do naszego
modelu.

Interesuja nas réwniez filozoficzne aspekty poruszanej przez nas
problematyki. W pracy [50] przedyskutowaliSmy, w Swictle naszego
modelu, symptomy pojeciowej rewolucji, jakiej nalezy spodziewad
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si¢, gdy zostanie wreszcie sformutowana wilasciwa teoria grawitacji.
W pracach [55, 56] skupili§my si¢ na wptywie, jaki geometria nieprze-
mienna wywiera na nasze rozumienie czasu i jego genezy. W pracy [56]
zostal takze przedstawiony program Shahna Majida stworzenia osta-
tecznej teorii fizycznej, oparty na poszukiwaniu odpowiednio bogatych
samodualnych struktur matematycznych, i jego filozoficzne perspek-
tywy. Og6lno filozoficzne, a nawet pewne teologiczne, konsekwencije
geometrii nieprzemiennej (z naszym modelem w tle) zostaly poruszone
w pracy [57].

SUMMARY
MATHEMATICS AND COSMOLOGY

The mathematical and cosmological works of a group associated with the
Copernicus Center for Interdisciplinary Studies in Cracow are summarized.
The group consists mainly of M. Heller, L. Pysiak, W. Sasin, Z. Odrzyg6zdz,
M. Eckstein and J. Gruszczak. The first paper by members of the group was
published in 1988, and research has been continued to the present day. The
main mathematical tool used in the first part of the group’s activity was the
theory of differential spaces and, in the second, methods of noncommutative
geometry. Among the main topics investigated have been classical singular-
ities in relativistic cosmology and the unification of general relativity with
quantum mechanics.
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