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Wokot problemu realizmu teoriomnogosciowego

Artykut ten jest po§wigcony zagadnieniu istnienia obiektéw matematycznych. We
wspdtczesnej dyskusji filozoficznej na ten temat mozna wyrdzni¢ dwa podstawowe
typy argumentdw na rzecz istnienia tych obiektoéw: (1) argumenty pochodzace od Godla
i (2) argumenty z niezbgdnosci. W pierwszej czg$ci oméwiona jest koncepcja Godla, w
drugiej analizowany jest argument z niezbgdnoSci Quine’a-Putnama; podana jest tez
propozycja jego uszczegbélowienia.

I

1. Zagadnienie istnienia obiektow matematycznych jest jednym z podstawowych
probleméw filozofii matematyki. W odniesieniu do kwestii istnienia przedmiotéw
matematycznych (czy ogélniej abstrakcyjnych) mozna wyrdznié dwa podstawowe sta-
nowiska: stanowisko nominalistyczne i stanowisko realistyczne.! Moéwiac najogdlniej,
nominali§ci twierdza, ze obiekty abstrakcyjne (w szczegdlnosci zbiory, klasy, atrybuty,
wiasnos$ci, przedmioty matematyczne) nie istnieja. RealiSci, w przeciwienstwie do no-
minalistow, zakladaja istnienie tego typu obiektow.

Dyskusja pomigdzy realistami a nominalistami nie jest nowa i prowadzona byta w
szerszym kontekScie niz problem istnienia obiektéw matematyczych. Wspdtczesnymi
reprezentantami stanowiska nominalistycznego w filozofii matematyki sa np Field
[1980] i Chihara [1982]. Realiéci reprezentowani sa np. przez Fregego, Cantoraz, Har-

!Jest to z koniecznosci mato precyzyjna charakterystyka. W artykule nie bedziemy zajmowa¢ si¢ stano-
wiskami konceptualistycznymi (Brouwer, Heyting, wspdtcze$nie np. Tharp). Inne propozycje (np. struktura-
lizm modalny Hellmana) nalezq do jednej z tych dwdch kategorii, cho¢ oczywiscie roznia si¢ migdzy sobg.

2 Cantor uwaza, ze rzeczywisto§¢ matematyczna istnicje w sposdb obicktywny, matematyk jedynie ja
opisuje: , Jesli zas chodzi o rzeczy pozostale [mianowicie o rzeczy poza stylem i sposobem przedstawienia), to
wszystko to nie jest mojg zastuga; w stosunku do tresci moich prac jestem jedynie sprawozdawcg i urzgdnikiem
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dy’ego3, Bernaysa i Godla, ktéry jest chyba najbardziej znanym reprezentantem plato-
nizmu w matematyce. Wprawdzie sam Godel nie opublikowat zbyt wiele prac na temat
filozofii matematyki (wiedz¢ na temat jego pogladéw czerpiemy gldwnie z [1944] i
[1947/64]), jednak wptyw Godla na filozofie matematyki (zar6wno bezposrednio —
poprzez publikacje i wypowiedzi o charakterze filozoficznym, jak i poSrednio — po-
przez wyniki formalne) byl ogromny. Przypomnimy tu pokrétce jego poglady filozo-
ficzne.

Wedtug Godla obiekty matematyczne istnieja w spos6b obiektywny, niezalezny od

matematykow i ich aktywnoSci poznawczej:
...Zalozenie istnienia takich obiektow jest rownie uzasadnione, jak zalozenie istnienia cial fizycznych, i
jest rownie wiele powodow, aby wierzy¢ w ich istnienie. Sq w takim samym sensie niezbedne do tego, aby
zbudowad zadowalajaca teori¢ matematyki, w jakim ciata fizyczne sq niezbgdne do tego, aby sformutowaé
zadowalajacg teorie wrazen zmystowych [Godel 1944, 220].

Sama matematyka ma, wedtug Gdodla, pewien obiektywnie istniejacy przedmiot
badafi. Sprzeciwia si¢ on prébom formalistycznego interpretowania matematyki,
widzac w nich przejaw pewnej ogdlniejszej tendencji, ktora w stosunku do matematyki

nie moze by¢ w sposob skuteczny zastosowana:

Schemat teorii bezklasowej {G6del ma tu na mysli koncepcje Russella] jest bardzo ciekawy jako jeden z
niewielu szczegdtowo przeprowadzonych przyktadow realizacji tendencji, zmierzajacej do wyeliminowa-
nia zatozef dotyczacych istnienia obiektow poza «danymi» i zastgpowania ich konstrukcjami opartymi na
tych danych. Wynik uzyskany w tym wypadku byt w istocie rzeczy negatywny; klasy i pojecia wprowa-
dzone w ten sposdb nie majg wszystkich potrzebnych w matematyce wlasnosci. [...] Wszystko to jest
argumentem na rzecz stanowiska [..], ze logika i matematyka (podobnie jak fizyka) oparte sa na majacych

rzeczywisty tre§¢ aksjomatach, ktorych nie da si¢ «wyeliminowaé poprzez wyjasnienie» [Godel 1944,

223-224).

Przyjecie koncepcji realistycznej rodzi szereg probleméw natury epistemologiczne;j.
Propozycja Godla rozwiazania tych probleméw opiera si¢ na pojeciu intuicji matema-
tycznej, ktéra umozliwia nam poznawanie §wiata obiektow matematycznych:

...Chociaz sa one tak odlegte od danych zmystowych, mamy co$ w rodzaju percepcji takze obiektow teorii

mnogosci, co widaé stad, ze aksjomaty narzucajg si¢ nam jako prawdziwe. Nie widz¢ powodu, aby mieé

mniej zaufania do tego rodzaju percepciji, tj. do intuicji matematycznej, niz do percepcji zmystowej, ktéra
pozwala nam budowa¢ teorie fizyczne oraz wierzy¢, ze przyszle wrazenia zmystowe bedg z nimi zgodne

i, co wigcej, ze pewne kwestie obecnie nierozstrzygalne moga by¢ rozstrzygnigte w przyszltosci. Paradoksy

teoriomnogos$ciowe nie stanowia tu dla matematyki wigkszego problemu niz ziudzenia zmystowe dla

fizyki. {...] Moga one [tzn. dane intuicji matematycznej] reprezentowad aspekt obiektywnej rzeczywistosci,
ale, w przeciwienstwie do danych zmystowych, ich obecno$¢ w nas moze wynikac z innego rozdzaju

zwigzku pomigdzy nami a rzeczywisto$cig [Godel 1947/64, 271-272)

Postulowanie istnienia szczeg6lnej formy percepcji obiektéw matematycznych in-
spirowane jest obserwacja, ze matematycy maja podobne poglady na prawdziwosé zdaf
matematycznych. Przyjecie tej hipotezy umozliwia jednocze$nie wytlumaczenie tego
zjawiska.

(nur Berichterstatter und Beamter)” (cytat za [Murawski 1984]).

3 Osobiécie zawsze uwazatem matematyka przede wszystkim za obserwatora — czlowieka, ktory obser-
wuj= odlegle pasmo gérskie i odnotowuje swoje obserwacije. Jego zadaniem jest jasne wyodrgbnienie i opisanie
inny.n tylu szczytéw, ile to tylko jest to mozliwe” [Hardy 1925,18].
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Drugim uzywanym przez Godla argumentem na rzecz stanowiska realistycznego
jest argument «z owocnoSci». Jego punktem wyjscia jest obserwacja, ze pewne
zatozenia matematyczne same z siebie nie sg oczywiste, a jednak odgrywaja istotna rolg
w porzadkowaniu teorii i maja wazne i naturalne konsekwencje «nizszego szczebla».
Godel pisze wigc:

Moga istnie¢ aksjomaty o tak ficznych sprawdzalnych konsekwencjach, rzucajace tak wiele §wiatla na caly
przedmiot badan i dostarczajace tak mocnych metod rozwigzywania probleméw (a nawet w miarg
mozliwosci metod konstruktywnych), ze niezaleznie od tego, czy sa one immanentnie konieczne, powinny
zosta¢ zaakceptowane przynajmniej w takim sensie, jak dowolna dobrze ugruntowana teoria fizyczna
[Godel 1947/64, 265].

Dalej znajdujemy wypowiedz, ktéra podsumowuje w jakims$ sensie poglady Godla
na kwestie uzasadniania prawdziwosci aksjomatéw:

Poza intuicja matematyczng istnicje inne (choé jedynie uprawdopodabniajace) kryterium prawdziwosci
aksjomatéw matematycznych, a mianowicie ich owocno$¢ w matematyce i — mozna by dodaé¢ — w fizyce
[Godel 1947/64, 272].

Stanowisko platonistyczne budzi liczne kontrowersje. Przytoczmy najpierw poglad
zwolennika tego pogladu, wskazujacego jego istotne zalety:

1. [Platonizm] dobrze wyja$nia pojecie ,,prawdy” w matematyce. [...]

2. Platonizm wyja$nia nasze intuicje, nasze psychologiczne odczucie, Ze rozne twierdzenia s i muszg byé
naprawd¢ prawdziwe.|...]

3. Poglad platonistyczny umozliwia jednolite spojrzenie na naukg i matematyke [Brown 1990, 98-99].

Wsréd krytykéw koncepeji Godla (czy ogdlniej platonizmu) czgsto uzywanym ar-
gumentem jest argument epistemologiczny. Otdz jezeli obiekty matematyczne sa abs-
trakcyjne, istniejag poza czasem i przestrzenia, to w jaki sposéb mieliby§my je
poznawac? Problem ten akcentuja zwlaszcza zwolennicy kauzalnej teorii wiedzy.
Wedlug Benacerrafa zastosowanie klasycznej koncepcji prawdy w matematyce wyma-
ga postulowania istnienia szczegolnych form percepcji obiektéw matematycznych [Be-
nacerraf 1973, 409]. Podane przez Godla rozwiazanie, opierajace si¢ na pojeciu intuicji,
uznaje on za niezadowalajace, mato precyzyjne. Odnoszac si¢ bezposrednio do cytowa-
nego juz fragmentu [Godel 1947/64, 271-272) Benacerraf pisze:

To wyobrazenie uwazam za obiecujace, ale i niepokojace. Niepokoi mnie fakt, ze bez wyjasnienia, w jaki
sposob aksjomaty ,narzucaja si¢ nam jako prawdziwe”, analogia z percepcja zmyslowg i naukami
fizycznymi pozbawiona jest tre§ci. Brakuje bowiem [...] wyjasnienia zwiazku pomigdzy naszymi zdol-
nosciami poznawczymi a przedmiotem wiedzy [Benacerraf 1973, 415).

Inny przeciwnik platonizmu, Chihara, uwaza, ze koncepcja Gddla nie spetnia pod-
stawowych warunkéw wyjasnienia naukowego. Odwotuje si¢ ona do niejasnych pojeé
— ,,wiecznych obiektow”, z ktérymi matematycy maja ,,jaki§ kontakt”. Zaden nauko-
wiec, twierdzi Chihara, nie bgdzie usatysfakcjonowany tego typu wyja$nieniem.

Chihara proponuje naturalistyczne wyjasnienie faktu, ze rdézni matematycy do-
chodza do tych samych wnioskdw, akceptuja te same aksjomaty, maja podobne intuicje.
Ta zgodno§é wéréd matematykéw ma wynikaé po prostu z ich biologicznego
podobiefistwa. Chihara przytacza tu przyktad podobnie dziatajacych komputerow —
fakt, ze generuja te same wyniki ma zwiazek z podobiefistwem ich budowy. Nie jest
konieczne postulowanie zwiazku pomiedzy komputerami a jaka$ abstrakcyjna rzeczy-
wistoScig matematyczna, ktoéra te komputery postrzegaja dzigki swoim szczegdlnym
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zdolnosciom. Podobnie w wypadku matematyk6w nie jest konieczne postulowanie
obiektywnego istnienia wspélnego przedmiotu badan, aby wyjasni¢ zgodnoS$¢ wnio-
skéw [Chihara1982, 217-218).%

Godla argument «z intuicji» Chihara uwaza ostatecznie za nieprzekonujacy:

Argument na rzecz istnienia zbiordw, ktory opiera si¢ na danych tak malo precyzyjnych i ze swej natury
rozmytych, ktory nie pozwala na przeprowadzenie nawet najbardziej elementarnych testéw, jest podejrza-
ny. Przypomina to odwolywanie si¢ do§wiadczen niejasno opisywanych jako «mistyczne» aby uzasadni¢
istnienie Boga [Chihara 1982, 215].°

Wreszcie Field w swej waznej pracy [1980] w ogdle nie ustosunkowuje si¢ do
koncepcji Godla, twierdzac, ze jedymym sensownym argumentem na rzecz istnienia
obiektow matematycznych jest argument Quine’a-Putnama «z niezbgdnosci», odwo-
tujacy si¢ do obserwacji, ze techniki matematyczne sa niezbedne w nauce. W
nastgpnym rozdziale oméwimy ten witasnie argument.

i

2. Czy analiza j¢zyka uzywanego w nauce, czy tez ogdlniej w jakiej$ dyscyplinie
wiedzy, pozwala na wycigganie wnioskdw natury metafizycznej? Negatywnej odpo-
wiedzi na to pytanie udziela Carnap. W klasycznej pracy [1950] Carnap analizuje
zalezno$¢ migdzy problemem istnienia a analizg jgzykowa. Twierdzi w niej, Ze stoso-
wanie jezyka odwotujacego si¢ do przedmiotéw abstrakcyjnych ,,nie implikuje
przyjecia ontologii platonistycznej, ale jest catkowicie zgodne z empiryzmem i mysle-
niem $ci$le naukowym” [Carnap 1950, 234]. Oczywiscie w jezyku naukowym wprowa-
dza si¢ pojecia, ktére nie odnoszg sig¢ bezposrednio do danych do§wiadczenia, nie
wynikajg stad jednak zadne wnioski dotyczace istnienia desygnatow tych poj¢é. Samo
sformutowanie ,,zaakceptowanie nowych bytéw” (oznaczajace de facto jedynie
przyjgcie pewnych konwencji jgzykowych) jest wygodne, jednak ,rzekome stwierdze-
nie realnosci systemu bytéw jest pseudo-twierdzeniem pozbawionym treSci poznaw-
czej” [Carnap 1950, 241]. Kwestia przyjecia takich a nie innych form jezykowych nie
ma zatem nic wspélnego z zagadnieniami istnienia, 1 mozna je ocenial jedynie ze
wzgledu na ich uzyteczno$¢. Jest bowiem jasne, ze w bogatszych jezykach mozna w
bardziej efektywny sposéb prowadzi¢ rozumowania, formutowa¢ teorie i je uzasadniaé
[Carnap 1950, 241-242]. Aby uzasadni¢ swoje stanowisko, Carnap przyjmuje rozroz-
nienie zdan na syntetyczne i analityczne. Zdania syntetyczne odnosza si¢ do rzeczywi-
stoSci 1 sa prawdziwe na mocy struktury tej rzeczywisto$ci. Natomiast prawdziwo$é

“Do tego typu argumentOw krytycznie odnosi sig Steiner w {1975], wskazujac na fakt, ze trudno powotywac
si¢ na takie podobiefistwo przy wyjasnianiu zjawiska pokrywania si¢ intuicji matematycznych, skoro jego
nastgpstwem nie jest weale zgodnosé pogladow na inne tematy.

3 Bezposrednio na ten zarzut odpowiada w [1990] Brown w sposéb nast¢pujacy: ,.Nieprawda. Kazdy moze
w dowolnym momencie przezy¢ do§wiadczenie zielonosci trawy lub faktu, ze 2+2=4, co upodabnia te dwa
przyktady bez odwotywania si¢ do przezy¢ mistycznych, ktérych nie sg przeciez w stanie zrelacjonowaé nawet
ci, ktérzy twierdzg, ze je mieli. Chihara ma racj¢ ingnorujac przezycia mistyczne, ale pomigdzy nimi a
doswiadczeniami matematycznymi nie ma nawet cienia podobieristwa™ [Brown 1990, 106].
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zdafi analitycznych wynika jedynie z przyjecia takich a nie innych postulatéw znacze-
niowych i nie ma zwiazku z badang przez nas rzeczywisto$ciag. W mysl tej koncepcji
zdania matematyki zaliczaja si¢ do zdanh analitycznych, a wigc nie odnoszg si¢ one do
zadnej rzeczywistoSci. Niezrozumienie tego faktu prowadzi, wedtug Carnapa ,,do ab-
surdalnej konsekwencji, ze stanowisko kazdego, kto przyjmuje jezyk fizyki wraz z
liczbami rzeczywistymi [...] byloby nazwane platonistycznym, nawet jesli jest on rady-
kalnym empirysta, ktory odrzuca metafizyke platonistyczng” [Carnap 1950, 242].
Reasumujac:

Decydujacym pytaniem nie jest rzeckomy ontologiczny problem istnienia obiektdéw abstrakcyjnych, ale
raczej pytanie o to, czy uzycie abstrakcyjnych form lingwistycznych, czy [...] uzycie zmiennych wykra-
czajacych poza zmienne dla rzeczy (lub dane fenomenalistyczne), jest skuteczne i owocne dla celéw [...]
analizy, interpretacji, wyja$niania lub konstruowania jezykdw komunikacji, w szczegélnodci jezyka
naukowego [Carnap 1950, 247].

Analizy jezykowe nie uprawniaja nas zatem do wyciagania wnioskéw dotyczacych
ontologii.
Odmienne stanowisko reprezentuje Quine. Odrzuca on dychotomiczny podziat zdaf
na analityczne i syntetyczne, bgdace istotnym skladnikiem teorii Carnapa:
JesteSmy sklonni zaktada¢ ogélnie, ze prawdziwoi¢ zdah daje si¢ roztozyé na komponent jezykowy i
komponent faktualny, Przy tym zatozeniu wydaje sie racjonalne sadzié, ze w przypadku pewnych zdanh 6w
komponent faktualny powinien byé zerowy: bylyby to wladnie zdania analityczne. Lecz przy calej
apriorycznej racjonalnosci tego pomystu linia graniczna pomigdzy zdaniami analitycznymi i syntetycznymi
po prostu nie zotala poprowadzona. Przekonanie, ze rozrznienie to jest w ogble wykonalne, jest nieempi-
rycznym dogmatem empirystdw, ich metafizycznym artykutem wiary [ Quine 1953b, 57-58].
Odrzucenie tego podziatlu wiaze si¢ z powaznymi implikacjami dotyczacymi
zagadniefi ontologicznych. Nie mozemy juz bowiem ignorowaé¢ w naszych analizach
ontologicznych zdafi odnoszacych si¢ do przedmiotdéw abstrakcyjnych (w szczegdl-
noSci matematycznych), bowiem argument, ze sa one prawdziwe jedynie na mocy
postulatdéw znaczeniowych jezyka, upada. Powstaje problem okreSlenia zobowiazan
ontologicznych teorii naukowej, tzn. ustalenia, istnienie jakiego rodzaju bytéw jest
postulowane w danej teorii. Z problemem zobowiazafi ontologicznych, dotyczacych
makroskopowych obiektéw fizycznych, mamy do czynienia juz na przednaukowym
poziomie, w fazie formowania si¢ zdroworozsadkowego obrazu §wiata. Przyjmujemy
bowiem hipotezy dotyczace istnienia tych obiektdw, aby skonstruowaé efektywna
teorig rzeczywistosci:
Fizykalistyczny aparat pojeciowy, w ktérym méwi si¢ o przedmiotach §wiata zewngtrznego, umozliwia
znaczne uproszczenie naszych sprawozdah z do$wiadczenia. Laczgc oddzielne doznania zmystowe i
traktujac je jako percepcje jednego przedmiotu, ujmujemy bogactwo naszych doznafi w prostym i
operatywnym schemacie pojgciowym. Przyporzadkowywanie danych zmystowych przedmiotom
zewngtrznym jest istotnie podyktowane zasada prostoty: wczeSniejsze i pdzniejsze wrazenie okraglosci
aczymy z ta samq monetg lub z dwiema réznymi monetami, kierujac si¢ postulatem maksymalnej prostoty
naszego calosciowego obrazu §wiata [Quine 1953a, 31].
Podobny mechanizm wystgpuje takze w nauce:
Postulowanie bytéw nie ogranicza si¢ do makroskopijnych przedmiotéw fizycznych. Przedmioty z pozio-
mu atoméw zaklada sig po to, by uproscié i uczynié bardziej operatywnymi prawa, ktéra rzadza przedmio-
tami makroskopijnymi, a w ostatecznym rachunku — prawa do$wiadczenia [...]. Nauka jest kontynuacja

zdrowego rozsadku i podtrzymuje zdroworozsadkowq zasade rozbudowywania ontologii dla uproszczenia
teorii” [Quine 1953b, 68].
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Przyjecie tezy, ze z wystgpowania w teorii naukowej termindéw odnoszacych si¢ do
obiektéw matematycznych wynika istnienie tych obiektow, zwiazane jest z kryterium
istnienia Quine’a, wyrazonym w stynnej maksymie ,,istnie¢ to byé warto$cia zmien-
nej”. Podobne do Quine’a poglady wyraza réwniez Putnam. Nawiazujac do Quine’a
koncepciji istnienia i zobowiazai ontologicznych pisze o tym, ze zwiazki matematyki z
fizyka sa tak silne, ze przyjgcie stanowiska realistycznego w stosunku do teorii fizycz-
nej pocigga za soba konieczno$¢ przyjecia stanowiska realistycznego w stosunku do
teorii matematycznych [Putnam 1975, 75].

Spdjna teoria §wiata musi, wedlug Putnama, zakladaé petna ontologi¢ obiektéw, o
ktérych jest mowa w tej teorii. W szczegélnoSci odnosi si¢ to takze do obiektow
matematycznych. W innym wypadku nie mogliby§my twierdzié, ze prawa fizyki maja
obiektywna tres¢ i znaczenie. Majac na mysli prawo grawitacji Newtona, Putnam pisze:

W jaki sposob twierdzenie tego typu moze mieé jakgkolwick obiektywnq tresé, jezeli liczby i «<zwigzki»

(tj. funkcje) sa zwyktymi fikcjami? {...] Jezeli méwienie o liczbach i «zwigzkach» migdzy masami, itp. a

liczbami jest «teologia» (w pejoratywnym sensie), to Prawo Powszechnego Ciazenia takze jest teologia
{Putnam 1975, 74-75].

Z powyzszych rozwazai wynika, wediug Putnama, wniosek, ze skoro kwantyfika-
cja po obiektach matematycznych jest istotnym sktadnikiem teorii fizycznych, to musi-
my taka kwantyfikacj¢ zaakceptowaé. To jednak naklada na nas obowiazek uznania
istnienia obiektow, po ktoérych kwantyfikujemy, a wigc obiektéw matematycznych.
Podobnie jak Quine, Putnam uwaza za intelektualng nieuczciwo$¢ negowanie istnienia
czego$, co stuzy nam do konstruowania teorii i czym si¢ w praktyce naukowej codzien-
nie postugujemy [Putnam 1971, 347].

W ujeciu Quine’a-Putnama prawdy matematyczne podlegaja weryfikacji empirycz-
nej wraz z teorig fizyczna, w ktorej wystepuja. To stanowisko rézni si¢ zatem od
tradycyjnego pogladu platonistycznego, w mysl ktérego prawdy matematyki sa wiecz-
ne i niezmienne.® Stosowalno$¢é twierdzeii i teorii matematycznych staje si¢ istotnym
kryterium ich prawdziwosci. Jednak jedynie niektore fragmenty matematyki maja bez-
posrednie zastosowanie. Stajemy zatem przed problemem prawdziwosci «czystych»,
pozbawionych zastosowaf teorii matematycznych. Sam Quine pisze, ze niektore frag-
menty matematyki — te, ktére nie maja zastosowan — sa dla niego czystymi formaliz-
mami. Owszem, pewne fragmenty teorii matematycznych petnia role uspojniajaca czy
porzadkujacg w stosunku do teorii majacych bezposrednie zastosowania, jednak
pozostale maj status niezinterpretowanych systeméw [Quine 1984, 788].

W artykule tym przyjmiemy zalozenie, ze argument «z niezbednosci» Quine’a-Put-
nama jest trafny, i Ze analizy teorii fizycznych ze wzglgdu na wykorzystywane w nich
techniki matematyczne moga nam powiedzie¢ co§ istotnego na temat istnienia obiek-
tow matematycznych. Sam argument «z niezbednoSci» ma posta¢ implikacji: ,Jezeli

6 Russell pisat o Gédlu w tym kontek$cie w sposéb nastepujacy: ,,Godel okazat si¢ konsekwentnym
platonikiem, i najprawdopodobniej wierzyl, ze wieczne «nie» znajduje si¢ w niebie, gdzie beda je mogli spotkaé
prawi logicy” (cytat za [Parsons 1995]).
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obiekty O sa niezbedne w nauce, to istnieja”, czy, w nieco innym sformulowaniu,
,Jezeli obiekty O sa stosowane w teorii naukowej 7, to jeSli jesteSmy realistami w
stosunku do teorii 7, to musimy takze by¢ realistami w stosunku do obiektéw z klasy
O”. W kryterium tym w istotny sposdb wystepuje pojecie ,,niezbednosci danego pojecia
matematycznego w teorii fizycznej”. Wymaga to pewnej dyskusji i doprecyzowania;
powréecimy do tego w dalszej czgéci pracy.

Argument Quine’a-Putnama begdzie dla nas zatem pewnego rodzaju hipoteza ro-
bocza. Przedstawimy jednak dla petnosci obrazu niektdre krytyczne opinie dotyczace
tego argumentu. Przede wszystkim nalezy wspomnie¢ o krytyce Fielda, zawartej w
[1980]. Koncepcja Fielda odnosi si¢ w istotny sposéb do problemu istnienia w matema-
tyce; stala si¢ ona przedmiotem ozywionej dyskusji.

Jak juz wspomniano wcze$niej, Field uwaza argument Quine’a-Putnama za jedyny
powazny argument na rzecz realizmu matematycznego [Field 1980, 51). Jednakze,
inaczej niz wielu jego poprzednikéw odrzuca on nie tyle sam sposéb wnioskowania
(stosowalno$¢ implikuje istnienie), co podwaza same przestanki tego argumentu. Mé6-
wigc krétko, Field twierdzi, ze fizyka moze obej$¢ si¢ bez matematyki — w tym sensie,
ze kazda teori¢ fizyczng mozna sformutowaé w nominalistycznej, «syntetycznej» wer-
sji, ktéra nie odwotuje si¢ do technik i twierdzefi matematycznych, a ktéra ma taka
samg sil¢ eksplanacyjng, co teoria w sformulowaniu pierwotnym. Mozliwe jest to (jak
twierdzi Field) dzigki nietworczos$ci matematyki. Oznacza to, nie wchodzac w
szczegoly, ze wszystkie zdania dowodliwe w teorii fizycznej, postugujace;j si¢ aparatem
matematycznym, 53 réwniez dowodliwe w teorii czysto nominalistycznej, nie
postugujacej si¢ tym aparatem. (Krytyczng dyskusje na temat tej tezy Fielda mozna
znalezé w [Shapiro 1983].) Field nie postuluje oczywiscie eliminacji matematyki z
fizyki (uniemozliwiaja to przyczyny praktyczne), ale twierdzi, ze w zasadzie jest to
mozliwe. Koncepcja Fielda opiera si¢ na pewnych upraszczajacych i kontrowersyjnych
zatozeniach; stala si¢ zatem przedmiotem zdecydowanej krytyki (por np. [Resnik
1983], [Resnik 1985] i [Urquhart 1990]). Field w swoim programie nie zaszedt zbyt
daleko (dotad udato mu si¢ znominalizowaé jedynie niektore proste teorie fizyczne,
takie jak mechanika Newtona; brak jest konkretnych wynikéw dotyczacych np. mecha-
niki relatywistycznej czy kwantowe;j teorii pola). Nie jest jednak a priori oczywiste, ze
program ten nie ma szans powodzenia.7

Krytyczna oceng argumentu Quine’a-Putnama daje takze Maddy w [1992]. Wycho-
dzi ona od naturalistycznego stanowiska w filozofii nauki, w mys§] ktérego badania
metanaukowe i filozoficzne powinny przyjmowaé za punkt wyjscia standardy
wewnatrznaukowe, nie za$§ abstrakcyjne zasady «filozofii pierwszej». Dotyczy to w
szczegoblnosci filozofii matematyki. Powinna ona przyjmowaé za punkt wyjscia i punkt

7 Czytelnika zainteresowanego literaturg na temat koncepcji Fielda odsytamy np. do prac [Bigaj 1994],
[Wojtowicz 1994].
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odniesienia praktyke matematyczna, podstawowym za$§ zadaniem filozofa matematyki
jest wyjasnianie pojeciowych komplikacji matematyki wspotczesnej [Maddy 1992,
276). Z tej perspektywy Maddy stawia rozumowaniom postugujacym si¢ argumentem
«z niezbgdnosci» dwa podstawowe zarzuty:

1. W fizyce czg¢sto mamy do czynienia z uproszczeniami i idealizacjami (Maddy
przytacza tu przyklad zalozen przyjmowanych w hydrodynamice, dotyczacych
nieskoiiczonej glebokosci analizowanego ptynu). Nie jest zatem wcale oczywiste, ze
stosowalno§¢ danej teorii implikuje jej prawdziwos¢. Maddy odwoluje si¢ rowniez do
analiz dotyczacych ciaglego charakteru czasoprzestrzeni. Jej zdaniem wzmacniaja one
teze o niepokrywantiu si¢ stosowalnoSci i prawdziwosci.

2. Drugi zarzut dotyczy praktyki matematycznej. Argumenty z niezbgdnoSci do-
tycza bowiem jedynie pewnych fragmentdw matematyki. Praktyka matematyczna jest
jednak zupelnie inna — matematycy wychodza nie od stosowalnosci twierdzen, ale od
ich dowodliwoéci w odpowiednich systemach aksjomatycznych, ktérych uzasadnienia
poszukuje si¢ w inny sposéb. Matematycy pracujacy w jakiej$ dziedzinie (np. teorii
liczb czy analizie) uzasadniaja przyjgcie danego systemu aksjomatdw czy zaakcepto-
wanie pewnych technik przez odwotanie si¢ do intuicji, do mozliwosci
usystematyzowania praktyki matematycznej lub do innego typu rozwazan wewnatrz-
matematycznych. Jest jednak mato prawdopodobne, aby powotywali si¢ przy tym na
argument «z niezbgdno$ci» i na skuteczne zastosowania badanych przez siebie teorii
[Maddy 1992, 279].

Maddy twierdzi, ze wyniki jej rozwazaf, jeSli zostang zaakceptowane, powinny
prowadzi¢ do ,,istotnej reorientacji we wspolczesnej filozofii matematyki” [Maddy
1992, 289]. Niezaleznie od tego, czy zgodzimy si¢ z tym — chyba jednak zbyt daleko
idacym — wnioskiem, warto pamig¢ta¢ o tych zarzutach wobec argumentu «z
niezbedno$ci».

Reasumujac, argument «z niezbgdnoSci» opiera si¢ na obserwacji, ze matematyka
jest niezbedna w nauce, i ze stad (na podstawie Quine’owskiego kryterium istnienia)
wynika konieczno§é przyjecia realistycznego stanowiska w stosunku do jej przedmiotu
badan. Z kolei zarzuty wobec argumentu «z niezbedno$ci» mozna podzieli¢ na dwie
podstawowe grupy:

(i) pochodzace od Carnapa, a negujace zasadno$¢ tego wnioskowania; wedtug Car-
napa stosowanie takich a nie innych form jgzykowych nie ma implikacji natury ontolo-
gicznej;

(ii) pochodzace od Fielda, a negujace niezbednoS¢ matematyki w fizyce i tym
samym podwazajace przestanki argumentu z niezbednosci.

3. Zajmiemy si¢ teraz zagadnieniem niezbednoSci matematyki w nauce. Warto na
wstepie zwrdcié uwage na pewien prosty fakt. Teorie i twierdzenia matematyczne, ktére
sa uzywane w fizyce nie sa sformutowane w jednym jezyku formainym. Zawsze jest to
«naturalny jezyk matematyczny» — skladajacy si¢ z mieszaniny jakiegos jezyka natu-
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ralnego z jezykiem formalnym. Wystepuja w nim zaréwno wyrazenia jezyka naturalne-
20, jak i symbole i oznaczenia matematyczne. Z drugiej strony mowi sig, ze podstawowa
teoria dla matematyki jest teoria mnogosci Zermela-Fraenkla (w skrdcie ZFC), ktora
przeciez jest sformutowana w prostym jezyku formalnym (jest to jezyk pierwszego
rzgdu, w ktérym wystgpuje jeden predykat dwuargumentowy). Nie jest to oczywiscie
zaden paradoks — pojecia i twierdzenia matematyczne mozna zrekonstruowaé w jezyku
teorii mnogosci (poczynajac od najprostszej konstrukcji liczb naturalnych, poprzez
liczby wymiemne, rzeczywiste, zespolone, do przestrzeni funkcyjnych, rozmaitosci roz-
niczkowych i bardziej skomplikowanych tworéw). W praktyce oczywiscie nigdy nie
postugujemy si¢ sformutowaniami w jezyku ZFC, gdyz wowczas nie byloby mozliwe
sformutowanie jakiegokolwiek bardziej skomplikowanego twierdzenia w rozsadnym
czasie. Jednakze taka redukcja jest zasadniczo mozliwa.

Ptynie stad pewien wniosek, dotyczacy zagadniefi ontologicznych. W fizyce
wystepuja przestrzenie Banacha, operatory pseudorézniczkowe, rozmaitosci Riemana,
grupy Liego i wiele innych. Jezeli zatem przyjmujemy istnienie tych obiektéw matema-
tycznych, ktore sa niezbgdne w nauce, to mozemy mie¢ wrazenie, ze jest wiele rodza-
jow tych obiektéw. Jednakze fakt, ze mozna je wszystkie zdefiniowaé w teorii
mnogosci, czy tez inaczej: ze maja one swoja reprezentacj¢ w postaci odpowiednio
skomplikowanych zbior6w — umozliwia nam ograniczenie si¢ w dyskusji do problemu
istnienia (odpowiednio skomplikowanych) zbioréw.

By¢ moze nie wszyscy zgodza si¢ z tego typu wnioskiem. Mozna bowiem utrzymy-
waé, ze istnieje wiele rodzajow obiektoéw matematycznych (np. te, o ktorych juz byla
mowa), i ze fakt, ze np. jaka$ grupa czy przestrzeii funkcyjna ma swoj odpowiednik w
$wiecie zbioréw, nie znaczy wcale, ze nie istnieje ona «samodzielnie» poza tym §wia-
tem. W mySl tej koncepcji kazdy fragment $wiata matematycznego bylby opisywany
jakas teoria — dziedzina grup jedna, za$ dziedzina réwnan rézniczkowych zupelnie
inng. Teorie te bylyby sformulowane w rézinych, byé moze wzajemnie
nieprzektadalnych jezykach. Przyjecie takiej tezy zobowiazuje nas jednak do wyjasnie-
nia faktu, w jaki sposéb wyniki np. teorii grup mozna zastosowaé w geometrii roznicz-
kowej, skoro sa to rézne teorie, odnoszace si¢ do innej klasy przedmiotéw. Pojawiaja
si¢ problemy dotyczace przekladalnosci czy interpretowalnoSci teorii. Znacznie pro-
stszym wyjasnieniem bgdzie przyjgcie hipotezy, ze wszystkie obiekty matematyczne sa
zbiorami, za$§ opisujace je teorie sg po prostu fragmentami pewnej ogdlniejszej teorii, a
mianowicie teorii mnogos;ci.8 Ma to takze zalety metodologiczne: tatwiej por6wnywac
zobowiazania ontologiczne i tatwiej broni¢ si¢ przed zarzutami ze strony zwolennikéw
brzytwy Ockhama.

# W monografii [1980] Kunen pisze, ze pytanic o to, czy istnicja obickty nie bedace zbiorami, jest dla
matematyka nieistotne, podobnie jak nieistotne jest pytanie o to, czy zbiory sa naprawdg ufundowane. Z punktu
widzenia matematyka zatozenia, ze wszystkie przedmioty matematyczne sg zbiorami, a wszystkie zbiory sg
ufundowane, s3 sensownymi hipotezami roboczymi, zakre§lajacymi zakres badar i sensownych pytaf.
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Przyjmiemy wiec zalozenie (w $wietle powyzszych rozwazafi wydaje si¢ ono uza-
sadnione i rozsadne), ze wszystkie obiekty matematyczne sa odpowiednio skompli-
kowanymi zbiorami. Dyskusja na temat zobowiazah ontologicznych teorii
matematycznych zostanie zatem zredukowana do dyskusji na temat istnienia odpowied-
nich zbioréw. Precyzyjnych narz¢dzi dostarczy nam tzw. matematyka odwrotna, ktorej
po§wigcony jest nastepny paragraf.

4. Dla zrozumienia motywacji, ktéra tkwi u podioza badan w zakresie matematyki
odwrotnej, musimy cofnaé si¢ do czasow Hilberta i jego programu. W znanym
wykladzie O nieskoriczonosci [1926] Hilbert przedstawil swoje poglady na temat
nieskoficzono$ci i zaproponowal metodg uzasadnienia dopuszczalnosci stosowania me-
tod infinitystycznych. Jest to wedtug niego konieczne, poniewaz obiekty nieskoficzone
nie wystepuja w §wiecie fizycznym, a przeciez rola metod infinitystycznych w matema-
tyce jest fundamentalna. Musimy zatem w jaki§ spos6b uzasadni¢ i uprawomocnié
stosowanie metod, ktére pochodza niejako «nie z tego §wiata».

W programie Hilberta mozna (w pewnym uproszczeniu) wyrdznié trzy etapy (por.
[Simpson 1988]):

1. Pierwszy etap polega na wyr6znieniu nieproblematycznego, finitystycznego frag-
mentu matematyki — musimy byé w stanie sformalizowa¢ w nim przynajmniej ele-
mentarne operacje teorioliczbowe i operacje na skoficzonych ciagach symboli.

2. W drugim kroku cata matematyka ma byé sformalizowana w jednym systemie
formalnym, ktérego formuly sa skoficzonymi ciggami symboli, a zatem mozna je
bedzie analizowaé uzywajac metod finitystycznych, sformutowanych w pierwszym
kroku.

3. Ostatni krok ma polega¢ na udowodnieniu niesprzeczno$ci tego systemu za
pomoca metod finitystyczynych.

Sam Hilbert nie zdefiniowat precyzyjnie pojecia systemu finitystycznego. Mozliwe
sa tu rozne interpretacje (por. np. [Tait 1981]), nie bedziemy jednak zajmowac si¢ blizej
tym zagadnieniem.

Jak wiadomo, wyniki Godla pokazuja, ze przeprowadzenie programu Hilberta w
oryginalnej postaci nie jest mozliwe; w powszechnym odczuciu twierdzenia te zadaty
programowi Hilberta «§miertelny cios». Jednak pytanie, czy nie da si¢ programu Hil-
berta zrealizowaé przynajmniej czeSciowo (i jak pojecie takiej «czg$ciowej realizacji»
nalezy rozumieé) pozostalo otwarte. Wiemy, ze nie mozemy calej matematyki infinity-
stycznej ugruntowaé na jednej finitystycznej teorii. By¢ moze jednak mozna wykonaé
to zadanie przynajmniej dla pewnych fragmentdéw matematyki infinitystycznej. To
pytania legto u podstaw tzw. matematyki odwrotnej. Opiszemy teraz w spos6b skréto-
wy i nieformalny podstawowe elementy tego programu badawczego.9

* ~zytelnika zainteresowanego problematyka matematyki odwrotnej odsytamy np. do prac: [Kossak 1991],
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Jak wiadomo, matematyka moze by¢ sformalizowana w ZFC. Teoria ta jednak
niesie ze sobg pewne paradoksy, przede wszystkim zwigzane z pewnikiem wyboru,'o
ale rowniez z aksjomatem nieskoficzonosci czy zastgpowania. Okazuje si¢ jednak [Hil-
bert, Bernays 1934], ze duza cze¢$¢ matematyki klasycznej mozna rozwijaé w stabszej
teorii, mianowicie w arytmetyce drugiego rzgdu Z,. Teoria ta sformufowana jest w
dwusortowym jezyku ze zmiennymi dla liczb i zbioréw liczb. Oprocz zwyklych «aryt-
metycznych» aksjomatéw dotyczacych dziatafi dodawania i mnozenia (aksjomatow
uporzadkowanego pierécienia przemiennego) i aksjomatu ekstensjonalno$ci zawiera
ona aksjomat indukcji:

De XAVX(xe X=>x+1e X)]=>Vxxe X,

i szczeg6lnie dla nas wazny schemat aksjomatéw istnienia zbiordw:

(CA)": 3X Vx [x € X & (), dla wszystkich formut ¢ z jezyka Zy, w kt6rych
zmienna X nie jest wolna.

Stwierdza on, ze dla wszystkich formut ¢ jezyka arytmetyki Z;, istnieje pewien
zbior, ktéry sklada si¢ dokladnie z tych element6éw x, ktore spetniaja formute ¢. Zwrdé-
my uwage na fakt, ze schemat (CA) mozemy ostabié, zalezne od tego, jak obszermna
klase formut ¢ uznamy za wazna. Ogdlna postaé tego schematu jest taka:

(CA-®): IX Vx [x € X & ¢(x)], dia wszystkich formut ¢ € P.

Od petnego aksjomatu istnienia zbioréw CA, aksjomat ten rdzni si¢ tym, ze istnienie
zbioréw zakiadamy tylko dla zbioréw definiowalnych formutami z klasy ®, a nie
dowolnymi formutami z j¢zyka Z,. Zauwazmy, ze jezeli klasa formut @ jest mniejsza
od klasy formut @', to przyjmujac CA-® zakladamy istnienie mniejszej liczby zbior6w
niz przyjmujac schemat CA-9"% Mozemy zatem powiedzieé, ze rozwazane w ramach
matematyki odwrotnej podsystemy Z, (ktére sa stabsze niz Z,, gdyz stabszy jest sche-
mat aksjomatu istnienia zbiordw) rdznia si¢ migdzy soba sita zatozen egzystencjalnych.
Dobrze widoczne jest to wtedy, gdy przyjrzymy si¢ modelom dla réznych podsystemow
Z,. Modele takie majg posta¢ (M, I'm), gdzie M jest modelem dla arytmetyki pierwsze-
go rzgdu, za§ 'y € P(M) (P(M) to zbidr potggowy M; predykat € jezyka Z; interpre-
tujemy zawsze jako relacj¢ nalezenia). W modelach dla silniejszego — zakladajacego

[Murawski 1993] (w tej pracy czytelnik znajdzie bardzo obszerng bibliografig), (Simpson 1984], [Simpson
1988] czy [Wojtowicz 1997?] (gdzie prezentacja dostosowana jest do potrzeb dyskusji na temat argumentu «z
niezb¢dnosci»).

ONa przyklad twierdzenie Banacha-Tarskiego o paradoksalnym rozktadzie kuli.

"' CA — skrét od ,,Comprehension Axiom”

12 Ostatnie zdanie wymaga oczywi$cie pewnego doprecyzowania. Moze sie przeciez zdarzyé, ze klasy formut
@ i O’ sa rozne, ale opisuja te same klasy zbioréw (na przyktad jezeli klasa @’ powstaje z klasy @ poprzez
dorzucenie nowej, dodatkowej formuty, ktéra jest rownowazna jakiej§ formule juz obecnej w klasie ®). Aby
zachowaé tu petng precyzjg, nalezatoby oczywiscie powiedzied, ze w tej sytuacji schemat CA-® bedzie zaktadat
istnienie niewigkszej liczby zbioréw, niz schemat CA-®’. Jednak w interesujacych wypadkach (rozwazanych
w ramach matematyki odwrotnej) inkluzje sq §ciste.
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silniejszy aksjomat istnienia zbior6w — podsystemu Z, klasa I'y bedzie obszerniej-
sza.”?

W og6lnym wypadku klasa formut ®, wystepujaca w schemacie istnienia zbioréw,
moze by¢ dowolnym podzbiorem klasy wszyskich formut Z;. Wigkszos§¢ uzyskanych w
ten sposob teorii S((I))M bedzie nieciekawa. Okazuje si¢ jednak, ze mozna wyrdznic
pewne naturalne, z punktu widzenia praktyki matematycznej, teorie S(®), ktore beda
sie réznity w zakresie schematdw istnienia zbioréw.

Sama teoria Z; jest stabsza niz teoria mnogosci ZFC (oczywiscie dotyczy to tym
bardziej podsysteméw Z,, powstajacych z Z, przez ostabienie schematu aksjomatoéw
istnienia zbior6w). Okazuje si¢ jednak, ze w Z; mozna z powodzeniem sformalizowaé
pokazne fragmenty matematyki. Wymaga to oczywiscie pewnych zabiegéw formal-
nych: najpierw nalezy zdefiniowaé w jezyku Z, odpowiednie pojecia (np. pojecie
funkcji ciaglej, czy pojgcie przestrzeni Banacha, jesli chcemy sformalizowaé jakie$
twierdzenie z analizy, albo grupy, je§li zajmujemy si¢ algebra) i nastgpnie sformutowac
w jezyku Z; odpowiednie twierdzenie. Dow6d tego twierdzenia musi byé tez
sformutowany w jezyku Z; i przeprowadzony z wykorzystaniem aksjomatéw Z,. Mo-
zemy teraz zastanowic si¢ nad nastgpujacym problemem: podsystemy Z,, rozwazane w
ramach matematyki odwrotnej, a rzniace si¢ schematem istnienia zbioréw (i by¢ moze
takze schematem aksjomatéw indukgji, co jest dla nas z filozoficznego punktu widzenia
mniej interesujace), roznig si¢ takze oczywiécie w zakresie twierdzen, ktére mozna w
nich udowodnié. Mozemy zatem, majac na uwadze jakie§ konkretne twierdzenie mate-
matyczne (np. twierdzenie Arzeli-Ascoliego czy Hahna-Banachals) zastanawia¢ sig, w
ktérym z podsystemdéw Z; mozemy je udowodnié. Podstawowy problem, rozwazany w
ramach materatyki odwrotnej, mozna zatem sformulowac w sposdb nastgpujacy:

Zasadnicze pytanie matematyki odwrotnej: Jaki jest dla danego twierdzenia
«zwyklej» matematyki T, najstabszy podsystem Z;, w ktdrym mozemy to twierdzenie
udowodnic?'®

13 Na przyklad struktura postaci (N, P(N)), gdzie N jest standardowym modelem dla arytmetyki (tzn. sktada
si¢ z «prawdziwych» liczb naturalnych) jest modelem dla Z,. Z kolei struktura (N, Rec) (N — model
standardowy, Rec — rekurencyjne podzbiory zbioru liczb naturalnych) jest modelem dla pewnego podsystemu
Z», znanego w literaturze jako RCA,, w ktérym pelen schemat aksjomatu istnienia zbiordw zostat ostabiony do
schematu dla formut definiujacych zbiory rekurencyjne.

MStosujcmy oznaczenie S(d), aby uwypukli¢ roznice miedzy podsystemami Zz, wynikajace z roznej sily
(schematu) aksjomatéw istnienia zbiorow. Dla porzadku nalezy jednak podkreslié, ze réZnice te moga réwniez
wystgpowaé w schemacie aksjomatéw indukeji czy polegaé na dodaniu innych dodatkowych aksjomatéw.

Bsato podstawowe twierdzenia dziatu matematyki zwanego analiza funkcjonalng, majace duze znaczenie
teoretyczne i w zastosowaniach (np. w teorii réwnan rézniczkowych). Twierdzenie Arzeli-Ascoliego podaje
warunki relatywnej zwarto§ci podzbioru przestrzeni funkcyjnej, a twierdzenie Hahna-Banacha méwi o rozsze-
rzaniu funkcjonaléw liniowych z podprzestrzeni do calej przestrzeni Banacha. Tre§é tych twierdzen nie jest
jednak istotna dla naszych rozwazan; wazne jest to, ze naturalne i wazne twierdzenia matematyki «zwyklej»
pozwalajq si¢ kiasyfikowac.

16 pojawia sig pytanie, co to znaczy , «zwykla» matematyka”. Simpson, jeden ze wspottworcow programu
matematyki odwrotnej odpowiada na to pytanie w sposéb nast¢pujacy:
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Pytaniu temu mozna nada¢ rdwnowazng postaé, w ktdrej w bardziej czytelny spo-
sOb pojawi sig kwestia zobowiazan ontologicznych:

Jak silne sg dla danego twierdzenia T aksjomaty istnienia zbioréw potrzebne dla
udowodnienia tego twierdzenia?

Wiele konkretyzacji tego pytania doczekato si¢ juz odpowiedzi w ramach matema-
tyki odwrotnej. Wyr6znia si¢ kilka podstawowych teorii (bgdacych podsystemami Z,),
ktére odpowiadaja znanym twierdzeniom matematycznych, czy, mowiac Scislej, gru-
pom twierdzei. Badania prowadzone s3 inaczej niz to si¢ standardowo robi w matema-
tyce, wychodzi si¢ bowiem od danego twierdzenia i, postugujac si¢ nim, udowadnia
dany aksjomat istnienia zbioréw (stad pochodzi nazwa ,,matematyka odwrotna™).

Podsumowujac: w ramach badai nad podsystemami Z; mozemy explicite
sformutowaé aksjomaty istnienia zbioréw potrzebne dla udowodnienia konkretnych
twierdzeii matematycznych i dla rozwijania konkretnych teorii matematycznych.

S. W jaki sposéb mozna wykorzystaé wyniki matematyki odwrotnej do analiz
ontologicznych? Przypomnijmy, ze przyj¢lismy dwie robocze hipotezy:

— skuteczno$¢ argumentu «z niezbgdnosdci» Quine’a-Putnama;

— zalozenie o tym, ze wszystkie obiekty matematyczne sa zbiorami odpowiedniego
rodzaju.

Mozemy teraz zastanowiC si¢ nad tym, jakie zobowiazania ontologiczne «zacia-
gaja» w Swiecie zbioréw odpowiednie teorie fizyczne. «Algorytm» dla takich badai
bedzie wygladat w sposéb nastepujacy:

(1) dla interesujacej nas ze wzgledu na zobowiazania ontologiczne teorii fizycznej T
wyodrgbniamy stosowane w niej techniki matematyczne;

(2) sprawdzamy, w ktérym z rozwazanych w ramach matematyki odwrotnej syste-
moéw aksjomatycznych (podsysteméw Z;) S(P) mozna sformalizowaé te techniki i
udowodnié te twierdzenia;

(3) z wynikéw badan (1) i (2) wysnuwamy wniosek, ze teoria T zobowiazuje si¢ do
istnienia tych zbiordw, ktére zaklada (w ramach aksjomatu istnienia zbiorow) teoria
S(®).

Jest to oczywiscie schemat, ktéry trudno bedzie zrealizowaé w praktyce. Rozwazmy
pewne podstawowe trudnodci, ktore wiaza si¢ z realizacja punktéw (1) i (2).

.Moéwiac ogoélnie, przez ,«zwyklg» matematykg” rozumiemy bedaca w gldwnym nurcie badad matematycz-
nych matematykg nie-teoriomnogoSciows, tj. matematyke, z jaka mieli§my do czynienia, zanim zabrali si¢ do
jej.uprawiania specjalisci od abstrakcyjnej teorii mnogosci. (Albo raczej: matematyke taka, jaka bytaby, gdyby
nie zabrali si¢ do niej specjaliSci od abstrakcyjnej teorii mnogosci.) Zwykla matematyka obejmuje zatem
geometrig, teori¢ liczb, rachunek rdzniczkowy i catkowy, réwnania rozniczkowe, analizg¢ rzeczywisty i
zespolong, przeliczalng algebrg, topologi¢ zupelnych o§rodkowych przestrzeni metrycznych, logik¢ matema-
tyczna i teorig obliczei. Nie obejmuje ona abstrakcyjnej teorii mnogosci, abstrakcyjnej analizy funkcjonalne;j,
topologii ogélnej i algebry nieprzeliczalnej” {Simpson 1984, 783).



126 Krzysztof Wéjtowicz

Ad (1). Juz przy realizacji tego punktu powstaja watpliwosci. Teorie fizyczne nie s
jednorodne, pewne ich fragmenty sa dla danej teorii absolutnie podstawowe (stanowig
jadro teorii), inne sg marginalne i mato istotne. Musimy zatem na wstgpie zakres§li¢
zakres badan, tzn. wyrdzni¢ ten fragment teorii fizycznej (np. ten fragment mechaniki
kwantowej albo teorii sprezystosci), ktory bedziemy badaé. W ogdlnym przypadku
mozemy si¢ spodziewaé, ze pewne zastosowania danej teorii wymagaja uzycia technik
znacznie bardziej zaawansowanych niz te, ktore sg niezbedne dla sformutowania pod-
stawowych faktow. To nakfada na nas obowiazek doprecyzowania zatozef; z drugiej
strony umozliwi nam to przeprowadzenie bardziej subtelnych analiz dotyczacych struk-
tury tej teorii.

Ad (2). Rzadko zdarza si¢, ze dana grupa twierdzed i definicji (np. ze stan-
dardowego podrgcznika réwnan rézniczkowych) odpowiada doktadnie jednemu z pod-
systemoéw Z,. Szczegdlnie wyraznie jest to widoczne w wypadku analizowania technik
matematycznych uzywanych przez fizykéw. Na ogdt bowiem w praktyce nie zwraca si¢
uwagi na to, w jak silnych systemach aksjomatycznych dane twierdzenia sa dowodzo-
ne. «Uzytkownicy» twierdzeh matematycznych zwracaja uwage¢ jedynie na to, czy
twierdzenia te znajdujg si¢ w grupie twierdzei powszechnie akceptowanych przez
matematykdéw (np. twierdzenia, dla ktorych udowodnienia wymagany jest pewnik wy-
boru sa powszechnie akceptowane; natomiast takie, dla ktérych udowodnienia wyma-
gana jest np. uogélniona hipoteza continuum albo jaki§ aksjomat istnienia duzych liczb
kardynalnych — nie sa). Zastosowanie tego kryterium w praktyce polega na sprawdze-
niu, czy dane twierdzenie mozna znalez¢ w jakiej§ monografii czy artykule. Zastrze-
zenia natury filozoficznej (ktére leza u podtoza np. intuicjonistycznych czy
post-intuicjonistycznych koncepcji metamatematycznych i rozwijanych w ich ramach
teorii matematycznych) nie stanowia, jak si¢ wydaje, istotnej przeszkody dia fizyka.
Fizyk stosuje te twierdzenia (zaczerpnigte z monografii, artykuldw, czy udowodnione
przez siebie samego), ktore sa dla niego przydatne, nie ograniczajac si¢ tutaj zadnymi
zewngtrznymi kryteriami natury filozoficznej. Mimo to analizy dotyczace miejsca w
hierarchii Friedmana'” technik matematycznych stosowanych w danej teorii mogg by¢
owocne. Jest prawdopodobne, ze dla prostych teorii fizycznych T (np kinematyki ruchu
prostoliniowego) wystarczg nam techniki matematyczne formalizowalne w jakim§ pro-
stym podsystemie Z;, a z kolei bardziej skomplikowane teorie beda wymagaé uzycia
technik nie mieszczacych si¢ w tej hierarchii i odwotujacych si¢ na przyktad do pelnego
ZFC. Przeprowadzenie tego typu analiz bedzie filozoficznie owocne, jednak zdecydo-
wanie wykracza poza ramy tej pracy (i poza kompetencje autora).

Ad (3). Z rozwazaii w punkcie 2 wynika posrednio, ze nie zawsze otrzymamy
wyniki precyzyjnie okre§lajace zobowiazania ontologiczne (w klasie zbioréw) teorii

17 jest to hierarchia podsysteméw Z; uszeregowanych, ogélbie rzecz biorac, wedtug sity aksjomatu istnienia
bioréw. Nawza pochodzi od nazwiska matematyka, ktory w roku 1974 na Kongresie Matematykéw w
Vancouver sformutowat zatoZenia programu badawczego matematyki odwrotne;j.
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fizycznych. Mozna jednak przypuszczaé, ze uzyskamy szereg wynikéw postaci: teoria
T zobowiazuje co najmniej do zbioréw z klasy definiowalnej aksjomatem ® — jezeli w
tej teorii wystepuje w istotny sposob (tu powraca pytanie 0 znaczenie pojecia istot-
nosci) jakie$ twierdzenie rOwnowazne aksjomatowi ®. Bedzie to tez znaczacy z filo-
zoficznego punktu widzenia wynik.

6. Powyzsze analizy rodza szereg watpliwosci natury technicznej, filozoficznej i
metafilozoficznej. W skrotowej formie oméwimy tu kilka z nich (czytelnik znajdzie
szersze omoéwienie tych kwestii w [Wojtowicz 1997].

Przede wszystkim nalezy zauwazyé, ze wzmocnienie (czy modyfikacja) argumentu
«z niezbednosci» poprzez zastosowanie wynikéw matematyki odwrotnej (czy ogélniej:
wynikéw logicznych czy metamatematycznych) do rozwazai ontologicznych — nie
rozstrzyga sporu mi¢dzy realizmem a nominalizmem. Nominalista odrzuca argument
«z niezbednosci» (badz, jak Carnap, wskazujac na fakt, ze wnioskowanie istnienia ze
stosowalnoSci nie jest uprawnione; badz, jak Field, podwazajac przestanke tego argu-
mentu i podajac nominalistyczne przeformulowania teorii fizycznych). Bedzie on za-
tem odrzucat takze jego modyfikacje i uszczegétowienia. Jednak doprecyzowanie
argumentu «z niezbgdnoSci» moze stuzy¢ realiScie do obrony przed zarzutami natury
metodologicznej, dotyczacymi braku precyzyjnego sformulowania czy mozliwosci za-
stosowania tego argumentu w praktyce.

Nalezy takze pamigtaé o tym, ze klasyfikacja Friedmana obejmuje, jak dotad, zale-
dwie mata czg§¢ twierdzefi matematycznych (chod udalo si¢ zaszeregowanie wielu
podstawowych dla fragmentéw matematyki twierdzed, jak np. wspomniane juz twier-
dzenie Hahna-Banacha czy twierdzenie Ascoli, ale takze wiele innych). Druga istotng
trudnoscia jest to, ze nie jest tatwo doktadnie wyodrgbnié fragmenty matematyki uzy-
wane w teoriach fizycznych (o czym juz byta mowa), a co za tym idzie dokladnie
okreslié, jakie podsystemy Z, sa faktyczne uzywane w poszczegoélnych teoriach fizycz-
nych, co umozliwitoby dokonanie doktadnej klasyfikacji zobowiazan ontologicznych.
Mozemy raczej spodziewaé si¢ tu jedynie czastkowych odpowiedzi i wynikéw o posta-
ci ,,zobowiazania ontologiczne teorii 7 sa nie slabsze niz...”, anizeli dokladnych i
precyzyjnych twierdzen.

PrzejdZmy teraz do watpliwosci natury bardziej ogdlnej. Czy klasyfikowanie obiek-
tow abstrakcyjnych pod wzglgdem stopnia komplikacji ma w ogble sens? Czy rozwaza-
nia tego typu nie zaciemniaja niepotrzebnie obrazu i nie utrudniaja rozwazenia
wlasciwego problemu filozoficznego, tj. kwestii istnienia obiektow abstrakcyjnych, nie
za$ ich struktury, stopnia komplikacji czy «wewngtrznej budowy»? Nie ma tu prostych
odpowiedzi. Zwroémy jednak uwage na to, ze problem ztozonosci obiektéw matema-
tycznych i ich struktury byl obecny w dyskusjach na temat podstaw matematyki od
dawna. Standardowym przyktadem moze byé tu pewnik wyboru, kontrowersyjny prze-
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de wszystkim ze wzglgdu na swdj niekonstruktywny charakter, a nie ze wzgledu na
fakt, ze postuluje istnienie obiektu abstrakcyjncgo.Is Podobng natur¢ ma dyskusja na
temat istnienia zbioréw nieprzeliczalnych, czy analizy dotyczace dodatkowych aksjo-
matéw dla teorii mnogoSci — np. aksjomatdw duzych liczb kardynalnych, czy zasad
kombinatorycznych (por. [Maddy 1988]). Dla matematyka kwestia struktury badanego
obiektu jest zasadnicza. Powstaje tu w kontekscie naszej dyskusji nowy problem: czy
wiasciwa miara zlozonoSci zbioréw jest rodzaj definiujacej je formuty, czyli miejsca tej
formuly w hierarchii 11", Jezeli jednak chodzi o powszechnie akceptowane wérdd
matematykéw nieformalne kryterium abstrakcyjnoéci twierdzed (w mysl ktérego twier-
dzenie, ze 2+2=4, jest mniej abstrakcyjne, niz twierdzenie Godla) to okazuje sie, ze
hierarchia Friedmana w miarg dobrze odpowiada tej naturalnej hierarchii.

Zastanéwmy si¢ nad pewnym problemem natury metafilozoficznej. Jest do$¢ oczy-
wiste, ze dla formutowania skomplikowanych teorii fizycznych potrzebujemy trudnych
i skomplikowanych teorii matematycznych, a dla udowodnienia silnych twierdzen po-
trzebujemy silnych zatozefi. Czy drobiazgowe analizy techniczne, dotyczace podsyste-
moéw Z; moga mieé istotne znaczenie filozoficzne? Znajomo$é szczegbdtow
technicznych nie zawsze jest filozofowi potrzebna, czasem moze nawet utrudnia¢ zro-
zumienie istoty problemu. Jednak ich nieznajomo§é moze prowadzi¢ do szkodliwych
uproszczen czy nawet nierzetelnodci. (Przypomnijmy w tym miejscu chociazby nad-
uzycia interpretacyjne pojawiajace si¢ przy okazji twierdzenia Godla.) Wiedza na
przyktad na temat tego, czy fizyki nie mozna uprawiaé stosujac np. jedynie teori¢
pewnej skoficzonej ilosci liczb naturalnych (np tylko liczb mniejszych od 10'%, bytaby
bardzo istotna w kontekScie dyskusji na temat roli matematyki infinitystycznej w po-
znawaniu $wiata. Jednak warunkiem koniecznym uczestniczenia w takiej dyskus;ji jest
znajomo$¢ tego typu wynikow.

Zaréwno sam argument Quine’a-Putnama, jak i jego modyfikacje, nie rozstrzygaja
kwestii istnienia obiektdw «czystej matematyki» (przy calej niejednoznacznosci tego
terminu). Do analiz dotyczacych tego typu obiektéw musimy uzywaé innych argumen-
téw — czy to argumentéw pochodzacych od Godla, czy na przyklad analiz heurystycz-
nych dotyczacych uzasadniania aksjomatéw dla teorii mnogoSci (por.np. [Maddy
19881).

'8 Dla nominalisty zbiér pusty czy zbiér jednoelementowy jest rownie nie do zaakceptowania, jak skompli-
kowane twory teoriomnogo$ciowe (np. duze liczby kardynalne). Nominalista odrzuca bowiem istnienie
przedmiotéow abstrakcyjnych ze wzgledu na ich abstrakcyjno$¢ wiasnie, a nie ze wzgledu na strukture. Zbior
pusty jest dla niego «réwnie abstrakcyjny», jak np. zbi6r pot¢gowy zbioru liczb naturalnych.

' Hierarchia Z-T1 jest hierarcha formut. okreslajaca ich stopief komplikacji, mierzony ilo$cia kwantyfikato-
réw. Klasa 5o = ¢’ skltada si¢ z formut zawierajacych jedynie kwantyfikatory ograniczone. Klasa (M)
skiada si¢ z formut postaci 3x ¢ (odp. Vx ¢). gdzie ¢ jest formutq klasy . (odp. z°). Méwiac niezbyt §cisle,
i dluzszy ciag kwantyfikatoréw wystepuje w danej formule, tym wyzej wystepuje ona w hicrarchii Z-TT
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7. Platonizm klasyczny (operajacy si¢ na argumentach typu argumentéw Godla) i
realizm Quine’a-Putnama réznig si¢ w istotny sposéb. O ile argumenty Gdodla wy-
chodza, méwiac najogdlniej, od do§wiadczenia matematycznego i rozwazan nad struk-
turg samej matematyki, o tyle argumenty Quine’a-Putnama opieraja si¢ na analizach
dotyczacych struktury tych teorii naukowych, w ktérych wystepuja techniki matema-
tyczne. Podejscie Quine’a-Putnama pozwala na uniknigcie kontrowersyjnych rozwazan
dotyczacych intuicji matematycznej i pozrania przedmiotow matematycznych (co jest
Jednak zarazem staboscia tego podejscia, gdyz brak w nim teorii epistemologiczne;j;
ujecie Quine’a-Putnama nie wyja$nia oczywistoSci matematyki elementarnej). Argu-
ment «z niezbgdnosci» koncentruje si¢ na badaniach metanaukowych, co z kolei umoz-
liwia jego usciSlenie — np. takie, jakie zostato zaprezentowane w niniejszym artykule.

Uzyskane w ten sposéb wyniki moga by¢ interesujace dla realisty, akceptujacego
argumenty Quinc’a-Putnamam — umozliwia mu one bowiem doprecyzowanie jego
stanowiska i prowadzenie «iloSciowych», a nie jedynie «jakoSciowych» rozwazaf.
Wydaje mi sig, ze moga one by¢ interesujace takze dla przeciwnikéw stanowiska
realistycznego, odrzucajacych argument «z niezbgdnosci». Wyniki matematyki odwrot-
nej mozna bowiem stosowac réwniez do analiz jezyka nauki, «btorac w nawias» zagad-
nienie istnienia.
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