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Celem artykuthu jest analiza roli diagramow, czy szerzej — wizualizacji w poznaniu
matematycznym w $wietle kategorii intuicji.' W filozofii matematyki XX wieku domi-
nowat poglad, iz diagramy sa w poznaniu matematycznym zbgdne, a czgsto nawet
szkodliwe. Zgodnie z takim stanowiskiem wizualizacje moga peni¢ co najwyzej rolg
heurystyczng badz tez pedagogiczna, nie powinny by¢ jednak nigdy uzywane w kon-
tek$cie uzasadniania — kazde rozumowanie oraz kazdy dowdd moze i powinien by¢
sprowadzony do przeksztalcen symboli.> W ostatnich latach nastepuje ponowny wzrost
zainteresowania rolg wizualizacji w poznaniu matematycznym. W ramach tego sze-
rokiego nurtu zwraca si¢ uwage na bardzo wiele zastosowan i funkcji poznawczych
diagramoéw; oprocz pehnienia niezbywalnej roli w nauczaniu diagramy pomagaja
mianowicie ksztalttowac nasze pojgcia matematyczne, mogg stanowic¢ zrodto inspira-
cji czy odkrycia, odgrywaja tez czgsto istotng rolg w rozumowaniach. Przestrzenne
reprezentacje obiektow matematycznych sa rowniez szeroko stosowane w wielu ga-
leziach matematyki, ktore byly intensywnie rozwijane w ubiegtym wieku (teoria gra-
fow, teoria kategorii czy teoria krat); dodatkowo, w ostatnich latach mozliwosci wi-
zualizowania obiektow matematycznych znacznie wzrosty dzigki komputerom.

! Znaczenie termindw ,,diagram”, ,,wizualizacja” i innych objasniam szerzej w dalszej czesci tekstu.

? Mozna wskazaé kilka zrodet takiego stanowiska: po pierwsze, byl to rozw6j czesto sprzecz-
nych ze zwyklymi intuicjami wizualnymi geometrii nieeuklidesowych; po drugie, zwodniczo$¢ in-
tuicji przestrzennej w analizie matematycznej; po trzecie, znane juz od starozytno$ci zasadnicze
wady diagramow, jak ich jednostkowos¢ (fakt, iz kazdy diagram reprezentuje tylko konkretny
obiekt) i nadmiarowos$¢ (kazdy diagram zawiera wigcej informacji niz jest to potrzebne — np. dhu-
gos¢ boku trojkata); po czwarte wreszcie, rozwdj logiki matematycznej, w ktorego konsekwencji
kazdy dowdd matematyczny mogt by¢ sprowadzony do przeksztalcen symboli.
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Wydaje sig, ze wzmozone badania nad natura poznania zaposredniczonego przez
diagramy zmuszaja do ponownej refleksji nad rola, ktéra odgrywa w nim intuicja
przestrzenna. W jakim sensie mozna powiedzie¢, iz w trakcie analizy diagramow
aktywna jest (jakkolwiek rozumiana) intuicja? Czy zastosowanie kategorii intuicji
jest w analizie wizualizacji w ogodle zasadne czy tez uzyteczne? W celu odpowiedzi
na te pytania oméwimy najpierw wazniejsze zagadnienia zwigzane z kategorig intu-
icji w ogdle, nastepnie rozwazymy wybrane aspekty wspotczesnych badan nad wizu-
alizacjami, aby dalej oceni¢, jakie miejsce w tych badaniach mozna przypisa¢ intu-
icji. Szczegdlna uwaga zwrocona bedzie przy tym na dychotomie, ktére zazwyczaj
sa z nig wiazane: przeciwstawienie intuicji i rozumowania (w szczego6lnosci deduk-
cji) jako zrdédetl poznania czy tego co intuicyjne i tego co pojeciowe W naszym po-
znaniu. Dychotomie te, odnoszace si¢ do funkcji lub wtadz poznawczych, chcieliby-
$my rozwazy¢ w $wietle badan nad wlasnosciami diagraméw i symboli jako prze-
ciwstawionych sobie typow reprezentacji w matematyce.

Intuicja byla i jest rozumiana w teorii poznania na wiele odmiennych sposobow.
Poszczegblne koncepcje intuicji mozna systematyzowaé bardzo rdznie, wydaje si¢
jednak, ze daje si¢ wyszczeg6lni¢ dwa ogdlne jej ujgcia (zar6wno w matematyce, jak
i w odniesieniu do innych sfer poznania). Po pierwsze, o intuicyjnym poznaniu badz
o intuicjach mowi si¢ jako o tym, co niescisle czy niejasne badz tez niekompletne
W naszym poznaniu (wymagajace doprecyzowania matematycznego, $cislejszego
ujecia). Autorzy ksiazki Swiat matematyki pisza w tym duchu rowniez, iz ,,przy bra-
ku dowodu, intuicyjne oznacza prawdopodobne lub przekonujace” czy inaczej sta-
nowiace ,;rozsadne przypuszczenie” (Davis i in., 2001, s. 374). Po drugie, intuicja
rozumiana jest jako zrédlo bezposredniego, natychmiastowego oraz catoSciowego
poznania badanego przedmiotu badz jako wytwor poznania o podobnych charaktery-
stykach. Bezposrednio$¢ czy natychmiastowos$¢ intuicji jako pewnej relacji poznaw-
czej z przedmiotem poznania bywa przy tym rozmaicie rozumiana. Moze ona ozna-
cza¢ niezalezno$¢ poznania intuicyjnego od rozumowania lub uzasadnienia czy fakt,
iz odbywa si¢ ono bez konieczno$ci stosowania symboli i poj¢¢ (Parsons 2008,
s. 138-144). Intuicja bywa w tym duchu przeciwstawiana dedukcji, a poznanie intu-
icyjne poznaniu uzyskanemu za posrednictwem pojeé. Z uwagi na przypisywang po-
znaniu intuicyjnemu cato$ciowos¢ to, co ,,intuicyjne” mozna rozumie¢ jako ,holis-
tyczne lub scalajace w przeciwstawieniu do szczegélowego lub analitycznego”
(Davis i in. 2008, s. 375). Dodajmy wreszcie, iz mozna méwic¢ o intuicji jako wladzy
poznawczej badz po prostu o intuicyjnym poznaniu.

Sposréd wielu rozroznien, ktéore mozna wprowadzié, starajac si¢ usystematyzo-
wac ujecia intuicji, mozna zwroci¢ uwageg na jeszcze jedno, mianowicie na rozroz-
nienie miedzy ,,intuicja, ze” oraz intuicja obiektowa’. Pierwsza z nich ma zdaniowy
czy propozycjonalny charakter: mie¢ ,,intuicjg, ze” to zywi¢ pewne przekonanie.

? Por. Parsons 2008, s. 139. Terminy te sa thimaczeniami uzywanych w literaturze anglojezycz-
nej intuition that oraz intuition of.
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Trudniej scharakteryzowac¢ intuicj¢ obiektowa; mozna ja rozumie¢ jako jaki$ rodzaj
uchwycenia przedmiotu poznania czy innej relacji poznawczej z nim, ktdra nie musi
mie¢ ze swojej natury charakteru propozycjonalnego.

Autorzy Swiata matematyki wymieniaja wreszcie intuicje wizualna czy intuicje
przestrzenng (terminy te traktuje¢ jako réwnoznaczne) jako odrgbny typ intuicji lub
kontekst, w ktorym kategoria intuicji jest stosowana. Posiada ona swoja specyfike, cho¢
réwniez do niej odnosi¢ mozna wspomniane wyzej dwa ogolne rozumienia intuicji, jak
réwniez dychotomie intuicja—dedukcja i poznanie intuicyjne-poznanie pojgciowe.

Czym jednak jest intuicja przestrzenna? Paradygmatyczna i najbardziej wpty-
wowa jej koncepcja pochodzi oczywiscie od Immanuela Kanta.* Wymienmy wigc
gtéwne charakterystyki kantowskiej intuicji czy tez w terminologii niemieckiego fi-
lozofa — naocznoéci. Kant postuluje dychotomiczno$¢ naocznos$ci i pojeé w naszym
poznaniu, wyplywajaca z bardziej fundamentalnej dychotomii intelekt—zmystowosé.
Wyroéznia on, jak wiadomo, naoczno$¢ empiryczna, za ktorej posrednictwem uzy-
skujemy konkretne dane naoczne, oraz naoczno$¢ czysta, czyli niezmienna forme
wszystkich zmystowych tre$ci naocznych w ogole. Czysta naoczno$¢ przestrzeni,
rozumiana tez jako przestrzen, a przez po6zniejsza tradycje filozoficzng jako intuicja
przestrzenna, stanowi w pewnym sensie przedmiot geometrii, stanowiac jednocze-
$nie (jako wrodzona i niezmienna) zrodto apriorycznosci i koniecznosci jej sadow.
Wedhig Kanta odwotania do czystej naocznosci czy przedstawienie pojgcia w odpo-
wiadajacej mu czystej naocznosci sa koniecznymi elementami dowodéw geome-
trycznych, do ktérych przeprowadzenia nie starcza analiza znaczenia poje¢ lub tez
ich definicji.® Kantowska intuicjg-naocznoé¢ mozna interpretowa¢ jako wiadze po-
znawcza, dzigki ktorej podmiotowi poznajacemu bezposrednio dana jest tre$¢ zmy-
stowa (dana przez naoczno$¢ empiryczna) oraz aprioryczna, przestrzenna (naocznosc
czysta). Dodajmy réwniez, iz kazde poznanie ma, wedlug Kanta, zarbwno wymiar

* Jak wiadomo, Kant uzywa terminu Anschauung, przethumaczonego przez Ingardena jako
,haocznos$¢”. Idac m.in. za thumaczeniami angielskimi, ktore ttumacza go jako intuition, traktuje
kantowska naoczno$¢ jako typ intuicji.

’ Zmystowos¢ (Sinnlichkeif) to zdolnoéé uzyskiwania wyobrazen czy odbiorczo$ci wrazen
zmystowych, intelekt (Verstand) jest natomiast ,,zdolno$cia wytwarzania samemu przedstawien lub
tez samorzutnoscia poznania”, intelekt to ,,zdolno$¢ pomyslenia przedmiotu naocznosci zmystowe;”
(Kant, 1., Krytyka czystego rozumu, A51/B75); ,,przez pierwsza z nich przedmioty sa nam dane,
przez drugi za$ sa pomyslane” (tamze, A15/B29).

® Pytanie, jaka doktadnie rolg czysta naocznoéé odgrywa w rozumowaniach i dowodach geo-
metrycznych, jest, jak wiadomo, jednym z trudniejszych punktow w interpretacji kantowskiej filo-
zofii geometrii. Nie ma tu miejsca na analiz¢ tego problemu. Dos¢ stwierdzi¢, iz zasadniczym ele-
mentem stanowiska Kanta jest to, ze poznanie matematyczne zachodzi dzigki konstrukcji pojgé
matematycznych, czyli przedstawieniu ich sobie w czystej naocznosci: ,,matematyka zawiera dowo-
dy unaoczniajace, poniewaz swe poznanie wyprowadza nie z poje¢, lecz z ich konstrukeji, tzn. na-
ocznosci, ktora moze by¢ a priori dana jako odpowiadajaca pojeciom” (tamze, A734/B762). Aby
udowodnic¢ jaka$ wlasno$¢ np. trojkata, konieczne jest wige przedstawienie go w czystej naocznosci,
co wiaze si¢ w szczegolnosci z konstrukcja odpowiedniego diagramu.
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pojeciowy, jak i naoczny.” Nie moze by¢ wiec u Kanta mowy o intuicji jako o po-
znaniu bezpo$rednim, rozumianym jako pozapojeciowe lub tez jako osiggnigtym bez
udziatlu dedukc;ji dostepie do prawd geometrycznych.

Kantowska filozofia geometrii uksztaltowata XIX-wieczna dyskusj¢ na temat
intuicji przestrzennej (rozumianej jako Anschauung). Sformutowano wiele stanowisk
odnosnie do jej charakteru i roli, ktéra odgrywa w poznaniu geometrycznym.® Nie
ma tu miejsca na ich analize. Do$¢ stwierdzi¢, iz w wyniku XIX-wiecznego rozwoju
geometrii nieeuklidesowych oraz aksjomatyzacji geometrii przeprowadzonej przez
Davida Hilberta w Grundlagen der Geometrie bardzo trudne do utrzymania stato si¢
stanowisko, zgodnie z ktorym intuicja przestrzenna jest koniecznym elementem do-
wodow geometrycznych; trudna do obrony wydaje si¢ rowniez koncepcja intuicji
jako czego$, co gwarantuje sadom geometrii jej aprioryczno$¢ i konieczno$¢.
Otwarta pozostaje natomiast mozliwo$¢ zawgzonego rozumienia intuicji, do czego
wroce w dalszej czesci tekstu.

Przejdzmy do wspotczesnych rozwazan na temat wizualizacji w poznaniu mate-
matycznym. Zacznijmy od uwag terminologicznych. Przez diagram rozumiem, naj-
ogolniej rzecz ujmujac, wszelki uktad kresek, kropek i innych ksztaltéw wykonany
w celu reprezentacji obiektéw matematycznych (nie tylko geometrycznych). Dia-
gramem jest wigc rysunek geometryczny, wykres funkcji czy grafika komputerowa.
Mozna dalej przyjaé, iz symbole to zapisane liczby, litery oraz inne znaki, ktéorym
w ramach danego systemu sformalizowanego nadane jest Scisle znaczenie, jak np.
nawiasy itp. Nalezy tu zaznaczy¢, iz sformutowanie jednoznacznego kryterium, za
pomoca ktérego poszczegdlne reprezentacje traktowaé mozna jako diagramy lub
symbole nie jest prostym zadaniem.” Mozemy jednak, ogélnie rzecz biorac przyjaé,

7 Jak podkresla krolewiecki filozof, naoczno$ci oraz pojecia ,,stanowia sktadniki wszelkiego
poznania, tak ze ani pojgcia bez odpowiadajacej im w pewien sposob naocznosci, ani naocznos¢ bez
pojeé nie moze dostarczy¢ poznania” (tamze, A50/B74).

% Wedlug wielu filozofow i matematykow, takich jak np. Felix Klein czy Henri Poincaré, intu-
icja przestrzenna jest koniecznym elementem poznania geometrycznego na pewnym etapie rozwoju
geometrii. Nawet David Hilbert nie odrzucat idei, iz intuicja przestrzenna stanowi zrédlo poznania
geometrycznego. Zauwaza to m.in. Ulrich Majer, podkreslajac, iz ,,zadanie ‘ustanowienia (establi-
shing) aksjomatow geometrii’ musi, zgodnie z pogladem Hilberta, odwotywac si¢ (have recourse to)
do naszej ‘intuicji przestrzennej’ oraz poddawac t¢ intuicj¢ analizie logicznej przy pomocy metody
aksjomatycznej, w celu odnalezienia logicznych zaleznosci pomigdzy aksjomatami” (Majer 2006,
s. 61). Niewielka role przypisywat za to intuicji przestrzennej Bernhard Riemann, termin ,,intuicja”
odgrywat tez znikoma rolg w filozofii Charlesa Sandersa Peirce’a, ktory szeroko omawia rolg dia-
gramoOw W poznaniu matematycznym.

? Giaquinto proponuje na przyktad rozwazyé szeéé¢ whasnosci, ktore moga przystugiwaé kazdej
reprezentacji, dzielac je na trzy ,,typowo diagramowe” oraz trzy ,,typowo symboliczne”. Mozna stad,
wedhug Giaquinto, wyrdzni¢ 64 typy reprezentacji, sposrod ktorych kazdy moze posiadaé powyzsze
wilasnos$ci lub nie. W takim ujgciu tylko jeden typ reprezentacji mozna okresli¢ jako ,,typowo sym-
boliczny” i jeden jako ,.typowo diagramowy”, pozostale maja natomiast status posredni (por.
Giaquinto 2007, s. 249).
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iz diagram to reprezentacja, ktora sklada si¢ z czegos$ wigcej niz symbole, reprezen-
tujac obiekty matematyczne na mocy pewnych przestrzennych wiasnosci swoich
czgsci (dodajmy, ze uzywa si¢ tu rdwniez czasem termindw ,reprezentacja prze-
strzenna” oraz ,,przedstawienie wizualne”).

Szeroko rozpowszechnione we wspotczesnych pracach jest rowniez pojgcie wi-
zualizacji. Okresla si¢ ja przy tym szeroko zaréwno jako diagram, jak i tzw. wizuali-
zacje wewngtrzna, czyli wyobrazenie odbywajace si¢ w wewngtrznej przestrzeni
mentalnej; mozna wreszcie moéwi¢ o dynamicznych wizualizacjach, takich jak ani-
macje komputerowe lub wyobrazone przeksztalcenia diagraméw. W dalszej czegsci
pracy bede rozwazal przede wszystkim diagramy, chociaz poruszane w zwiazku
z nimi zagadnienia odnosza si¢ tez w duzym stopniu do pozostatych dwoch typow
wizualizacji.

Dalej bede uzywat réwniez terminu ,,poznanie diagramowe”, ktére rozumiem ja-
ko wszelka aktywno$¢ poznawcza zaposredniczong przez diagram, tzn. przeprowa-
dzana w konsekwencji wizualnego kontaktu z diagramem. Moze to by¢ nabywanie
przekonan odnosnie do twierdzenia matematycznego, rozumowanie, dowodzenie
badz zrozumienie idei dowodu, ksztattowania si¢ poj¢¢ matematycznych lub wresz-
cie — jak to si¢ potocznie moéwi wsréd matematykdw — wyrobienie sobie intuicji co
do jakiego$ pojecia matematycznego.

Czym si¢ zatem roznia diagramy od symboli? Jakie funkcje poznawcze spetnia
diagram, jak oddziatuje na matematyka, jakie ma wreszcie stabo$ci oraz zalety? We
wspolczesnej literaturze odnalezé mozna wiele takich zestawien wlasnos$ci diagra-
mow, czy poznania zachodzacego w efekcie kontaktu z diagramem.'® Chcialbym tu
zwrdci¢ uwage na kilka z nich. Zacznijmy od dwoch zasadniczych stabo$ci diagra-
moéw, tzn. ich jednostkowos$ci i nadmiarowosci. Diagram jest jednostkowy w tym
sensie, ze reprezentuje zawsze konkretny obiekt, np. konkretny, rownoramienny badz
rownoboczny trdjkat; nadmiarowos¢ diagramoéw zasadza si¢ z kolei na tym, iz
w kazdym diagramie zawartych jest wigcej informacji, niz jest zamierzone lub niz
jest to potrzebne w celu reprezentacji danego obiektu. Wymienmy dalej trzy zasadni-
cze zalety diagramdéw jako typu reprezentacji. Po pierwsze, na diagramie mozliwe
jest jednoczesne przedstawienie duzej ilosci informacji. Jak podkreslaja Jon Barwise
i John Etchemendy (1996, s. 18), ,,diagram moze reprezentowaé w zwartej formie to,
co wymagataby niezliczonej ilo$ci zdan”. Za przyktad moga tu stuzy¢ diagramy tak
ztozonych obiektéw matematycznych, jak np. stynny zbiér Mandelbrota. Wizualna
reprezentacja moze w ten sposob powodowac wrazenie wgladu w strukture cato$ci
badanego obiektu. Po drugie, niektére diagramy charakteryzuja si¢ podobienstwem
swego zewngetrznego ksztattu czy swoich czysto wizualnych wlasnosci do struktury
obiektow, ktére reprezentuja. Mozna tu wspomnie¢ choéby o diagramach Venna lub
grafach. Po trzecie wreszcie, cecha reprezentacji diagramowej jest jej zdolnos¢ do

' Mozna tu wymieni¢ m.in. nastepujace prace: Potter 2006, Shimojima 2004 czy Barwise
i Etchemendy 1996.
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odkrywania przed obserwatorem — w konsekwencji samego dokonania aktu kon-
strukcji — nowych faktow, tzn. takich, ktore nie byly znane przed konstrukcja dia-
gramu.'' Sytuacje takie moga mie¢ miejsce w przypadku wykonania rysunku grafu,
wykonania grafiki komputerowej lub sporzadzenia np. diagramu Eulera czy Venna.'?

{a,b,c}

Rys. 1. Krata podzbioréw zbioru {a, b, ¢} z czg$ciowo uporzadkowana relacja zawierania si¢ zbio-
réow. Diagramy krat posiadaja trzy zasadnicze zalety diagramow: ich struktura jest analogiczna do
struktury krat algebraicznych (zgodnie z odpowiednia interpretacja fizycznych charakterystyk dia-
gramu), zawarta jest na nich ,jednocze$nie” duza ilo§¢ informacji oraz umozliwiaja wyciaganie
pewnych wnioskoéw dzigki samej konstrukcji

Zadajmy wigc pytanie: czy i w jakim sensie poznanie diagramowe mozna na-
zwac¢ intuicyjnym? Pamigtajac o tym, iz intuicja jest rozumiana bardzo réznie, mozna
tez zapytac, czy wlasno$ci zazwyczaj przypisywane intuicji jako typowi poznania,
a stowami Parsonsa — szczegolnej relacji poznawczej z przedmiotem poznania —
charakteryzuja rowniez poznanie diagramowe? "

Przyjrzyjmy sig najpierw przypisywanej poznaniu intuicyjnemu bezposredniosci,
natychmiastowosci i cato§ciowos$ci. Jak wspominatem, bezposrednio$¢ czy natych-
miastowos$¢ poznania intuicyjnego mozna rozumie¢ na rozne sposoby. Niestuszne
wydaje si¢ uymowanie poznania diagramowego jako pozapojgciowego. Po pierwsze,
diagramy — rozumiane jako reprezentacje niezawierajace liter, liczb badz innych
symboli — sa niedookreslone. Ten sam diagram moze reprezentowac wiele obiektow

' Na podobna wiasno$¢ diagraméw zwracat uwage Charles S. Peirce. Pisal, ze po sporzadzeniu
diagramu mozemy odkry¢ nowe prawdy dzigki bezposredniej obserwacji. Nowa informacja moze
by¢ réwniez ujawniona przez manipulacjg¢ na diagramie. Dodajmy, iz Peirce, ktory wszystkie repre-
zentacje nazywal diagramami, wyrdzniat wsrdd nich ikony, ktore reprezentuja na mocy podobien-
stwa ich zewngtrznego ksztattu do przedmiotu poznania, symbole, ktore reprezentuja na mocy kon-
wencji, oraz indeksy, ktére mozna postrzega¢ jako nazwy wtasne (por. Shin 2002, s. 23-24).

'2 W wypadku reprezentacji wnioskowan sylogistycznych za pomoca diagraméw Venna po za-
znaczeniu na diagramie przestanek (np. za pomoca cieniowania) wniosek mozemy czgsto niejako
,,odczyta¢” z diagramu.

'3 Por. Parsons 2008, s. 144.
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matematycznych (np. trzy odcinki potaczone w koncach moga reprezentowacé trojkat,
graf lub jeszcze inny obiekt). Odpowiednie oznaczenia badz np. komentarze zawarte
w czesci tekstowej dowodu musza wskazywac, jakie pojgcia matematyczne repre-
zentowane sg przez odpowiednie elementy diagramu. Po drugie, w celu przeprowa-
dzenia rozumowania musimy by¢ w posiadaniu — oprocz aparatu pojgciowego —
odpowiedniej wiedzy. Jak pisza Kajsa Brating i Johanna Pejlare (2008, s. 357), to, co
lezy ,,migdzy wierszami” w rysunku, moze by¢ zrozumiane jedynie przez kogos, kto
ma odpowiednie przygotowanie i dos§wiadczenie matematyczne.

Bardziej kontrowersyjne wydaje si¢ pytanie, czy za posrednictwem diagramu
mozemy przekonaé si¢ o prawdziwosci niektorych twierdzen w sposdb niezalezny
od rozumowania. Wydaje sig, ze zaden diagram nie daje natychmiastowego poznania
prawdziwo$ci danego twierdzenia — rowniez ponizsze diagramy ,,dowodzace”
twierdzenia Pitagorasa oraz twierdzenia o sumie katow w trojkacie euklidesowym
wymagaja przeprowadzenia jakiego$ rozumowania lub tez zaistnienia okre§lonego
procesu myslowego.

Rys. 2. Diagramy ,,dowodzace” prawdziwos$ci twierdzenia Pitagorasa oraz twierdzenia o sumie ka-
tow w trojkacie

Inna kwestia jest natomiast, czy rozumowanie, ktore tu przeprowadzamy, jest tego
samego typu, co ,,zwykle” rozumowanie zapisywane jako ciag symboli. Postuluje si¢
w istocie czasem istnienie specyficznego typu rozumowan opartych na diagramach,
cho¢ bywa on bardzo réznorodnie charakteryzowany. Jako ,,rozumowanie diagra-
mowe” czy ,,wizualne” mozna wigc postrzegac takie, w ktorego trakcie jestesmy
sktonni (badz zmuszeni) do wyobrazania sobie jakich$ ksztattow lub ich przeksztat-
cen badz tez takie, ktore odwotuje si¢ w sposob istotny do diagramow (jak np. rozu-
mowania z Elementéw Euklidesa)."* Mozna tu réwniez odwola¢ si¢ do wspomnia-
nych wcze$niej wlasnosci diagraméw: fakt, iz w diagramie mozna zawrzeé wiele in-
formacji ,,na raz” lub tez mozliwo$¢ ,,0dczytania” z nich nieznanych przed wykona-
niem jego konstrukcji faktow moze usprawnia¢ niektore rozumowania, stanowiac
o ich specyficznym charakterze. Nie ma tu miejsca na blizsza analizg tego problemu

' Tezy o istnieniu specyficznie wizualnych rozumowan i wnioskowan bronia m.in. Barwise
i Etchemendy. Przez wnioskowanie Barwise i Etchemendy rozumiejq ogélnie zadanie wydobycia
pewnej informacji badZ uczynienie jej bezposrednio dostgpna czy tez wyrazng (extraction or making
explicit). Informacja ta jest dana w sposob ukryty (implicif) w informacji juz nam dostgpnej. Na
diagramie zawarta jest przy tym informacja specyficznego typu — informacja wizualna (Barwise,
Etchemendy 1996, s. 4).
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— dos¢, ze rozumowania wykonywane w efekcie kontaktu z diagramem mozna
okresli¢ jako odmiennego typu niz zwykte — cho¢ (jak wspominalem) nie sa prze-
prowadzane bez udziatu poj¢é. To, czy nazwiemy takie rozumowanie ,,intuicyjnym”,
wydaje si¢ przy tym dalej kwestig otwarta.

Mozna oczywiscie rowniez zapytaé, do czego ma diagram zapewniaé bezposred-
ni dostgp. Jest to rownoznaczne z postawieniem pytania o przedmiot matematyki.
U Kanta przedmiot geometrii mozna rozumie¢ jako sama czysta naocznos$¢ prze-
strzeni; wedlug krolewieckiego filozofa osiagamy wigc za pomoca diagramu bezpo-
$redni — naoczny — dostgp do czystej formy danych zmystowych. Jak mozna jed-
nak rozumie¢ relacje diagramu i obiektu przezen reprezentowanego przy zalozeniu,
iz przedmiot matematyki jest wobec nas zewngtrzny? Omoéwienie tej kwestii wyma-
galoby szerszego rozwazenia zagadnienia przedmiotu matematyki, na co nie ma tutaj
miejsca. Warto tu tylko przywota¢ jedna interpretacj¢ roli diagramow w duchu plato-
nizmu matematycznego, sformutowana przez Jamesa Roberta Browna. Wedlug niego
,hiektore ‘obrazki’ (pictures) nie sa w rzeczywisto$ci obrazkami, ale oknami do pla-
toniskiego nieba” (Brown 1999, s. 39). Mozna przy tym wskaza¢ na rol¢ zaré6wno
percepcji zmystowej, jak i intuicji matematycznej w analizie diagramow. Sa one do
siebie podobne — w slowach Browna ,,widzimy diagram (percepcja zmystowa), ktd-
ry przywotuje (induces) intuicje (percepcja matematyczna) czego$ zupetnie innego”
(ibidem, s. 40). Diagram moze wigc — w taki sam sposob jak reprezentacja symbo-
liczna — posredniczy¢ w poznaniu obiektywnego przedmiotu matematyki, uaktyw-
niajac intuicje, ktdra nie jest przy tym rozumiana jako intuicja przestrzenna, ale wila-
dza poznawcza gwarantujaca bezposredni dostep do obiektywnego przedmiotu ma-
tematyki."

Wrazenie bezposredniego, natychmiastowego i calo$ciowego poznania obiektu
matematycznego mozna uzyskac rowniez dzigki omawianym przeze mnie wczesniej
wlasno$ciom diagraméw. I tak, mozliwo$¢ ujecia duzej ilosci informacji na diagra-
mie moze dawaé wrazenie calo§ciowego spojrzenia na dany obiekt lub problem;
dzigki temu mozna tez odnie$§¢ wrazenie ,,jednoczesnego” ujgcia wielu aspektow,
a wige rodzaju natychmiastowego poznania. Podobne wrazenie moze wywotywaé
rowniez strukturalne podobienstwo diagramu do obiektu przezen reprezentowanego.
Dzigki temu mozna w pewnym sensie obserwowac¢ na diagramie odpowiednie zalez-
nosci (jak np. spojnos¢ grafu). Jako ,,natychmiastowe” mozna tez postrzegaé rozu-
mowanie, w przypadku ktérego sama konstrukcja diagramu ujawnia nowe fakty. Za-
znaczmy, iz méwimy tu w duzym stopniu o subiektywnych ,,wrazeniach” podmiotu
poznajacego — ich dalsza filozoficzna interpretacja w kontek$cie np. przedmiotu
matematyki jest odrgbna kwestia. Zdaje si¢ jednak, iz wrazenia te odpowiadaja cha-
rakterystykom poznania intuicyjnego — niektére wlasnosci matematyczne wydaja
si¢ nam w efekcie obserwacji diagramu w jakim$ sensie obecne czy naoczne.

' Przypomnijmy, iz podobna koncepcje intuicji sformutowat Kurt Godel.
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Zostawmy kwesti¢ bezposrednio$ci, catosciowosci i natychmiastowos$ci poznania
opartego na diagramach i zwrdé¢my si¢ ku kilku innym mozliwym interpretacjom
kategorii intuicji. W pierwszej kolejnosci przyjrzyjmy si¢ kwestii percepcji zmysto-
wej. Wydaje si¢ mianowicie, iz nalezy postawi¢ nastgpujace pytanie: czy charakter
wizualnego doswiadczenia diagramu wyptywa z czegos$ wigcej niz po prostu wspot-
grania percepcji i pojec? Jesli tak, to czy elementem tym jest intuicja? U Kanta
owym dodatkowym skladnikiem byla sama forma naszego poznania — czysta na-
oczno$¢ przestrzeni. Odrzucajac jednak 6w kantowski dogmat, wskazanie takiego
pozapojeciowego i pozazmystowego zrodta poznania, ktére odgrywa rol¢ w pozna-
niu diagramowym, nie jest tatwe. Wspolczesnie za tego typu ujeciem myslenia wizu-
alnego opowiada si¢ Marcus Giaquinto. Analizujac sposob, w jaki postrzegamy m.in.
proste symetryczne figury geometryczne (takie jak kwadraty) dochodzi do wniosku,
iz percepcja symetrii uaktywnia niejako automatycznie i nieswiadomie dyspozycje
do posiadania pewnych przekonan'® (Giaquinto 2007, s. 24-40). Proces poznawczy
tu zachodzacy nie ma przy tym, wedlug Giaquinto (ibidem, s. 52-54), ani charakteru
pojeciowego (jako ze przekonania nie wyptywaja z analizy poje¢ czy definicji), ani
tez empirycznego (nie stanowia indukcyjnego uogoélnienia danych zmystowych). Nie
ma tu miejsca na szersza analiz¢ tej koncepcji. Warto jednak podkresli¢, ze kategoria
intuicji nie odgrywa w niej prawie zadnej roli.'” Zamiast o intuicji Giaquinto pisze
o mysleniu wizualnym, nie podejmuje tez kwestii rozumowan wizualnych, skupiajac
si¢ raczej na odkryciu matematycznym. Rowniez wspomnianego wyzej pozapoje-
ciowego i nieempirycznego zrodta przekonan odno$nie do prostych obiektow geo-
metrycznych nie okre$la Giaquinto jako intuicyjnego. Uzywa po prostu terminu
»wizualizowanie” (visualizing), odrézniajac je od zwyklego ,,wizualnego postrzega-
nia” (visual perceiving) czy percepcji wzrokowej (por. ibidem, s. 60).

Warto tu réwniez zwréci¢ uwage na koncepcje Felixa Kleina, ktory — ujmujac
intuicj¢ w odniesieniu do poznania zmyslowego i pojeciowego — czyni to w sposob
odbiegajacy zaréwno od koncepcji Giaquinto, jak i filozofii kantowskiej. Wyrdzniat
on dwa rodzaje intuicji — intuicj¢ naiwna (naive intuition) i ,,ulepszona”, czyli
»wzmocniona” (refined intuition). Ta pierwsza to zwykla percepcja wzrokowa, za
pomoca ktorej postrzegamy m.in. ksztalty i takie proste relacje, jak ,,wigksze od” czy
,»lezy obok” — jest ona niedoktadna i niewystarczajaca do uprawiania matematyki.
Intuicja wzmocniona rozwija si¢, gdy w celu zaradzenia niedoktadnosci intuicji fi-
zycznej idealizujemy dane percepcyjne, nadajac im ,,przymusem intelektualnym”
doktadnos¢, ktorej wrazenia zmystowe mie¢ nie moga (por. Toretti 1997, s. 147).
Intuicja wzmocniona stanowi wigc niejako ,,zmieszanie” pojeé i percepcji zmysto-
wej, konieczne w celu nadania rozwazaniom matematycznym niezbednej $cistosci.

' Moze to byé np. przekonanie o tym, iz przekatna dzieli kwadrat na dwa trojkaty o réwnych polach.
7 Mam tu na mysli ksiazke Visual Thinking in Mathematics, w ktérej Giaquinto analizuje sze-
roko bardzo rézne typy wizualizacji i my$lenia wizualnego w matematyce.
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Termin ,,intuicja” mozna stosowaé rowniez w odniesieniu do wizualizacji w za-
wezony sposob, nawiazujac do wspomnianego wczesniej rozroéznienia na ,,intuicje,
ze” oraz intuicje¢ obiektowa. O intuicji obiektowej moéwimy, gdy rozwazajac dany
obiekt matematyczny, sktonni jeste§my wykonywac odpowiednie rysunki badz wizu-
alizowac go sobie. Jest tak z pewnoscia w wypadku poje¢¢ geometrycznych lub to-
pologicznych, ktére w jakim$ stopniu wyrosty z analizy przestrzennych ksztattow
lub ogdlniej — z doswiadczenia wizualnego. Mamy jednak réwniez tendencj¢ do
wizualizowania sobie grafow czy np. niektorych struktur algebraicznych, jak zbiory
cze$ciowo uporzadkowane badz drzewa.'® Mozemy dalej powiedzieé, iz mamy
Hintuicje, ze”, jesli dochodzimy do przekonania matematycznego w konsekwencji
samej obserwacji diagramu. Moze to by¢ ,,odczytanie” prostego wyniku rozumowa-
nia sylogistycznego z diagramu Venna lub przekonanie o ciaglosci funkcji uzyskane
na podstawie obserwacji ksztaltu wykresu czy tez ogolniej — w konsekwencji tacze-
nia wlasno$ci funkcji, jaka jest ciaglosé, z tym, ze jej wykres ma ksztalt ,,nieprzerwa-
nej kreski” (dodajmy, iz jedynie w taki, zawgzony sposob, uzywa terminu ,,intuicja”
Giaquinto)."

Wydaje sig, ze mozna wyr6zni¢ jeszcze jeden sposob postrzegania kategorii in-
tuicji przestrzennej, a mianowicie uzna¢ ja za wladz¢ poznawcza lub tez jakiegos ty-
pu umiejetnosé, ktdra pozwala — za posrednictwem wizualizacji — osiagnac¢ szero-
ka perspektywe, ogélny wglad w dana dziedzing badz szerszy problem (a nie tylko
metod¢ przeprowadzania poszczegoélnych rozumowan). Tak na intuicj¢ zapatrywal
si¢ Henri Poincaré (1996, s. 1016-1018), wedhug ktorego petni ona co najmniej trzy
istotne funkcje poznawcze: jest zrodtem inwencji tworczej, umozliwia widzenie we-
wnetrznej jednosci i cato§ci w matematyce, oraz podpowiada, kiedy wykorzystac
w rozumowaniu ktora$ ze znanych nam analitycznych technik dowodowych.

Nalezy podkresli¢, ze wszystkie wspomniane wyzej uzycia terminu ,,intuicja” sa
w jakim$ stopniu konwencjonalne. Zagadnienie roli wizualizacji w poznaniu mate-
matycznym mozna wigc badac, nie stosujac w ogdle pojecia intuicji, lecz rozwazajac
po prostu rézne typy reprezentacji (w szczeg6lnosci diagramy i symbole) — ich wa-
dy, zalety czy sposob, w jaki oddziatuja na uzytkownika. Postepuje tak w istocie
z powodzeniem wielu filozoféw matematyki zajmujacych si¢ wizualizacjami, jak
m.in. wspominani tu Barwise i Etchemendy czy Giaquinto. Kategoria intuicji od-
grywa mniejsza role w szczegdlnosci w tych ujeciach diagramow, ktore za cel sta-
wiaja sobie uscislenie badz formalizacje ich roli w dowodach. W ramach takich for-
malizacji w sposob systematyczny okresla si¢ jezyk diagramow oraz $ci§le formutuje
reguly poshugiwania si¢ nim wraz z np. regutami wnioskowania, traktujac diagram

'® Giaqutino pisze, iz mamy ,,wizualne ujecie” (visual grasp) takich obiektow, jak graf czy kra-
ta. Podkresla on, iz posiadamy wizualne ujgcie nawet niektorych pojeé algebraicznych i arytme-
tycznych, w szczegolnosci np. takich jak o$ liczbowa (Giaquinto 2007, s. 217-225).

% Jak wiadomo, takie intuicyjne przekonanie stoi w sprzecznosci z istnieniem funkcji ciagtych
nigdzie-rézniczkowalnych, na ktérych istnienie pierwszy wskazal Karl Weierstrass.
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jako w istocie szczegolny typ symbolu.”” Trudno si¢ tutaj dopatrywa¢ jakiego$ miej-
sca dla kategorii intuicji. Nalezy tu jednak podkresli¢, iz podobne formalizacje ro-
zumowan diagramowych sa wciaz raczej rzadkoscia, co wigcej — w stowach Zeno-
na Kulpy (2006, s. 69) — ,,niwecza gtdéwna zalete diagramow, jaka jest bezposredni
wglad w sens przestawionej informacji”.

Podsumowujac powyzsze rozwazania, nalezy stwierdzi¢, iz kategorig¢ intuicji
przestrzennej mozna odnosi¢ do poznania matematycznego na rézne sposoby, co ma
swoje zrodlo m.in. w tym, iz wizualizacje czy my$lenie wizualne peinia bardzo rézne
funkcje w poznaniu matematycznym. Po pierwsze, niektore aspekty poznania dia-
gramowego, W szczegllnosci te zwiazane z omawianymi tu wiasnos$ciami diagra-
moéw, sa zgodne z charakterystykami przypisywanymi zazwyczaj poznaniu intuicyj-
nemu. Nawiazujac do tych wlasnosci diagraméw, mozna poznanie diagramowe roz-
wazac jako bezposrednie, natychmiastowe oraz cato§ciowe i w tym sensie intuicyjne.
Bezposredniosci czy natychmiastowosci poznania diagramowego nie powinno si¢
przy tym rozumie¢ jako braku konieczno$ci stosowania poje¢é czy przeprowadzania
rozumowania. Pod drugie, intuicj¢ mozna roéwniez ujmowaé w jaki§ zawgzony spo-
sob, np. jako ,,intuicjg, ze” rozumiang jako sklonno$¢ do posiadania okreslonych
przekonan w konsekwencji obserwacji diagramu. Dyskusyjne pozostaje natomiast,
czy mozna mowic o intuicji jako odrebnej wladzy poznawczej, nie dajacej si¢ spro-
wadzi¢ ani do poznania zmystowego ani pojgciowego. Takiemu rozumieniu terminu
»Hintuicja” bliskie jest jednak jedno z jego powszechniejszych zastosowan, zgodnie
z ktorym intuicja jest najogoélniej rzecz biorac, tym w naszym poznaniu, co umozli-
wia cato$ciowy, syntetyczny wglad w badany obiekt matematyczny poprzez obser-
wacje i analiz¢ diagramu. Tak chyba postrzegat intuicje matematyk Michael Atiyah,
laureat medalu Fieldsa, gdy na jednym z kongreséw matematycznych podkreslal, ze
W matematyce ,.intuicja [przestrzenna] jest naszym najpotezniejszym narzedziem”
(Hodges 2005, s. 282). Na koniec dodajmy, iz analiza roli wizualizacji w poznaniu
matematycznym moze si¢ rowniez oby¢ bez kategorii intuicji przestrzennej, czyniac
przedmiotem badan jedynie wiasno$ci diagraméw jako typdw reprezentacji obiektow
matematycznych badz postugujace si¢ nimi rozumowania.

BIBLIOGRAFIA

Barwise, J., Etchemendy, J. 1996, Visual information and valid reasoning, [w:] Logical reasoning
with diagrams, red. G. Allwein, J. Barwise, Oxford.
Briting, K., Pejlare, J. 2008, Visualizations in Mathematics, ,,Erkenntnis”, Vol. 68, s. 345-358.

**'W swojej formalizacji zastosowan diagraméw Venn’a Erich Hammer (1994, s. 74) rozwaza
na przyktad cztery typy wnioskowan: tradycyjne wnioskowania, ktorych przestankami i wnioskami
sg zdania (czy formuly zdaniowe), dalej wnioskowania prowadzace od zdan do diagraméw, od dia-
gramow do zdan i1 wreszcie od diagramow do diagramow. Dla kazdego typu wnioskowan formutuje
Hammer odpowiednie reguty wnioskowania.



164 Michat Sochanski

Brown, J. R. 1999, Philosophy of Mathematics. An Introduction to the World of Proofs and Pictures,
Routledge, London and New York.

Davis, P. J., Hersh, R., Marchisotto, E. A. 2001, Swiat matematyki, PWN, Warszawa.

Giaquinto, M. 2007, Visual Thinking in Mathematics, Oxford University Press, Oxford, New York.

Hammer, E. 1994, Reasoning with Sentences and Diagrams, ,,Notre Dame Journal of Formal Logic”,
Vol. 35, No 1, Winter, s. 73-87.

Hodges, W. 2005, Mathematical Problems from Applied Logic, [w:] New Logics for the XXist Cen-
tury, red. D. M. Gabbay, International Mathematical Series, Springer, s. 277-316.

Kant, 1. 1986, Krytyka czystego rozumu, Tom I, II, PWN Warszawa.

Kulpa, Z. 2006, Diagramy kontra predykaty, zrédio: http://www.ippt.gov.pl./~zkulpa/diadrams/
diagser/tytrob11.pdf.

Kulpa, Z. 2009, Main Problems of Diagrammatic Reasoning. Part I: The generalization problem,
,Foundations of Science”, vol. 14, s. 75-96.

Majer, U. 2006, The Relation of Logic and Intuition in Kants Philosophy of Science, Particularly
Geometry, [w:] Intuition and the Axiomatic Method, red. E. Carson and R. Huber, Springer,
s. 47-66.

Parsons, C. 2008, Mathematical Thought and Its Objects, Cambridge University Press, Cambridge.

Poincaré, H. 1996, Science and Hypotheses, [w:] From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foun-
dations of Mathematics, Vol. 1, red. Ewald, W. B., Clarendon Press, Oxford, s. 1012-1020.

Potter, D. 2006, Diagrammatic Representation in Geometry, ,,Dialectica”, Vol. 60, No 4, s. 369-382.

Shimojima, A. 2004, Tutorial: Inferential and Expressive Capacities of Graphical Representations,
zrodto: www.jaist.ac.jp/~ashimoji/Diagrams_2004 _tutorial.ppt.

Shin, S-J., B. 2002, The Iconic Logic of Peirce’a Graphs, MIT Press.

Torretti, R. 1978, Philosophy of Geometry from Riemann to Poincaré, D. Reidel Publishing Compa-
ny, Dordrecht-Boston-London.



