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Dowod w matematyce — dziS i jutro

Krzysztof Wojtowicz, O pojeciu dowodu w mate-
matyce, Monografie Fundacji na rzecz Nauki Pol-
skiej, Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Mi-
kotaja Kopernika, Torun 2012

Dowdd stanowi w matematyce podstawowe i w zasadzie jedyne narzedzie uza-
sadniania gltoszonych tez. Tylko stwierdzenia zaopatrzone w dowdd moga by¢ zali-
czone do korpusu wiedzy matematycznej. Ani autorytet, ani eksperyment nie sa tu
dopuszczalne czy akceptowalne — przynajmniej teoretycznie.

Recenzowana monografia poswigcona jest wiasnie pojeciu dowodu w matematy-
ce, a dokladniej procesowi tworzenia matematyki, ktory polega gldéwnie na dowo-
dzeniu nowych twierdzen. Autor analizuje status i swoisto§¢ dowodow matematycz-
nych, podkres§lajac pewna ewolucyjnosé¢ standardow dowodowych akceptowanych
przez matematykow. Ksiazka dotyczy wigc strony metodologicznej matematyki.
Autora interesuja trzy zasadnicze zagadnienia: kwestia relacji migdzy realnymi do-
wodami wystepujacymi w praktyce badawczej matematykow a idealnymi dowodami
wystepujacymi i badanymi w teorii dowodu, problem eksplanacyjnej roli dowodow
matematycznych i rozumienia w matematyce oraz problem elementow empirycznych
w dowodach matematycznych.

Monografia sktada si¢ z pigciu glownych rozdziatow poprzedzonych wstepem,
w ktorym przedstawia si¢ tre$¢ catosci, oraz zakonczonych podsumowaniem. Dota-
czono do niej takze dodatek, w ktorym zawarto uwagi i wyjasnienia dotyczace obli-
czen kwantowych, ktore stanowia przedmiot rozwazan jednego z rozdzialow, biblio-
grafi¢, wykaz uzywanych skrotow i symboli, streszczenie angielskie ksiazki oraz in-
deks nazwisk i indeks rzeczowy.
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Rozdziat 1 przynosi uwagi historyczne dotyczace dwoch wizji dowodu: dowodu
jako procesu majacego charakter treSciowy oraz dowodu jako pewnej procedury
sformalizowanej odwotujacej si¢ jedynie do regut sktadniowych. Za paradygmatycz-
nego przedstawiciela pierwszej koncepcji uznany zostal Kartezjusz, a drugiej —
Berkeley. Autor omawia jednak takze stanowisko Peacocka, Pascha, Hilberta i Fre-
gego, rozwazajac m.in. program Hilberta i dyskusje migdzy Hilbertem a Fregem oraz
prace Pascha i Hilberta na temat geometrii.

Rozdziat 2 nosi tytut ,,Antyfundacjonalizm Lakatosa” i po$wigcony jest pogla-
dom Imre Lakatosa. Zgodnie z jego koncepcja dowodzenia istotne sa pewne kwestie,
dla ktérych nie bylo miejsca w formalistycznej wizji dowodu w stylu Hilberta,
a mianowicie znaczenie kontekstu odkrycia, opis realnych mechanizméw zdobywa-
nia wiedzy matematycznej, problem adekwatno$ci formalnych parafraz czy problem
rozumienia poje¢ matematycznych i eksplanacyjnej funkcji dowodéw w matematyce.
Lakatos podkresla, ze matematyka nie ma charakteru wiedzy ostatecznej i niezmien-
nej, rozwija si¢ przez dowody i kontrprzyktady.

Rozdziat 3 dotyczy problematyki dowodow komputerowych. Omawia si¢ tu te
kwesti¢ na kanonicznym niejako przykladzie dowodu twierdzenia o czterech bar-
wach. Analizuje si¢ przy tym takie zagadnienia, jak problem zaleznosci migdzy do-
wodami znanymi z praktyki badawczej a ich sformalizowanymi wersjami, kwesti¢
wyjasniania w matematyce i eksplanacyjny status dowodow matematycznych, w tym
dowodoéw komputerowych czy wspomaganych komputerowo, oraz rolg czynnikéw
empirycznych w procesie zdobywania wiedzy matematycznej. Ta ostatnia sprawa
zwiazana jest z faktem, ze uzycie komputera w procesie dowodzenia jakiego$ twier-
dzenia moze by¢ uwazane za eksperyment fizyczny. Czy ma to jaki§ wptyw na status
wiedzy matematycznej, czy nie traci ona przez to charakteru apriorycznego, ktory od
zawsze jej przypisywano i nie staje si¢ wiedza w istocie (po cze$ci) aposterioryczng
i empiryczna?

Problematyka dowodoéw komputerowych stanowi wstep do rozwazan zawartych
w rozdziatach 4 i 5, po$wigconych teorii obliczen kwantowych i hiperobliczeniom.
Dowody kwantowe to dowody przeprowadzane z pomoca obliczen kwantowych. Sa
one na razie jedynie czyms$ hipotetycznym. Teoria takich obliczen rozwija si¢ jednak
w ostatnich latach bardzo dynamicznie. Ich atrakcyjno$¢ wynika z faktu, ze szereg
algorytmow klasycznych to algorytmy o ztozonos$ci wyktadniczej (tzn. dlugos$¢ ko-
niecznych obliczen rosnie w sposéb wykladniczy wraz ze zlozono$cia rozwazanego
problemu), a zatem w praktyce bezuzyteczne. W przypadku pewnych jednak zagad-
nien mozna stworzy¢ algorytmy operujace na innej strukturze danych i wykorzystu-
jace zjawiska kwantowe. Urzadzenia, ktére bylyby implementacja i realizacja tej
idei, nie istnieja w tej chwili. Zasadne i interesujace jest jednak badanie, jaki wptyw
mialyby one na kwesti¢ statusu wiedzy matematycznej i jaka bylaby wartos$¢ po-
znawcza wynikow uzyskanych z ich wykorzystaniem. I tym wiasnie zajmuje si¢ au-
tor w rozwazanym rozdziale.
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Ostatni rozdziat ksiazki, rozdzial 5, dotyczy — znéw hipotetycznego tylko —
zastosowania w dowodzeniu twierdzen matematycznych obliczen niestandardowych,
wykraczajacych poza model zaproponowany przez Alana Turinga, a zwanych w lite-
raturze hiperobliczeniami. Jest wigc w pewnym sensie kontynuacja rozwazan z roz-
dzialu 4. Autor podkresla tu, ze zastosowania takie ukazuja nowe oblicze empirycz-
nego uwiktania matematyki.

Trzeba podkresli¢, ze rozwazania rozdzialdow 4 i 5 maja inny charakter niz te
z rozdziatéw 1-3. Tamte dotyczyly rzeczywistych zjawisk obecnych w praktyce ba-
dawczej matematykow, te za§ maja charakter ,,gdybania” — w zasadzie mowi si¢
w tych rozdziatach o pewnych kwestiach z informatyki, ktoére by¢ moze, jesli opisy-
wane procedury uda si¢ zrealizowac i zaimplementowac, znajda pewne zastosowania
w matematyce, a dokladniej w praktyce dowodowej matematykow. Nie ma wigc w tych
rozdziatach analizy kognitywnej, analizy rzeczywistego procesu dowodzenia w mate-
matyce, a jedynie rozwazania, co by bylo, gdyby jakie§ procedury dato si¢ stosowac.

Nalezy zaznaczy¢, ze autor dobrze orientuje si¢ w rozwazanej problematyce, do-
brze zna stosowna literature, z najnowsza wilacznie. Zwraca uwage jego erudycja
i wielostronna kompetencja (zardwno filozoficzna, jak i matematyczna). Ze swada
ijednoczesnie precyzja pisze o skomplikowanych problemach, potrafi zgrabnie ujaé
zagadnienia. Ksigzka napisana jest tez w zasadzie poprawnym i tadnym jezykiem.
Razi mnie neologizm ,,(anty)fundacjonalizm” oraz jego pochodne. Nie ma wpraw-
dzie w jezyku polskim prostego odpowiednika angielskiego ,,(anti)foundational”, ale
czy zamiast tworzy¢ zle brzmiace neologizmy nie lepiej stosowac bardziej opisowy
termin ,,(nie) w duchu podstaw matematyki”? Lepiej byloby tez zapewne, gdyby w bi-
bliografii podawano zawsze najpierw oryginalne wersje prac z datami ich publikacji,
a potem dopiero ewentualnie uwagi o istniejacych przektadach czy przedrukach —
niostoby to wigcej informacji. Taka zreszta konwencje stosuje si¢ na ogét w literatu-
rze. | jeszcze jedna uwaga krytyczna: autor w niektérych miejscach myli niezalez-
no$¢ zdania od teorii z jego nierozstrzygalnoscia w teorii (zob. np. s. 33 1 179). To
pierwsze oznacza, jak wiadomo, ze dane zdanie jest niedowodliwe w teorii, a to dru-
gie, ze ani rozwazane zdanie, ani jego negacja nie s3 twierdzeniami teorii. Zatem to
pierwsze pojecie jest zawarte w tym drugim. Warto te sprawy precyzyjnie odrdzniaé.

Te uwagi krytyczne nie umniejszaja zadng miara mojej wysokiej oceny recenzo-
wanej ksiazki. Stanowi ona niewatpliwie wazny wklad do filozofii matematyki i to-
czonych w niej aktualnie dyskusji. Dodajmy jeszcze, ze ksiazka zostata tadnie i sta-
rannie wydana w nowym, funkcjonujacym od nieco ponad roku, formacie Monogra-
fii Fundacji na rzecz Nauki Polskiej. Dobrze, ze problematyka filozoficzna zwiazana
z matematyka znalazta swoje miejsce w tej serii.



